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随 着 计算 机 科学 技术 的 飞速 发 展 , 人 类 正 进 入 信息 时 代 . 

信息 时 代 是 应 用 数学 大 发 展 的 时 代 , 人 类 长 期 积累 起 来 的 知 
识 体系 ,正面 临 着 第 3 次 数学 化 . 数学 思想 ,数学 方法 与 数学 模型 
随 着 计算 机 的 广泛 应 用 ,日 益 渗透 到 各 种 行业 中 . 

当代 ,除了 古典 的 数学 理论 (初等 数学 , 微 积 分 学 ,微分 方程 ， 
复 变 函数 等 ) 早 已 得 到 广泛 的 应 用 外 ,一 些 比较 抽象 的 现代 数学 理 
论 ( 集 合 论 .数理 逻辑 .范畴 论 、. 抽 象 代数 、 泛 代数 .代数 几何 、 拓 扑 
学 、 泛 函 分 析 等 ) 以 及 一 些 新 兴 的 数学 理论 (随机 过 程 . 时 间 序 列 、 
运筹 学 .最 优化 理论 有限 元 方法 、 模 糊 数学 .混沌 与 分 形 等 ) 也 逐 
渐 成 为 社会 生产 、 科 学 实验 工程 技术 及 经 济 管理 中 不 可 缺少 的 工 
具 , 应 用 数学 的 适用 范围 正在 迅速 扩大 . 

为 了 满足 日 益 增长 的 社会 需求 ,清华 大 学 应 用 数学 系 《现代 应 
用 数学 手册 》 编 委 会 ,组 织 编写 了 这 套 多 卷 集 的 手册 . 

本 书 读者 是 理 \ 工 \、 医 、 农 、 经 管 等 领域 的 广大 工程 技术 人 员 、 
科研 人 员 、 大 、 中 专 院 校 的 教师 学生、 研究 生 及 其 他 使 用 数学 工具 
的 实际 工作 者 . 其 中 有 些 内 容 对 于 中 学 生 也 是 适用 的 . 

编者 力求 使 本 书 成 为 一 套 高 质量 的 工具 书 , 它 有 下 列 特点 ， 

(1) 内 容 “ 新 颖 ” 本 书 力求 做 到 内 容 现代 化 , 除 用 现代 观点 
介绍 古典 内 容 外 ,对 已 出 现 的 新 理论 .新 方法 尽量 优先 选 人 . 

(2) 突出 “应 用 ” 本 书 在 选材 上 突出 数学 理论 的 应 用 ,以 通 

ёсе 


俗 易 懂 的 方式 着 重 介绍 在 现代 科学 技术 等 实际 领域 中 应 用 广泛 的 
数学 理论 和 方法 . 

(3) 紧密 “结合 "计算 机 应 用 为 了 更 有 效 地 应 用 数学 方法 解 
决 各 种 实际 问题 ,广大 科技 人 员 连 切 要 求 数学 方法 与 计算 机 应 用 
相 结合 ,提高 工作 效率 . 为 此 ,本 书 在 结合 计算 机 应 用 方面 给 予 特 
别 的 重视 . 

(4) 版 面 设计 “合理 ” ,便于 迅速 查阅 为 方便 读者 使 用 ,本 书 
采用 了 一 套 较 为 完善 的 索引 体系 . 除 正文 中 章 、 节 的 编号 沿用 国际 
通行 的 十 进 制 编号 外 ,对 于 重要 的 定义 .定理 例题 公式、 图 、. 表 等 
均 有 编号 . 读者 可 以 从 (1) 目 录 ,(2) 中 文 一 外 文 名 词 索 引 , (3) 外 
文 一 中 文 名 词 索引 等 三 种 途径 ,迅速 找到 所 需 资料 . 此 外 ,本 书 对 
载 和 的 外 国 科学 家 人 名 ,尽量 采用 “名 从 主人 ”的 原则 . 

O 数学 符号 力求 “统一 ”与 国际 化 ”鉴于 目前 国内 各 种 文 
献 .书籍 中 使 用 的 数学 符号 不 够 统一 与 国际 化 ,增加 了 读者 阅读 时 
的 困难 . 本 书 除 按 国家 标准 GB 3102—93 外 ,兼用 国际 数学 界 权 
威 著作 《数学 大 百科 辞典 》(Encyclopedic Dictionary of Mathema- 
tics, EDM) 中 的 符号 为 标准 . 对 于 不 在 上 述 文献 中 的 其 他 新 符号 ， 
则 选用 较为 流行 者 . 

本 手册 各 卷 内 容 独 立 完整 ,便于 个 体 和 团体 读者 按 需 选 购 . 当 
前 应 用 数学 急剧 发 展 , 编 委 会 在 条 件 成 熟 的 时 候 , 还 将 增 出 新 卷 . 

本 书 的 编撰 是 与 清华 大 学 应 用 数学 系 领导 ,特别 是 萧 树 铁 教 
授 的 热心 支持 ,编辑 委员 会 各 位 编 委 的 通力 协作 ,校内 外 的 许多 教 
师 .科研 工作 者 的 大 力 支持 分 不 开 的 ,编者 深 致 谢意 . 

在 编辑 出 版 过 程 中 ,还 得 到 清华 大 学 出 版 社 的 热情 支持 . 

本 书 从 编撰 到 出 版 ,历尽 艰辛 ,饮水 思源 ,编者 还 要 感谢 本 书 


的 发 起 人 ,清华 大 学 应 用 数学 系 陆 璇 教授 ,北京 出 版 社 李 利 军 编辑 
6+ 


及 已 故 的 北京 出 版 社 社 长 王政 人 先生 . 
最 后 ,编者 还 要 对 夫人 王 华 敏 表 示 谢 忱 ,没有 她 的 深刻 理解 、 
热情 支持 与 持久 的 帮助 ,本 书 也 难以 问世 . 
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1 AA ША Е А 


1.1 实数 


定义 1.1.1 整数 ( 正 的 , 负 的 以 及 零 ) 和 分 数 统称 之 为 有 理 
数 (rational number). 

每 个 有 理 数 都 可 以 用 分 数 形式 p/g(p,g 为 整数 ,g 天 0 Н 
(p,q) 二 1) 表 示 , 也 可 以 用 有 限 十 进 小 数 或 无 限 十 进 循环 小 数 表示 . 


1.1.1 实数 的 定义 


(1) Dedekind( 戴 德 金 ) 方 法 

WQ 是 有 理 数 全 体 , 将 Q 分 为 Q 和 Q, 两 部 分 ,使 得 

OQ AQ 都 不 是 空 集 ( 即 至 少 包含 一 个 有 理 数 ). 

@ О, 中 任何 数 小 于 Q, 中 的 任 一 数 . 则 称 这 样 的 分 法 为 划分 
(partition) , i fE (Q, |Q) ,其 中 Q, 称 为 下 组 ,Q: 为 上 组 . 当下 组 
Q 中 有 最 大 数 ,或 上 组 Q, 中 有 最 小 数 时 ,这 样 的 划分 称 为 有 端 划 
分 .其 最 大 (小 ) 数 称 为 划分 的 端 . 不 可 能 出 现 既 在 Q, 中 有 最 大 
数 ,同时 又 在 Q, 中 有 最 小 数 的 情形 ,因为 这 将 与 有 理 数 的 稠密 性 
HFA. 如 果 下 组 Q, 中 没有 最 大 数 , 上 组 Q, 中 也 没有 最 小 数 ,这 
样 的 划分 称 为 无 端 划分 . 

By 


所 有 划分 全 体 叫 做 实数 (real number) 域 或 称 实数 空间 ,其 中 
有 端 划分 称 之 为 有 理 数 ( 即 端 ) ,无 端 划分 则 称 之 为 无 理 数 (irra- 
tional number). 

(2) Cantor( 康 托 尔 ) 方 法 

а ,oa ,…,aw,… 是 有 理 数 所 组 成 的 数列 (定义 1.2. 11) ,车 
对 于 任 给 的 正 有 理 数 s, 总 存在 正 整 数 N, 使 当 р, > N 时 ,有 
ja 一 a, | 过 e, 则 称 {a,}) 是 有 理 数 所 构成 的 基本 数列 . 若 两 个 基本 
数列 {a,} 和 {5b,} 满 足下 列 条 件 : 

对 任意 的 有 理 数 。>0, 都 存在 正 整数 М, У n> N 时 总 有 
la,—b, | 过 e, 则 称 {a,} 和 (6,} 等 价 . 

考虑 基本 数列 的 全 体 ,把 彼此 等 价 的 基本 数列 归 为 一 类 , 则 每 
一 类 称 为 一 个 实数 . 凡 和 任 一 有 理 数 > 组 成 的 常数 列 {r,r,…， 
”~，,…} 等 价 的 类 , 称 为 有 理 数 ,不 能 和 任 一 有 理 数 常数 列 等 价 的 类 ， 
称 为 无 理 数 . 

例 1.1.2 用 Dedekind 方法 定义 无 理 数 V2. 

取 а1<2 的 一 切 正 有 理 数 a, ,0 及 一 切 负 有 理 数 归 入 Q, 组 . 
同时 将 а: :>2 的 一 切 正 有 理 数 a, HA Q; 组 , 则 划分 Q, | Q, 定义 
了 实数 (无 理 数 )V2. 

例 1.1.3 用 Cantor 方法 定义 无 理 数 V2. 

有 理 数 基本 数列 {1,1.4,1. 41,1.414,1. 4142,…} 是 由 2 的 开 
方 运算 逐次 将 所 得 的 一 系列 有 限 小 数 排列 而 成 . 它 不 能 与 任何 有 
理 数 常数 列 等 价 . 这 个 有 理 数 基本 数列 定义 了 实数 (无 理 数 )V2. 


1.1.2 实数 的 性 质 及 四 则 运算 


实数 的 主要 性 质 : 
(1) 有 序 性 ”每 一 对 实数 “与 8 之 间 必 有 且 仅 有 下 列 关系 之 一 
а<8; a=B; а>В, 
.2 


(2) 传递 性 由 c>B8 及 8>7Y, 可 推 知 >) 

(3) 稠密 性 ”任意 两 个 不 相等 的 实数 之 间 有 有 理 数 ,也 有 无 
理 数 . 

(4) 完备 性 (连续 性 ) ”对 实数 域 R 或 实数 空间 自身 所 做 的 
任 一 Dedekind 划分 , 必 为 有 端 划 分 ,只 产生 实数 .或 者 说 , R 中 实 
数 Cantor 基本 数列 的 等 价 类 和 有 理 数 Cantor 基本 数列 的 等 价 类 
是 一 一 对 应 的 ,所 得 集合 仍 为 RR. 

实数 的 四 则 运算 : 

(1) 交换 律 ”a 十 B=B 十 a; а8= Ва. 

(2) 结合 律 (a 十 局 十 Y=a 十 (8 十 7); (aB)Y=a(B7). 

G) 分 配 律 ”a(8 十 7) 二 aB 十 a7y. 

С) 保 序 性 ”由 a8 推 知 a 十 7>>B 十 7; 由 a 之 B X y>0 推 知 
ay>ßy. 

(5) 零 元 素 与 负 元 素 存 在 性 ”在 R 中 存在 惟一 一 个 元 素 
“0”, 使 对 任 一 实数 a, 有 a 十 0 二 a; 又 对 每 一 个 实数 a, 有 和 且 仅 有 一 
个 实数 (一 o) 使 a 十 (一 a)=0. 

(6) 单位 元 素 与 道 元 素 存在 性 ”在 实数 域 R 中 存在 惟一 一 
个 元 素 “1”, 使 对 每 个 实数 a 有 a*1=a; 又 对 每 一 个 非 零 实数 o, 


有 且 仅 有 一 个 实数 二 ,使 a， 二 =1. 


a 

(7) Archimedes( 阿 基 米 德 ) 性 ”对 任意 实数 a,B, 若 8B>a>0， 
则 存在 正 整数 N, 使 Na>>p. 

当 一 个 数 集 满 足 实数 的 有 序 性 及 实数 的 四 则 运算 特征 时 , 称 
为 Archimedes 有 序 域 (Archimedes ordered field), 因 此 全 体 实数 
域 构成 Archimedes 有 序 域 . 

实数 的 绝对 值 (absolute value) 及 其 性 质 

实数 的 绝对 值 定 义 为 


它 有 下 列 主要 性 质 : 
(1) |а|=|—а|>0 ВА a=0 НЯ |а| =0. 
(2) — |а| <а< |а|. 
(3) # |a| <2, W — 8K. 
Ж |a| 280020). a>8 Ra<— В. 
(4) |e|—|8B|<|a+Bp|<|a|+ 18| (三 角形 不 等 式 )， 


(5) |а8| = |а| 18|. 

(6) al-l вео). 
ВІ 18| 

不 等 式 (inequality) 


(1) 算术 平均 值 与 几何 平均 值 不 等 式 : 
Ф Basara, 为 正 数 , 则 


а Һа +. Ба, x 
2a = Газага,» 


即 几 何平 均值 不 超过 算术 平均 值 . 


п 
等 号 仅 当 a =а = =а, 时 成 立 . 
当 a1 ,as，…,a, 为 正 数 时 有 
(банкны ааа аа бе 


п п 


© 


а +a, + +a, 
n 


(2) 带 权 平均 值 不 等 式 : 
对 nn 个 正 数 ai(i=1,2,…,n), 带 权 ri(i 二 1,2,…,n) 的 平均 


值 Ун Dr 满足 


. 4. 


等 号 仅 当 а =a, =+ =a, 时 成 立 . 
(3) Van (2) <n! < ул (4) (1H )e=2 118. 


(4) Bernoulli( 伯 努 利 ) 不 等 式 
(1++һ)">1-+Еяһ,Ң К>—1,п 为 自然 数 .特别 当 (1 十 h) = 


Va (Ca>1) 时 有 
Ж#-1<®=—1, 
п 
(5) H6lder( 赫 尔 德 ) 不 等 式 
pp {Дв}, 
其 中 p,q 为 正 数 , 且 满 足 十 十 十 一 1 等 号 仅 当 生 一 竺 一 … 一 和 时 


Р 
才 成 立 . 
这 个 不 等 式 还 可 推广 到 积分 的 情形 , 即 : 设 f(x) 和 g(xz) 是 区 


间 ась 上 的 连续 非 负 画 数 , 且 假 定 p,q 满足 二 十 一 1 , 则 


[reayseoaz < (f ifar) (f tear)", 
其 中 等 号 仅 当 存在 数 -使 
(g(z))*s=r(f(mz))', а<х%Ь 
时 才 成 立 .. 
(6) Cauchy-Schwarz( 柯 西 - 施 瓦 茨 ) 不 等 式 


PEJE (51) (ть). 


кешр = A ВЕЙ. 


这 个 不 等 式 可 推广 到 无 穷 情形 , 即 设 asartar t A bi, 
Ье, Б, ЙЯ ЧА] СОЕ ЯЙ 1.2.11), 且 级 数 ( 定 义 4.1.1) 


Улас 和 交大 分 别 收敛 于 A,B, 则 相应 有 级 数 
Fab 
收敛 ( 设 收敛 于 C) , 且 
С:<АВ, 


等 号 仅 当 有 某 个 数 7 使 b= 二 ra《& 二 1,2,…) 时 才 成 立 . 
(7) Minkowski( 闵 可 夫 斯 基 ) 不 等 式 


(> la +h). <(> и) + [> њи). 
其 中 p> Не == рв Й. 


(8) Jensen( 詹 森 ) 不 等 式 
@ 设 a>>0Gi=1,2,…,n), 且 0<=<p<g; 则 


(Za) <(22) 
@ 设 f(z) 是 区 间 [a,b] 上 的 是 函数 (定义 2.3.10), 且 假定 
Titis z, 为 [a,6b] 中 的 任意 点 集 ,pp pests p. 是 满足 
b 十 加 十 … 十 加 ,一 1 
的 非 负数 . 则 


рх + роза +" + pz.) < У) p f (zi) , 
i=] 


例如 , 令 f(z) 一 一 Inz(z 之 0), 它 是 后 的 (因为 1”(z)= 


6 


十 >0). 设 a маз, 55а, 是 一 正 数 集 , 若 在 Jensen 不 等 式 中 令 
访 一 户 一 … 一 名 一 工 , 则 可 得 


ЕЕ 十 az 十 … 十 as) <- nta az…an). 


很 明显 ,这 个 不 等 式 与 是 一 致 的 . 

(9) Chebyshev( 切 比 雪夫 ) 不 等 式 

Ў а,>0,Ь;>0(1=1,2,+,п),Ж а<а,<++<а„,Н b < 
ЫЬ, а 2а, 22". 2а,, B bi 2b > b, M) 


(1 Ха) (2 Bo)<3 4 Уа. 


Жаа ‘<a, ,而 bi 2b > -2b, , WJ 


(+ Do)( Ж)» Жее. 
车 推广 到 积分 形式 , 则 有 不 等 式 
[>= G das foroa < [| PETEN [» (DfD gz)dz, 
其 中 p(z) 是 正 的 可 积 函 数 , 而 f(x) 与 g(z) 是 单调 递增 函数 . 
1.1.3 关于 实数 的 一 些 基本 定理 


定理 1.1.4 单调 有 界 原理 单调 有 界 数列 必 有 极限 . 
定义 1.1.5 ЯГ, В. АНТЕ. 
a) Can B Dlan Ba 1], n=1,2,; 

(2) lim(8,—a,)=0, 


则 称 这 个 闭 区 间 序 列 为 一 区 间 套 (nest of intervals), 
Ж 1.1.6 区 间 套 定理 设 {[a,,B,]) 是 一 个 区 间 套 , 则 存 
在 惟一 的 一 个 点 7, 使 YE Га, ,8,] (n=1,2,…). 
例 1.1.7 设 a,b 为 两 个 正 数 , 且 a>b. 分 别 取 它 们 的 算术 平 
гат 


均值 及 几何 平均 值 


а=, b = Vab. 


根据 算术 平均 值 与 几何 平均 值 之 间 的 不 等 式 应 有 a>a >b >b. 
再 分 别 取 а, 的 两 个 平均 值 


а-а, s= уа. 
则 同样 有 а >a, >b: >b. 依 此 类 推 ,对 于 
aa ==, ben = Vad, 


Ж a>a,>>an+l:>b+i> 加 >0. 这 样 就 分 别 得 到 有 界 的 单调 递减 数 
列 {a,} 及 单调 递增 数列 {5,). 根据 单调 有 界 原 理 知 , 它 们 分 别 有 极 


限 ( 设 为 4,8). н а = TB bna = Vab, 两 边 取 极 限 


不 难 证 明 它们 相等 ,a=8. 可 见 算术 平均 值 数列 及 几何 平均 值 数列 
有 公共 的 极限 4 二 x(a,5). 同时 可 以 看 到 ,这 个 数 # 就 是 区 间 套 
{[6,,an]} 所 确定 的 点 . 而 且 , 借 助 椭圆 积分 可 以 算得 elab) = 


x 
жейт 


б= Е атр) dy 

定义 1.1.8 对 于 给 定 的 数 集 E= {z}, 若 有 这 样 的 数 M fr 
在 ,使 一 切 x 三 M, 则 M 称 为 数 集 王 的 上 界 (upper bound). 类 似 
WEAR m 存在 ,使 一 切 >m M m КЖФ E 的 下 界 (lower 
bound). 

定义 1.1.9 对 于 给 定 的 数 集 已 ={z}, 若 数 PW. 

(1) 86 是 EE 的 上 界 ; 

(2) 对 任 给 的 正 数 e, 总 存在 z, € Е,{# z, >e. 
则 称 数 8 Ж E 的 上 确 界 (supremum), 记 作 B= supE 或 

. 8. 


e= sept 

类 似 地 , 若 数 a 满足 : 

(1) wa 是 五 的 下 界 ; 

(2) 对 任 给 的 正 数 220, UAE TEE, й т< а-+-є. 
则 称 数 a 是 数 集 E 的 下 确 界 (infimum), 记 作 a=infE sü а= inf {x} 

例 1.1.10 (1) 设 N={nnj} 是 自然 数 集 , 则 infN=1,supN 不 
存在 . 

(2) |+ | 是 自然 数 的 个 数 集 , 则 inf 二)=0,sup | 二 1 

(3) зир {сов х}=1, inf {сов z)=-—1. 

从 上 述 例子 可 以 看 到 ,一 个 数 集 的 上 (下 ) 确 界 可 以 属于 数 集 ， 
也 可 以 不 属于 数 集 . 且 如 果 上 (下 ) 确 界 存 在 ,必定 惟一 . 

定理 1.1.11 有 限 覆盖 (finite covering EE 车 开 区 间 所 
REKER EAST AAR Rab] WARA E 中选 出 有 限 
ARAKAMA, b]. 


1.2 函数 与 数列 


1.2.1 变量 变化 区 间 


连续 变量 的 取 值 范围 及 变动 域 , 常 常用 区 间 来 表示 ,这 些 区 间 
大 致 可 分 为 : 

(1) 闭 区 间 (closed їптїегуа1)[а,Ь]:а<х<Ь. 

(2) 开 区 间 (open interval)(a,b):a<x<b. 

(3) 半 开 区 间 (semi-open interval); (a ,b],[a b) a< z<b, 
а<х<Ь. 

(4) ЕЕ 18 (infinite interval) (— оо, оо); – so< r < 
+оо, 

д % 


(5) 半 无 穷 区 间 (semi-infinite interval) (— оо, b) 8 (а, 
十 co) :一 cc<z<1 或 ac<<z 忆 十 co. 

(6) хо 的 $ 邻 域 (neighborhood)(zo 一 9,zo 十 6) : z —ó6< x< 
20009220). 对 于 排除 z, 的 邻 域 ,叫做 空心 邻 域 (deleted neigh- 
borhood). 


1.22 函数 概念 及 分 类 


定义 1.2.1 设 有 实数 集 D, 若 按照 某 一 确定 的 对 应 规则 /, 
对 于 DD 中 的 每 一 个 数 z 有 确定 的 值 f(x) 与 其 对 应 , 则 称 f 为 确 
定 在 数 集 D 上 的 函数 (function). 并 称 z 为 函数 太 的 自 变量 (inde- 
pendent variable) ,DD 为 函数 的 定义 域 (domain) , f(x) 为 函数 f fE 
х 的 值 . 34 z н D 中 各 数 时 ,由 f(x) 所 构成 的 数 集 V 称 为 函数 
f 的 值 域 (range of a function). 

由 上 述 定义 可 以 看 出 ,f 和 是 确定 函数 的 两 个 重要 因素 . 
由 于 在 古典 分 析 中 ， Ишен 了 常常 是 通过 函数 值 f(z) 的 代数 运 


算 的 显 式 , 如 fz) = =, рт) = V2 一 eosz 等 来 表示 ,因此 对 


于 定义 于 A 习惯 上 常 写成 f(z),z€ D у= 
f(z),rED. 

定义 1.2.2 在 函数 定义 中 , 若 对 于 D 中 的 每 一 个 值 z 仅 有 
一 个 确定 值 f(z) 与 之 对 应 , 则 称 f 是 D 上 的 单 值 函数 (single 
valued function). 若 有 多 个 的 值 f(x) 与 之 对 应 , 则 称 f 是 D 上 的 
多 值 函 数 (multiple valued function). 

定义 1.2.3 设 了 是 定义 在 D 上 的 函数 ,其 值 域 为 V, 若 对 
于 V 内 的 每 一 个 值 可 以 按 相 应 的 反对 应 规则 ,使 D 内 有 一 个 或 
几 个 值 与 其 对 应 ,这 种 反对 应 规则 称 为 函数 了 的 反 函 数 (inverse 
function) ,并 记 作 f .车 函数 f:D 一 V 是 一 对 一 的 对 应 , 则 有 
f '[/fCOa)]= z. 

$. TO 


定义 1.2.4 设 g 为 域 D 上 的 函数 ,其 值 域 为 V. 若 f 又 为 域 
VV 上 的 函数 , 则 以 函数 g 为 媒介 , 域 D 上 的 值 与 函数 f 的 值 产生 
某 种 对 应 规则 ,从 而 在 域 D 上 构成 新 的 函数 关系 , 称 之 为 复合 函 
数 (composite function) , 记 作 

f(g(r))，XED 或 (/°д)(х), zED. 

定义 1.2.5 设 函 数 f(x) 的 定义 域 D 为 对 称 于 原点 的 数 集 ， 
即 当 xED 时 , 亦 有 一 ED, 则 ; 

(1) 车 对 任何 7ED 有 f( 一 z) 二 一 f(x), 称 ГО) AAR 
(odd function). 

(2) EIEH EDE у(х) = fl) ГСВ 5 8 
(even function). 

定义 1.26 EAKA T 二 0, 使 对 于 D 内 所 有 x 有 
f(z 土 T)=f(z), 则 称 f(z) 是 以 TT 为 周期 的 周期 函数 (periodic 
function). 其 中 具有 这 一 性 质 的 最 小 工 值 , 称 为 周期 函数 f(z) 的 
基本 周期 . 

定义 1.2.7 设 函 数 f(x) 的 定义 域 为 DD, 若 存在 实数 M —0, 
使 对 一 切 z€ D A |f| <M, MWR f(z) 为 D 上 的 有 界 函 数 
(bounded function). 其 中 M 称 为 界 ,否则 称 为 无 界 函 数 (un- 
bounded function). 又 车 只 存在 实数 MR m) ,使 不 等 式 /(х)< 
M( 或 mf(zx)) 在 域 D 上 成 立 , 则 称 函数 f(z) 在 D 上 有 上 界 ( 或 
下 界 ). 

定义 1.2.8 设 函 数 f(x) 的 定义 域 为 D, 若 对 于 D 中 任意 的 
Tı É zy, 38 z <xz; 时 ,有 

(1) Р) Сао) (f(z1) 达 f(zs)), 则 称 f(x) 在 D 上 递增 
(严格 递增 ). 

(2) FDS бао) (f(r) 之 f(zs)); 则 称 f(z) 在 D 上 递减 
(严格 递减 ). 

满足 这 些 条 件 的 函数 ,统称 为 单调 (严格 单调 ?函数 (monotone 

з» 


strictlg monotone function) 


函数 特例 
(1) Dirichlet OKH E) AA 
1, = 为 有 理 数 ， 
Ap- 人 z 为 无 理 数 . 


(2) Riemann( 82 # ) K% 
1 b РА 
一 ， = 二 |p, , 约 j， 1], 
roza «=? (pa JEBB ZAMA), zeo] 
0, xz=0, 1 及 无 理 数 . 
(3) Kronecker( 克 罗 内 克 ) 符 号 函数 


(1, z>0, 
f(r)=sgn =} х=0, 
1—1, 2<0. 


(4) Gauss( 高 斯 ) 整 数 函数 
fG)=[=z]=n,JErh л, B z=n+r,0<çr<1,Bl n H 
不 超过 xz 的 最 大 整数 . 


1.2.3 初等 函数 及 其 图 象 


定义 1.2.9 ЖЖ. Н. А 3 BR 3k = ЖЖЖ 
及 反 三 角 函 数 为 基本 初等 函数 ”, 而 由 基本 初等 函数 经 有 限 次 四 
则 运算 和 复合 运算 构成 的 单一 数学 式 子 所 表示 的 函数 , 称 为 初等 
函数 (elementary functions). 

常用 的 初等 函数 有 : 

(1) # #8 (ромег function) 函数 z° КУЖ, HP a 为 
任意 实数 ,图 1. 1 中 所 示 为 取 不 同 值 时 赛 函数 曲线 在 第 . 工 象 限 
内 的 形状 . 

(2) 有 理 函 数 (rational function) ARATA A: 

Ф 有 理 整 函数 (rational integral function) z 的 任何 多 项 式 

S 412.5 


图 1.1 Жж 


(polynomial)ao 六 十 az 十 … 十 ai-iz 十 at(aoyal a, 为 实 常 
数 ,为 自然 数 ) 称 为 有 理 整 函 数 . 
@ 有 理 分 式 函 数 (rational fractional function) 任意 两 个 多 
项 式 的 商 
aszt Harz! +e +a tar 
boz +b r" + +b, i z+b, 
《分 母 不 为 零 ) 称 为 有 理 分 式 函 数 、 
(3) 无 理 函 数 (irrational function) ARAA É9 88 КУ Ж 
HAK. 
(4) = # 8 (trigonometric function) 5 Ж = f (їпуезе 
trigonometrie function). 
@ 三 角 函 数 定义 ”如 图 1.2 所 示 , 在 7O& 坐标 系 中 以 O 为 
圆心 ,R 为 半径 作 圆 , P(X,Y) 是 圆周 上 的 一 个 动 点 ,x 为 OP 与 
OX 的 夹 角 ( 弧 )( 逆 时 针 方 向 为 正 , 顺 时 针 方 向 为 负 ), 则 有 : 


正弦 函数 sin т=з 余弦 函数 соз 2=, 


正 割 函数 sec z= 二 去; 余 割 函数 csc += 
Q 反 三 角 函 数 及 其 主 值 三角 函 数 的 反 函 数 记 作 arcsin т, 


arccos r.arctan arccot х,агсѕес z.arccsc <, iÑ 5 = f 8 
数 . 它们 都 是 多 值 函数 ,为 得 到 单 值 分 支 函数 , 冠 以 符号 "Arc” 以 
表示 主 值 . 相应 的 主 值 范围 及 其 与 一 般 值 的 关系 为 : 


—<Arcsin z< arcsin 工 一 Ar 十 (一 1)*Arcsin т, 


正切 函数 tan т=з 余 切 函数 cot z=X, 
R R 
x Y 


[х|<1. 
0<Arccos т<л; arccos r=2kr + Arccos z, [z|<1. 


—<Arctan z<: arctan х= 7+ Агсїап z. 


0<Arccot т<л;агссо{ == Ат + Arccot z. 
0< Агсѕес z<z;arcsec х==2Ёхл-Е Arcsec т, lz|>1. 
—<Arccsc z< arcesc х= Ёл (— 1)*Агссзс z, 
[z|21. 
. 14 。 


上 式 中 的 上 为 任意 整数 . 


反 三 角 函 数 满足 下 列 恒等式 : 
sin(arcsin х) = =, cos(arccos х) =, 1=[<1; 
ѕес(агсѕес х) = х, сѕс(агссѕс х) ==, |z|2>1; 


tan(arctan х) = х, cot(arccot z) ==; 
Arcsin(sin х) =x, |х| <п/2; Атссоз(соѕ х) =х, 0<z<xm; 
Arctan(tan х) = х, Атссѕс(сѕс z=)=z, |=х|<я7/2; 


Arcsec(sec х) = х, Агссоі(сої х) =, 0<=< т; 


: х 
Arcsin x = Агссоѕ /1—z2 = Arctan 


1252 
Arccsc P Arcsec — Arccot Ес 
Arcsin( — z) = — Arcsin х, Arccos( — z) = хл— Arccos x, 
lz| <1; 
Arctan( —z)= — Агсїап z, Arccot( —z)=z— Arccot z; 
Arcsec( — z) = п — Arcsec т, Arccsc( — z) = — Arccsc x, 
|z]>1; 
Arcsin(z /1—y +y /1—т°) 


(车 |Arcsin =+ Arcsin y| <x/2), 
x 一 Arcsin(z VI—y +y Vi—z) 
(Ф Arcsin =+ Arcsin у2>п/2), 


一 r 一 Arcsin(z /1—y +y VI—z) 
(车 Arcsin z 十 Arcsin у<<—л/2); 


Arcsin =+ Arcsin у= 


Arcsin х— Arcsin y= Arcsin =+ Агсвїп(— у); 
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Arccos х Р Arccos у=+ 


Атссоз(ху— /1—х'/1— 57) 
(车 Arccos =+ Arccos у<л), 
2х— Arccos(zy— /1— y) 

(车 Arccos т + Агссоѕ y2>z); 


Arccos х — Агссоѕ у= Атссоѕ r+ Arccos( — у) —7; 


Arctan х + Агсіап у= 


Arctan z 


(Ж | Arctan z 十 Arctan у|<х/2), 


r 十 Arctan у 
Tay 


(车 Arctan z=+ Arctan y>2>x/2), 


aty 
一 zy 
(Ф: Arctan z 十 Arctan y< —x/2); 


— п — Агсіап 


Arctan х — Агсіап у= Arctan х + Arctan( — у). 


@ 三 角 函 数 与 反 三 角 函 数 的 图 象 ( 见 图 1. 3 一 图 1. 8) 


y=arcsinx 


(a) 正弦 曲线 


‚16 


ey 


(b) 反正 弦 曲 线 
1.3 正弦 曲线 及 反正 弦 曲 线 


(b) 反 余 弦 曲 线 
图 1.4 余弦 曲线 及 反 余弦 曲线 


(a) 余弦 曲线 


(b) 反正 切 曲线 


(а) 正切 曲线 


图 1.5 正切 曲线 及 反正 切 曲 线 


=o 


O 反 余 切 曲线 


线 


(a) 余 切 曲 


图 1.6 余 切 曲线 及 反 余 切 曲线 


(b) 反正 割 曲线 


(а) 正 割 曲线 


图 1.7 正 割 曲 线 及 反正 割 曲 线 


18. 


(а) 余 割 曲线 (b) а: 
图 1.8 余 割 曲线 及 反 余 割 曲线 


(5) 指数 函数 (exponential function) ВЖ а" 称 为 指数 画 
数 ,其 中 а 为 不 等 于 1 的 任意 正 实 数 . 最 常用 的 是 a = e(e 为 自然 
对 数 的 底 ), 记 作 e° 或 exp{z}. 

е 和 e “的 图 象 关于 y 轴 对 称 ( 如 图 1.9) 


1 
' 
1 
' 
' 
' 
1 
1 


= 


-1 ol 


图 1.9 指数 函数 e 及 e 图 1.10 自然 对 数 


(6) 对 数 函 数 (logarithmic function) 指数 函数 а" 的 反 函 数 
记 作 log.z , 称 为 以 a 为 底 的 对 数 函 数 . 其 中 以 'e 为 底 的 对 数 函 数 
最 为 常用 , 称 为 自然 对 数 , 记 作 lnz, 其 图 象 如 图 1. 10 所 示 . 


。19 。 


(7) 双 曲 函数 (hyperbolic function) 
@ 定义 : 设 z 为 实数 , 则 有 : 


IMHE sinh z= ， 一 co<z< 十 coj 
双 曲 余弦 cosh SS = ， —co<zxr<+co; 
双 曲 正切 tanh 2-65, —оо<х< +оо; 


Е! 7 
双 曲 余 割 csch z= h z хзё0; 


MAER sech z= hr 一 co<z<< 十 co; 
MARHE со z=} z 290. 
@ 便 等 式 
sinh z 十 cosh z=e’, 
cosh zx—sinh Z 一 e *, 
tanh х= айа + coth = cosh z, 
osh х sinh + 


cosh? r— sinh? r=1, 

sech? z+tanh’ z=1, 

csch? z 一 coth2 х= —1, 

sinh (=+ у)=вїпһ т cosh y+cosh z sinh у, 
cosh (х y) =cosh х cosh y 士 sinh = sinh y, 


tanh z 士 tanh y 
tanh (z+ y) 1+tanh z tanh у” 


sinh 2z 一 2sinh т cosh z, 
cosh 2xz 一 cosh: z 十 sinhz zx 一 1 十 2sinh? z=2cosh’ z 一 1， 


2tanh т 


tanh х=, 


. 20 » 


yp /cosh z 一 1 х1 fl+cosh х 
sinh 2 $ 2 ， cosh 2 + 2 ， 


tinh _ cosh 2—1 sinh т 
2 sinhz cosh z 十 1]” 


sinh z 十 sinh y=2sinh ZEY osh 25°, 


2 
sinh z 一 sinh y=2sinh 2:2 созћ ==. 
cosh xz 十 cosh y=2cosh ZEY cosh т” . 
cosh z—cosh y= sinh Z Ysinh = 


tanh z=+tanh y= gp ә А 


(cosh х ѕіпһ х)" = соѕһ nz + sinh nz,n 为 正 整 数 , 称 为 De 


Moivre( 棣 莫 弗 ) 公 式 . 


ОНЯ ” 双 曲 函数 及 其 它们 之 间 关 系 的 图 象 见 图 1. 11 及 


图 1. 12. 


图 1.11 双 曲 函数 通过 双 曲 线 来 表示 


. 21. 


fy =sinh x y =coshx 


x -2 о 2 


y y| 
4 4 
y=cothx 
2 
2 === "a 
y=tanh о? т — О т 
Е 
24 


(© (d) 


图 1.12 双 曲 函数 


(8) 反 双 曲 函数 ” 双 曲 函数 的 反 函 数 记 作 arsinh zx、arcosh z, 
artan z.arcoth z, 分 别称 为 反 双 曲 正弦 , 反 双 曲 余弦 , 反 双 曲 正切 
及 反 双 曲 余 切 .在 这 4 个 反 双 曲 函 数 中 只 有 arcosh x 是 多 值 的 ， 
其 主 值 范围 确定 为 [0, 十 ce) ,并 用 Arcosh z 表示 ,这 些 函 数 可 以 
用 相应 的 自然 对 数 函数 表示 , 即 

Ф arsinh z=In[z+ Vz F1], —осо<х< +оо. 

© Arcosh z=ln[z 十 Vz 一 1]， х>1. 

Itz, 


@ artanh z=+In [х|<1. 


Ф arcoth == 318 Кы , 


[х|>1. 
. 22. 


且 满 足 恒等式 
@ arsinh z 士 arsinh y=arsinh [z Vi+y +y /I+2° J]. 
© | Arcosh z+ Arcosh y| =Arcosh [zy+ VT —D —1)], 
igei: 


Ф artanh r+artanh y=artanh 2, |z|<1,|y|<1. 


反 双 曲 函 数 的 图 象 如 图 1. 13 所 示 . 


у =arsinh х 


хү 
| 
-t 


у 


(d) 
1.13 反 双 曲 函 数 


(9) 关于 f(z) 土 a、f(x 圭 a), 一 f(z),f( 一 z+) 及 反 函 数 
了 f(z) 的 图 形 
函数 f(z) 士 a(a 之 0) 的 图 形 可 以 由 f(x) 曲线 上 下 平移 距离 
a 得 到 , 见 图 1. 14(a). 函数 F(z 士 co)(a 之 0) 的 图 形 可 以 由 jz) 曲 
线 左右 平移 距离 a 得 到 , 见 图 1.14(b). 一 f(x) 的 图 形 与 f(x) 的 
+23 


图 形 关于 х 轴 对 称 , 见 图 1. 14(c). f( 一 x) 的 图 形 与 f(x) 的 图 形 
关于 y 轴 对 称 , 见 图 1. 14(d). 反 函数 广 '(z) 的 图 形 与 函数 fO) 
的 图 形 关于 直线 y=x 对 称 , 见 图 1. 14(e). 


у 


і. = Годна 
Гоча) ГО) 
д; 一 


/0 П) 


“1 
=t 


(a>0) 


(e) 反 函数 广 :(z) 的 图 形 
1.14 函数 的 平移 对称 的 图 形 及 反 函 数 的 图 形 
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1.2.4 序列 


EX 1.2.10 无 穷 多 个 元 素 按 某 个 确定 规则 作 有 序 排列 , 称 
此 排列 为 序列 (sequence). 记 作 5 so，… s. ，… ,或 (5,)、 

定义 1.2.11 当 序 列 中 的 元 素 为 实数 时 , 称 为 数列 (sequence 
of number) 或 点 列 , 记 作 

aya esa, s 或 {а„}, 

并 称 数 列 的 第 n а, 为 一 般 项 . 

从 函数 观点 看 ,数列 也 就 是 定义 在 自然 数 集合 N 上 的 函数 , 即 
a,=f(n),n€ N. | 

#1 1.2.12 等 差 数 列 (arithmetic sequence of numbers) 

ау,ау+4›,ау+24,+* (公差 为 d)， 

一 般 项 为 a, 二 a 十 (n 一 1)d; 并 称 a, 为 a,-!1 和 0a, 的 等 差 中 项 , 显 


RA a, 一 .等 差 数列 前 а 项 的 部 分 和 为 


— 
例 1.2.13 等 比 数列 (geometric sequence of numbers) 
asagat ( 公 比 为 q)， 
一 般 项 为 armaq ;并 称 a, 为 a, 1 和 a1 的 等 比 中 项 ,显然 有 
ак=а„-1 * ani. 等 比 数列 前 n 项 的 部 分 和 为 
5,=®1—4 2 
例 1. 2. 14 Fibonacci GE WIR R) MA (F, ) H Ёё HE # 
下 + 一 已 十 Fl， 
Е,=1, F,=1 
所 确定 的 数列 , 即 
1,1,2,3,5,8, 1, Fns Fnsi o Fna otte 
. 25. 


称 为 Fibonacci 数列 . 它 在 优选 法 中 有 重要 应 用 ， 
сау" ву" 
F, М5 |í ri ) ( 2 ) ] 
例 1.2.15 一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 只 能 被 其 本 身 和 1 所 整 
除 , 则 称 之 为 素数 (prime number), 若 以 x(n) 表示 小 于 自然 数 n 
的 素数 个 数 , 则 {x(n)} 是 数论 中 的 一 个 非常 重要 的 数列 , 当 n 很 


大 时 , 数 n(n) 可 以 用 函数 CL. 渐 近 地 给 出 ， 


定义 1.2.16 WÈ aKa (n=1,2,3,) , WERA (an) X 
递增 数列 ;如果 a, Sai (n= 二 1,2,3,…), 则 称 {a, ) 为 递减 数列 . 递 
增 数列 和 递减 数列 统称 为 单调 数列 (monotonic sequence of num- 
Бег). 又 车 存在 常数 М>0 使 对 于 一 切 n* 有 |a, | < M, ДЯ] 
{a,) 为 有 界 数 列 (bounded sequence of number). 


1.3 极限 


1.3.1 数列 极限 


定义 1.3.1 数列 极限 (limit of a sequence) 

(1) 有 穷 型 ， 设 有 数列 {a,} 及 常数 A, 若 对 于 任意 给 定 的 > 
0, 总 存在 正 整数 N, 使 当 n> N 时 , 恒 有 

[а,-А|< e, 
则 称 数 列 {a, W KF A. R A 为 极限 ,并 记 作 
lima,=A 或 a, 一 A. 

否则 称 数 列 {a,) 发 散 . 

(2) EFA 设 有 数列 {a,), 若 对 于 任意 给 定 的 G>>0, 总 存 
在 正 整数 N, 使 当 z>N H, EA |a | >G WRA a) HER 
型 发 散 ,或 以 无 穷 为 极限 , 记 作 
。26 。 


lima, =œ 或 а, жоо. 
例 1.3.2 
k 
a) lim 2,0 (а>1). 


а 


(2) lim #-=0. 
п n! 
G) lim 9# 0 (a>1). 


(4) lim =1; lim n (Za —1)=Ina (a>0). 
(5) іт Yn =1. 


(6) lim[ (nt+1)*—n:]=0 (0<k<1). 


(7) йт r+ Hra)? Е, Й тул, r, 为 正 数 ， 
R=max{ri yyr ro) 
(8) lim Vet etete = УСБ Co), 
m 个 根 式 
š tY 
(9) lm[1+—) =e. 
(10) lim (1+) =e. 
п 


яо 


an ва (Д) е 


(12) lim Ур lim Za! = оо. 
Ну узе 


(13) lim (0) оо 


im[ (1+ +) in п)=>, 


其 中 Y=0.5772156649015328… 称 为 欧 拉 常数 (Euler constant). 
2220 e 


(14) lim 


Ж». 
定义 1.3.3 设 有 数列 (a,) Ж пп С Сп 6 8—9] 
无 穷 增 大 的 正 整 数 , 则 数列 
a, 8, + 
称 为 数列 {a, } 的 一 个 子 列 (subsequence) (或 部 分 数列 ). X Ж 
liman, =, MER £ X (а, } 的 子 极限 (subsequence limit) (或 部 分 极 
BR). 显然 , 若 lim a, =A Co) WI FEFA an, } 必 有 
limaw =А(оо). 
例 1.3.4 设 {R,} 是 由 全 体 有 理 数 作 某 种 排列 所 得 到 的 数 
列 , 则 任何 实数 a 都 是 {R,} 的 子 极限 . 
定理 1.3.5 有 界 数列 {a,} 至 少 有 一 个 子 极限 , 且 必 存在 最 
大 子 极限 和 最 小 子 极限 . 
定义 1.3.6 有 界 数列 {a,} 的 最 大 子 极限 和 最 小 子 极限 相应 
称 为 数列 {a,} 的 上 极限 (upper limit) 和 下 极限 (lower limit) ,分 别 
记 作 


пр ЕС = 0. 61803398- , JẸ t} { F, } Xy Fibonacci 


lim av， lim a,. 
качы 


== 


2 
定理 1.3.7 任何 有 界 数列 的 上 下 极限 都 是 存在 的 , 且 有 


lim а, іт а,. 


т 


例如 ; 设 {a,} [sin 7) lima, У та, = 


1.3.2 WA 


定义 1.3.8 设 忆 ={z} 是 一 数 (点 ) 集 ,ze 是 一 个 定数 (点 )， 
如 果 在 zo 的 任何 邻 域内 ,总 含有 无 穷 多 个 属于 EE 的 数 ( 点 ), 则 称 
. 28 


xo 为 数 ( 点 ) 集 的 聚 点 (point of accumulation). 

由 此 定义 可 以 看 出 ,在 聚 点 r 的 任何 一 个 邻 域内 至 少 含 有 一 
ARF E MAF 的 数 (点 ) ,而 z 本 身 可 以 属于 王 , 也 可 以 不 属 
+ E. 

例 1.3.9 

(1) йм 是 全 体 自然 数 集合 , 则 N 没有 有 穷 聚 点 . 


(2) 若 正 是 所 有 自然 数 的 个 数 工 (n 一 1.2,…:) 组 成 的 数 集 , 则 


E 有 惟一 的 聚 点 ze 一 0( 不 属于 E). 

G) ER 为 有 理 数 集合 , 则 它 的 全 部 聚 点 构成 实数 集 . 

定理 1.3.10 任何 有 穷 数 (点 ) 集 都 没有 聚 点 . 

定理 1.3. 11 Weierstrass( 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 聚 点 原则 ЖЕ 
是 一 有 界 的 无 穷 数 (点 ) 集 , 则 E 至少 有 一 个 聚 点 . 

定理 1.3.12 若 {a,} 是 一 有 界 的 无 穷 数 列 , 则 一 定 存在 收敛 
的 子 列 . 

定理 1.3.13 若 有 界 数列 {a,} 是 由 互 不 相同 的 数组 成 , 则 上 


定理 1.3.14 若 有 界 数列 {a.} 是 由 互 不 相同 的 数组 成 , 则 
{a,} 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 点 集 {a*} 仅 有 惟一 的 聚 点 . 


1.3.3 判断 数列 极限 存在 的 若干 定理 
定理 1.3.15 ЕЕЕ 设 lim a, =lim 如 一 A, 若 存在 某 自 


Ж М, 34 n> N 时 不 等 式 
а, с, <, 
成 立 , 则 lim с„=А. 
ТЕА R ГЕ ЕИ п] Ж] АН ЈЕ ХЕ E ПД ПЕВА. AN 


D йс„=-——=+-———+-+-———. e kat, B 


SHl п +2 т? + 
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lim c,=1. 
Í (2) 4 0<k<1 时 lim[ (-+Е1)*—л“]=0. 

(3) lim Yn =1. 

定理 1.3. 16 单调 有 界 (bounded monotone) 原 理 具体 内 
容 见 定理 1. 1. 4. 


数列 ta,}= (144) | 是 一 个 单调 递增 有 上 界 的 数列 ,因此 


由 上 述 定理 知 lim (1 十 二 ) 必定 存在 . 通常 将 此 极限 记 为 。 Же 
是 一 个 无 理 数 , 它 的 前 15 位 小 数 为 
e 一 2.718281828459045… 
以 e 为 底 的 对 数 称 为 自然 对 数 , 记 作 ln z. 
定理 1.3.17 Cauchy 准则 ”数列 {a,} 收 全 的 充 要 条 件 是 :对 
任 给 的 >>0, 存 在 N=N(e), 当 n>N 和 p>0 时 ,|a, 一 a+p | <E 
成 立 . 
例 1.3.18 
D 任 一 无 限 十 进 小 数 8 (0 二 B=1) 的 不 足 近似 值 所 组 成 的 
数列 
b b b ы 
10°10 102) 710 
收敛 ,其 中 Б, ,5b;,…,b,… 属 于 数 集 {0,1,2,… ,9). 
(2) 数列 {a,) = [fitit i e. 


EH 1.3.19 若 存 在 正 数 M, 使 数列 {a, ) H ЖЕ ЭЁ (variation) 
满足 不 等 式 
|as—a | 十 [as 一 az | 十 … 十 la, —an-ı {<М, mx 一 2,3，…， 
则 称 数列 {a,} A A REŽ (bounded variation). 凡 有 有 界 变 差 的 
数列 都 是 收敛 的 . 
. 30. 


b, b, РА 
+т + +10" ， 


; cos 1! , cos 2! ，... | _cos n! 
例 1.3.20 H a,= 2 уз T Happ Aa) 
Кж. 


定理 1.3.21 数列 {a,} 极 限 存在 的 充分 必要 条 件 是 : lim a, = 


jim a 显然, 车 {a,) 是 由 互 不 相同 的 数组 成 的 无 穷 数 集 , 则 此 定理 
与 定理 1. 3. 14 一 致 . 

例 1.3.22 

(1) 设 数列 {a,} 满 足 条 件 

0 和 an 和 an 十 ao， mm 一 1,2，， 

人 
则 lim ЗЕЕ. 

(2) а, = cos 271, дуа, 

定理 1.3.23 ”Stolz( 斯 托 尔 兹 ) 定 理 ” 设 有 数列 {a.} 和 {6b,)， 
其 中 {6,) 为 逐 项 递增 且 lim b, = +00,4 


aym ia 


lim 名 一 =/ (+оо), 
则 lim "=! (ў +оо). 


例 1.3.24 若 数列 {z,} 有 极限 (或 士 c=), 则 


liz Ez t tz, 
n 


meoo 


EM 1.3.25 ik wa >0(k=0,1,2, =s n;n=1,2,), 


一 lim 2,. 
meoo 


Slon = 1, HAREN k Blim ws 一 0. 若 lim a, =A, M) 
2 lim lim 


lim (о, а Hunar + T+o,a,)=A. 


例 1.3.26 lim} Yr W = 1. 
z 2 
lim z 2; 


n k= 


E 


1.3.4 收敛 数列 的 性 质 及 运算 


定理 1.3.27 若 数 列 收敛, 则 极限 惟一 . 

定理 1.3.28 收敛 数列 必定 有 界 . 

定理 1.3.29 #lim a,=A,lim б, = В, Н A<B, 则 必 存 在 正 
整数 N.34 n> N HA a, <b. RZ а, <Ь,(п=1,2,:-), В. 
lim a 二 A,limb, 王 B, 则 必 有 AS<B. 
定理 1.3.30 车 lim a, 一 A, 又 A>p(<q), 则 存在 N, 14 
п> МЕ a> p( <q) ;特别 地 , 若 A>0(<0), 则 数列 从 某 项 开始 
恒 为 正 ( 负 ). 

定理 1.3.31 若 lim a,=A, 则 lim|a, | = A]. 

定理 1.3.32 ilim a, =A, lim 6, В.М. 

a) Поа. ЖЬ) АФВ. ` 

(2) lim а, АВ: і ca, =c lim a, (c 为 常数 ). 


(3) lim = Á (B#0). 


1.3.5 函数 极限 的 定义 


定义 1.3.33 设 函 数 f(z) 在 z, 点 的 某 个 邻 域内 有 定义 (zo 
可 以 除外 ),A 为 常数 . 若 对 任意 给 定 的 e 之 0, 总 存在 一 个 正 数 
8>0, 使 当 0< |r— zo| <ò 时 ,都 有 |f(z) 一 A| 过 e, 则 称 函数 
fea) H r BF ro 时 以 数 A 为 极限 (limit), 记 作 。 

limf(z)=A 或 f(z)—A (zz0). 

定义 1.3.34 设 函数 f(z) 在 z, 点 的 某 个 左 ( 右 ) 邻 域内 有 
定义 (ze 可 以 除外 ) ,A 为 常数 . 若 对 于 任意 给 定 的 e 盖 0, 总 存在 一 
个 正 数 8:>0,{#24 0<x,—z<ëŠ (0<z 一 zo< 9) 时 ,都 有 
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|f(z)—A|<s, 
则 称 函 数 f(z) 当 zz 由 左 ( 右 ) 侧 趋 于 z 时 以 数 A 为 极限 ,简称 为 
左 ( 右 ) 极 限 (limit from left (right)), 记 作 
lim f(z)=A ( lim f(z)=A) 


或 
f(z)—>-A(z=—z;) ((mzm—<x¿)). 
左 , 右 极限 统称 为 单 侧 极限 (limit from one side). 

EX 1.3.35 设 函 数 f(z) 在 |z| 足 够 大 时 有 定义 ,A 为 常 
数 . 若 对 于 任意 给 定 的 s>0, 总 存在 一 个 正 数 M>>0, 使 当 |z| > 
M(z<< 一 Miz>M) 时 ,都 有 

|/(х)—А|<є, 
则 称 函数 f(z) 在 工 趋 于 ce( 一 co; 十 co) 时 以 数 A 为 极限 , 记 作 
lim f(r)=A clim f(z7)=A; lim f(r)=A) 
或 
f(z)—>A(z—oo) ((х->—осо);(х-»-Ьоо)), 

ЖХ 1.3.36 设 函 数 /(z) 在 z, 的 某 个 邻 域 内 (ze 除外 ) 有 
定义 (或 当 |z| 足 够 大 时 有 定义 ) , 若 对 任意 给 定 的 G>0, 总 存在 
某 个 正 数 8>0(М;>0),{40<|х—х,|<8(|х|:>М›. RA 

|fG)|>G, 
ДК SOE z ÉF x (co) 时 有 无 穷 极 限 . 记 作 


lim (х) =оо (lim f(z=)=c°) 
тэң, = 


或 


/(\х)->оо(х->л,) (/(х)->оо(х->оо)), 
1.3.6 判断 函数 极限 存在 的 若干 定理 
定理 1.3.37 极限 limf(zx)(limf(z)) 存 在 的 充分 必要 条 件 


05397 


是 : 左 极 限 lim f(r) ( lim f(z)) 和 右 极 限 lim f(z) C lim f(x)) 


rer 


存在 且 相 等 . 
例 1.3.38 函数 y=e: 的 
图 象 如 图 1. 15 所 示 . 不 难看 出 


lim ez =0, lim er = eo; Ж 


根据 上 述 定理 知 lime: 不 存在 . 
пе аен 
те Е, B 29 1. 

”定理 1.3.39 KEZE Жу С) = ту. Со) А,В 
хе 附近 有 fi(z)< f(z)< f,(z) (zz), 则 极限 lim СН, 


且 为 A. 
例 1.3.40 两 个 著名 极限 


(1) бабі], (2) lim (1+4) =e. 
= x 2 +o х 


图 1.15 у= Ф 


函数 y= (1-1) 的 图 象 如 图 1. 16 所 示 . 


图 1.16 函数 y= (1+) 的 图 象 
定理 1.3.41 单调 有 界 函 数 必 有 有 穷 极限 ,单调 无 界 函数 必 
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有 无 穷 极 限 . 

定理 1.3.42 Heine( 海 涅 ) 定 理 EBRR limf) =A ff 
在 的 充 要 条 件 是 :对 于 任意 的 收敛 于 z, 的 无 穷 点 列 {z,} (nz 一 1， 
2,7) ,都 有 lim f(z,)=A. 

定理 1.3.43 Cauchy 收敛 准则 

a) 函数 极限 lim jz) 存 在 的 充 要 条 件 是 :对 于 任意 给 定 的 
e>0, 总 存在 正 数 6>0, 使 对 于 满足 不 等 式 

0<|хт'—х|<8 及 o<|z"—= |< 
的 任何 x’ 和 zx" 都 有 
|F fO”) | <e. 

(2) 函数 极限 lim f(z) 存 在 的 充 要 条 件 是 :对 任意 给 定 的 
e>0, 总 存在 正 数 M>>0, 使 对 于 满足 不 等 式 z >M R ">M W 
任何 z A x RA 

1500) fa”) | <e. 


Ф 1.3.44 极限 lim sin 二 不 存在 . 


1.3.7 函数 极限 的 性 质 及 运算 
定理 1.3.45 惟一 性 (uniqueness) 若 函 数 极限 lim Р(х) 


(lim/(z)) 存 在 , 则 极限 惟一 . 

定理 1.3.46 局 部 有 界 性 (locally bounded) 

a) 若 函 数 极限 lim jz) 存 在 , 则 必 存 在 正 数 1220.1 Ай 
JJz) 在 区 间 (z 一 7,zo 十 力 上 有 界 (ze 除外 ). 

(2) 若 函 数 极限 lim f(z) 存 在 , 则 必 存 在 正 数 M>. ER 
Го) Б СМ, +оо) EAR. 

Ж 1.3.47 局 部 不 等 式 性 (local inequality) 

og 


(1) 若 lim F(z)=A 与 lim g(x)=B, 且 A 二 B, 则 存在 正 数 
7>0, 使 不 等 式 
/(х)<к(х) 
在 区 间 (zo 一 ,zo 十 7) 上 成 立 (zxo 除外 ). RZ 3838 (х) < 
ECER E Cro 一 7,zo 十 7) 上 成 立 (zo 除外 ), 且 lim f(x) 和 
lim g (zx) 都 存在 , 则 lim f(x)<lim g(z). 
(2) # lim f(x)=A 与 lim g(z)=B, H А<В, #7 ТЕЛЕ 
Ж M>0, 使 不 等 式 
f(x)<g(z) 
ЖКМ, +0) Е. 反之 ,车 不 等 式 f(z)< g(z)# K lJ 
[M, 十 ce) 上 成 立 , 且 lim f(x) 和 lim g(x) 都 存在 , 则 lim f(z)< 
lim g(a). 
由 此 定理 立即 可 以 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 1.3.48 局 部 保 号 性 (locally keeped sign) 
(1) 若 lim f(x) =A>0(<0), WEES 7> 0 , #Ë # PX [a] 


(zo 一 ,Zo 十 上 (zo 除外 )f(z) 恒 为 正 ( 负 ). 

(2) 若 lim х) = А>0(<0), {ЕЛЕ МО, f # X [н] 
[LM, 十 cc) 上 f(z) 恒 为 正 ( 负 ). 

定理 1.3.49 极限 运算 公式 

(1) 车 极限 limf(z) 5; limg (x) 都 存在 , 则 : 

Ф lim [f(z)+tg(z)]=limf(z)+lim g(x); 

© lim [f(z)g(z)]=limf(z) * lim g(z); 


@ lim „ад (а (2)50). 


(2) Ж іту) = А, бт | fæ) |= [А]. 
(3) 设 函 数 f(z) 在 z=A 处 连续 , 且 lim e(z) = А, д] 
36. 


limf (g (z)) = f(lime (z)). 
1.3.8 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 
定义 1.3.50 极限 值 为 零 的 变量 (函数 或 数列 ), 称 为 无 穷 小 


量 (infinitesimal). 

例如 ,变量 e” 当 z 一 一 cc 时 为 无 穷 小 量 . 

定义 1.3.51 有 无 穷 极 限 的 变量 (函数 或 数列 ) , 称 为 无 穷 大 
量 (infinity). 

例如 ,变量 e° 当 z 一 十 co 时 为 无 穷 大 量 . 

定理 1.3.52 无 穷 大 量 与 无 穷 小 量 之 关系 (relation between 
infinity апа infinitesimal) HER e 恒 不 为 零 , 则 a 是 无 穷 小 量 


的 充 要 条 件 是 :二 是 无 穷 大 量 . 


定理 1.3.53 无 穷 小 量 与 极限 之 关系 (relation between in- 
finitesimal and limit) 函数 fC) (或 数列 {a,)) 以 A 为 极限 的 充 
分 必要 条 件 是 :(f(zx) 一 A)( 或 (a, 一 A)) 为 无 穷 小 量 . 

由 此 定理 可 知 , 若 lim f(x)==A, 则 f(z)==A 二 a(zx), 其 中 
a(z) 为 无 穷 小 量 , 即 有 lim а(х)=0. 

Ж 1.3.54 ”有限 个 无 穷 小 量 的 和 仍 为 无 穷 小 量 . 

定理 1.3.55 无 穷 小 量 乘 有 界 量 仍 为 无 穷 小 量 . 


例 1.3.56 lim zsin 二 一 0, 即 zsin 1-39 z—0 时 为 无 穷 小 量 . 


ЖУ 1.3.57 无 穷 小 量 的 阶 (order of infinitesimals) о, 
BP 是 同一 过 程 的 两 个 无 穷 小 量 , 并 且 8 不 为 零 ,那么 : 

D 车 育 仍然 是 同一 过 程 的 无 穷 小 量 ( 即 lim 0-0) , 则 称 a 
是 较 8 高 阶 的 无 穷 小 (infinitesimal of higher order) ,或 Bh 是 较 a 
低 阶 的 无 穷 小 (infinitesimal of lower order) , 记 作 a=0(8). 例如 ， 
当 z—0 时 ,z 一 sin z=o(z2). 


237. 


а; 
В 
个 时 刻 之 后 成 立 ( 或 有 lim # = 4 天 0(co)), 则 称 a 和 8B 是 同 阶 无 
穷 小 (infinitesimal of the same order) ,i fE a= O(80). Й, х 
0 时 ,z 一 sin х= 0О(2°). 


а 


(3) 若 特别 有 lim В aB EHH TER h Cequiva- 


(2) 车 有 常数 0 二 m 二 M ,使 不 等 式 т< 


<M 在 过 程 的 某 


3 


lent infinitesimals) , 记 作 a— 8. 例如 , 当 z 一 0 时 ,z 一 sin х= 


( 例 1. 3. 60(1) ). 
(4) 34 z~>0 时 ,z"(nz 一 1,2,…) 都 是 无 穷 小 量 , 如 果 
a(z=)=O(z"), 0， 
ШЖ a(z) 是 关于 工 的 n 阶 无 穷 小 . 例如 , 当 z—0 В, хіп r H 
х 的 三 阶 无 穷 小 . 
定义 1.3.58 无 穷 大 量 的 阶 (order of infinity) i AYÈ 
同一 过 程 中 的 无 穷 大 量 ,那么 : 


D 若 总 仍然 是 同 过 程 的 无 穷 大 量 , 则 称 TER 9 高 阶 的 无 
穷 大 (infinity of higher order). 

(2) 车 当 是 同 过 程 的 无 穷 小 量 , 则 称 9 E 2 % 低 阶 的 无 穷 大 
(infinity of lower order). 


(3) 车 有 常数 0<m<M EREA m < 


号 | <M 从 过 程 的 某 


时 刻 后 成 立 (或 有 lim S= Азеосоо) ) , 则 称 和 是 同 阶 无 穷 大 
(infinity of the same order). 记 作 2=0(%). 
(4) 当 rof}, r" (一 1,2,…) 都 是 无 穷 大 量 . Ж 902) = 
OC") Croo) , ДІ KH z 的 n 阶 无 穷 大 . 且 常 用 符号 O(1) 表 
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示 相 应 过 程 的 有 界 量 . 如 sin ==O(1)(z—co). 
定理 1.3.59 L'Hospital( 洛 必 达 ) 法 则 


(1) 不 定式 人 的 定 值 法 “ 若 下 列 条 件 成 立 ， 

Ф 函数 f(x) 和 g(x) 在 点 zo( 或 co) 的 某 一 邻 域内 除 点 ze 外 
处 处 可 微 Н в'(х)550. 

@ 极限 іт, ,f(z)=0, іт, g(z)=0. 


@ 极限 lim 


rero g 


则 极限 _lim_ дать, 且 
m fG)_ lim £f 


== ceo) g(z) dim ry: 
(2) жен ” 若 下 列 条 件 成 立 ， 


Ф 函数 fz) 和 8&(Cz) 在 点 ro(co) 的 某 一 邻 域 内 除 点 zo 外 处 
处 可 微 , 且 g'(z) 天 0. 
@ lim к fG)=e°, 1 Шш, ,800)= оо, 


zr 
£ т 


ORR lim 


— 


Ty ERA). 


则 极限 lim үн 且 


lim LD lim L2 
== ce g(z) == д (ж), 
(3) 关于 不 定式 · co,co—co,1” ,0° „оо? 的 定 值 ,可 以 利用 
相应 的 代数 变形 和 取 对 数 的 方法 化 为 情形 (1) 或 (2). 


注意 , 若 lim LO 也 是 不 定式 ， 则 只 要 条 件 许可 ,可 以 继续 运 
39. 


用 L'Hospital 法 则 ,通过 研究 lim 1,00 
g (х) 


lim 万 (2 不 存在 , 则 不 能 断言 极限 lim LO AREE MEAN 
g (z) g(z) 


其 他 途径 来 研究 . 
例 1.3.60 


来 定 值 . 另外 , 若 


0 im 228100. 1—созх_, sinz_1 
m 0 型:lim 32° тшш 6z 6° 
由 此 例 可 见 , 当 z—0 时 有 


3 
. : z : 
х—зїп z=O(z°);z—sin r~g Tosin = olz’). 


л—1 


(2) 2299, lim Z= lim "5 


一 +o е 一 + 


=== lim 11—008 为 任意 正 整数 ). 


G) 0 + оо, lim zlmz = lim PZ = lim Zl" z 


=+ = z peot (Er 
aD te e n! 
аи С=Е ss Шъ е оо; 
š 1 1 н Kt | 
(4) œœ — йй, (z= im {ур 
1 
jk 
lim z lim 1 lim l 


1 
mal pa ™! 0 аат жа Fi 
т 


(5) 1” 型; lim (Earetan z). = lim exp| zin (Žarctan aN 


十 om 


ш (2 ___*__ ЖМА 
38 ( п а18!ап z) . 2arctan x п7(14-22) 
exp Ша, 1 Serp] lin, 1 

= БЕУ 


40. 


exp[ lim = ] e sm, 
=+=(1+z')arctan z 


(6) 0° 型: lim = lim ехр(хіп ©=ех( lim хіп z) =e =1. 
= 0 zo 


(Т) ос? 90, lim Zz = lim z = lim (х) ехр( lim тт) 
=+ =+ 一 + Ж te 


арал) 


1.4 函数 连续 性 


1.4.1 连续 性 的 基本 概念 


定义 1.4.1 ЖЖ у= f(z)#E z 的 一 个 邻 域 内 有 定义 , 称 
f(z) 一 f(zo) 为 自 变量 由 х, 变 到 工时 所 对 应 的 函数 的 增 量 
(increment of a function). 车 用 Az 表示 自 变 量 的 增 量 ( 即 дг = 
Zz 一 zo), 则 相应 用 Ay 表示 函数 的 增 量 , 即 有 

Ay= f(zotAz)— (хо). 

EX 1.4.2 设 函数 f(x) 在 z, 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 若 
lim f(z)=f(xzo) 或 lim Ay lim[L f(xo +Ах)— /()]=0, 
则 称 函 数 f(x) 在 点 xo 连续 (continuity) ,或 z, 是 f(r) 的 一 个 连 


续 点 . 
定义 1.4.3 设 函数 f(x) 在 z, 的 左 ( 右 ) 邻 域内 有 定义 , 若 


lim fG)= feo [ lim F=f) йн w=o( а ду=о), 
= 4-07 aot 


= 


ДК f(z)fE ло 左 ( 右 ) 连 续 (left (right)- hand continuity). 
定理 1.4.4 函数 SfE ro 点 连续 的 充 要 条 件 是 :函数 
f(z) 在 点 zo 既 左 连续 又 右 连续 . 
定义 1.4.5 函数 f(z) 的 不 连续 点 称 为 间断 点 (discontinuous 
A 


point). 又 可 细 分 为 : 
(1) 车 limf(z)=A 关 f(zo), 则 称 点 zo 为 函数 f(x) 的 可 去 
性 间断 点 (point of removable discontinuity). 如 图 1. 17 所 示 . 


Вы у 
i ' 
о хо o| хо 

(а) O) 


图 1.17 可 去 性 间断 点 图 例 
(2) 车 lim f(z) 取 lim f(z), 则 称 点 zo 为 函数 f(x) 的 跳跃 


хел; 


间断 点 (point of jump discontinuity). 如 图 1. 18 所 示 . 


Ju 


图 1.18 跳跃 间断 点 图 例 


O 设 函 数 在 点 z 处 至 少 有 一 侧 极限 不 存在 ,如 函数 > 一 二 ， 
H z—0 时 ,y~co, 这 种 在 z=0 处 函数 趋向 无 穷 的 间断 点 , 称 做 
无 穷 型 间断 点 , 见 图 1. 19. 又 如 函数 y=sin {Ех =0 处 左右 极限 


都 不 存在 , 见 图 1. 20. 
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А) 


图 1.20 函数 sin 二 在 z=0 处 间断 


可 去 性 间断 点 及 跳跃 间断 点 的 共同 特点 是 间断 点 处 的 左右 极 
限 均 存在 ,统称 为 第 一 类 间断 点 (discontinuity of the 1st kind). 若 
函数 在 间断 点 处 至 少 有 一 侧 极 限 不 存在 ,如 (3) 所 示 ,统称 为 第 二 
类 间断 点 (discontinuity of the 2nd kind). 

定义 1.4.6 ”如果 函数 f(z) 在 区 间 I 上 的 每 一 点 都 连续 ( 若 
T 有 端点 , 则 左 端点 上 应 是 右 连 续 , 右 端点 上 应 是 左 连续 ), 则 称 函 
数 在 区 间 I 上 连续 ,或 f(z) 是 区 间 工 上 的 连续 函数 . 

定义 1.4.7 MERK f(z) 在 区 间 [a,b]J 上 仅 有 有 限 个 第 一 类 
间断 点 , 则 称 函 数 f(x) 在 [a,6] 上 分 段 连续 (sectionally continuous). 

例 1.4.8 

(1) Dirichlet 函数 在 任 一 点 处 间断 , 且 为 第 二 类 间断 . 
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(2) Riemann 函数 在 任 一 有 理 点 处 间断 , 且 为 第 一 类 间断 ,而 
在 任 一 无 理 点 处 连续 . 
定理 1.4.9 单调 函数 若 有 间断 ,只 能 是 第 一 类 间断 . 


1.4.2 连续 函数 的 性 质 


函数 在 连续 点 附近 的 局 部 性 质 : 

(1) 函数 在 连续 点 的 某 邻 域内 有 界 . 

(2) 设 z 为 函数 fF(z) 的 连续 点 , 且 f(x. )2>0(<0) Дв 
f(z) 在 zo 点 的 某 个 邻 域内 恒 为 正 ( 负 ). 

(3) 设 f(z),g (Zz) 在 to Ж, Н (зо) 260) (flr) < 
8(zo)), 则 在 z, 的 某 邻 域内 恒 有 f(z)>2>g(z)(f(z)<g(x)). 

(4) E f(z),g(z) 在 zo 点 连续 , 则 函数 aga), fa) * 


кб) ЖАГЫ сас) оен zo 也 连续 . 


(5) 车 函数 SODE u 点 连续 ,函数 g (z)fE ro 点 连续 , 且 
w 二 g(xo), 则 复合 函数 (g(x)) 在 点 zo 连续 . 

定理 1.4.10 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 HAH f(x) 在 闭 
区 间 上 连续 ,那么 : 

(1) f(z) 在 [a,6] 上 有 界 . 

(2) f(x) 在 [a,b] 上 有 最 大 值 和 最 小 值 . 

(3) 设 c 为 介 于 f(z) 在 [a,6b] 上 之 最 大 值 和 最 小 值 之 间 的 任 
何 一 个 实数 , 则 至 少 有 一 点 zo € [а.Ь],{# /()=с. 

(4) Ж fla) * fO f(a),f(5) 异 号 ), 则 至 省 有 一 点 
zo €C (a,b) ,使 f(zo)=0. 

定理 1.4.11 反 函 数 存在 (existence of the inverse function) 

设 函 数 F(z) 在 [ae, 引 上 连续 且 严 格 单调 , 则 反 函 数 СЕ 
LAD, FOIRO ,Fa)]) 上 存在 且 连 续 . 

定理 1.4.12 初等 函数 的 连续 性 (continuity of the elementary 
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function) ”初等 函数 在 其 定义 域内 是 连续 的 . 
1.4.3 一 致 连续 (均匀 连续 ) 


定义 1.4.13 设 /(z) 是 定义 在 区 间 I( 开 、 闭 、 有 穷 或 无 穷 均 
可 ) 上 的 函数 , 若 对 于 任意 给 定 的 e 之 0, 总 存在 一 个 只 与 es 有 关 , 而 
与 工 无 关 的 6(e)>>0, 使 当 |Az| 一 5(e) 时 ,对 于 一 切 的 zxET 都 有 


[Ау| = |/(х+Ах)—/(х)|<є, r€ I, 


则 称 函 数 F(z) 在 区 间 工 上 一 致 连续 (uniform continuity). 

上 述 定义 也 可 述 为 : 设 f(z) 是 定义 在 区 间 ГОР. Й. 8 2 sk 
无 穷 均 可 ) 上 的 函数 . 若 对 于 任意 给 定 的 s>0, 总 存在 一 个 只 与 s 
有 关 的 9(e) > 之 0, 使 对 区 间 工 上 的 任意 两 点 z'# z", Д 
|z =" | 过 6(e) ,就 有 


[Ffa <e, 


则 称 函 数 f(z) 在 区 间 1 上 一 致 连续 . 例如 ,函数 In z 在 区 间 (0, 十 cc) 
上 连续 ,但 不 是 一 致 连续 ,不 过 对 于 任意 的 之 0, 函 数 ln z 在 区 间 
[7, 十 co) 上 却 是 一 致 连续 的 . 

对 于 闭 区 间 上 连续 的 函数 ,有 下 面 著 名 的 Cantor 定理 . 

定理 1. 4. 14 Cantor( 康 托 尔 ) 定 理 若 函 数 在 闭 区 间 上 连 
续 , 则 必定 一 致 连续 . 

利用 Cantor 定理 很 容易 证 明 如 下 一 些 推 论 . 

推论 1.4.15 设 f/(z) 在 开 区 间 (a,6b) 上 连续 , 若 lim f(x)， 


lim f(z) 存 在 , 则 f(x) 在 (a,6b) 上 一 致 连续 . 


推论 1.4.16 若 函 数 f(z) 在 [a, 十 cc) 上 连续 , 且 当 = 趋 于 
十 co 时 f(z) 有 有 穷 极 限 , 则 f(x) 在 [a, 十 2) 上 一 致 连续 . 
推论 1. 4.17 若 单调 有 界 函 数 S OER EKA Ca, b) AF R 
无 穷 ) 上 连续 , 则 f(z) 在 (a,b) 上 一 致 连续 . 
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2 一 元 函数 微分 学 


2.1 导数 与 微分 


2.1.1 基本 概念 


定义 2.1.1 Ж у= (х) Е zo 点 的 某 邻 域内 有 定义 ,Az 
和 Ay 分别 为 自 变 量 和 函数 的 增 量 . 若 极限 
lim A? (aklim Fintan ftn) mf fa) ) 


Areo "lim 2—20 
”存在 , 则 称 函 数 F(z) 在 zo а ани 
函数 у= fla) 在 z 点 的 导数 (derivative). 记 作 f (ло) Bà 


(g). w 


Ро Ал) f(zo) _ ду /dy 
ша Ат тс) ж lm А (40) 
92.1.2 函数 


ГЕ sfe L, Z 天 0， 
0， х=0 


在 z=0 处 可 导 , 且 /'(0)=0. 
定义 2.1.3 ИЖ у= (с) ЕҢ zo 的 左 ( 右 ) LH 


义 ,着 当 z НЕСКА z 时 ,极限 lim А ( lim 人) 或 


lim о ( lim /Ч а ) 存 在 , 则 称 此 极限 为 F(z) 


= — 
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在 zo 点 的 左 ( 右 ) 导 数 ,统称 为 单 侧 导数 (one-sided derivatives). 
记 作 f(zo) (f(zo)), 即 


х)— flte x at о 
па РӨ r сы ша ч f, Co). 

例如 , 设 FCz)=|z| , 则 有 f (0)= 一 1;f (0)=1. 

定理 2.1.4 函数 f(x) 在 zx。 点 可 导 的 充 要 条 件 是 :f(xo) 
和 fe (zo) 存 在 且 相 等 . 

定义 2.1.5 Жж у= f(x) 在 区 间 I 上 每 一 点 都 可 导 ( 在 
端点 为 单 侧 可 导 ), 则 相应 得 到 f(z) 在 区 间 I 上 各 点 导数 值 的 变 


化 函数 , 称 它 为 fC) H S EH (derived function). 记 作 f(x) 或 
dy 
кыш 


— 


Гатар ло 或 dy к 22 


dr л-0Дг’ 


Р (а) = іт 
Arei 


эашштйх mT AE Lit 2 T ma X 


于 物理 量 z 在 某 点 附近 小 范围 上 的 平均 变化 率 , 因 此 导数 就 应 理 
解 为 物理 量 у 关于 物理 量 z 在 一 点 处 的 变化 率 . 特别 地 , 当 z 为 
时 间 变 量 时 ,导数 就 是 函数 的 瞬时 变化 率 (instantaneous rate of 


change). 例如 运动 质点 位 移 函 数 ою MAREEK 


осо о HFEA E ШЕШ ЖЛЕ ШЖ асо). 又 如 , 若 以 
mm 一 mm(z) 表 示 细 杆 质量 沿 轴线 方向 的 分 布 函数 , 则 细 杆 各 点 处 的 


线 密度 函数 应 为 р) =", 
т 


导数 的 几何 意义 参见 图 2. 1, 设 曲线 工 为 函数 y= f(x) 
的 图 象 , 则 导数 f Cro) HHR LER Po(zo,yo) 处 切线 工 的 
斜率 , 即 

» АЛ + 


f (ж) = tan а, 
式 中 “为 切线 了 与 x 轴 的 夹 角 ( 按 zx 轴 正 方向 反 时 针 旋 转 至 工 )， 
当 (zo)= 土 2 时 ,切线 与 y 轴 平 行 . 


图 2.1 导数 的 几何 意义 


定义 2.1.6 ЖЖ у= f(z) 在 点 工 处 的 增 量 Ay 可 表示 为 
Ay=AAz+o(Arz), 
其 中 A 是 与 Az 无关 的 常数 ,o(Az) 是 Az—0 时 比 Az 高 阶 的 无 
穷 小 量 . 则 称 函 数 у= F(Cz) 在 点 工 可 微 (differentiable). 并 将 Алт 
称 为 函数 f 在 点 x 处 的 微分 (differential) , 记 作 dy 或 df (2), BJ 
dy 一 dfF(z) 一 AArz. 
由 于 自 变 量 的 增 量 与 其 微分 一 致 ,所 以 通常 将 Ах 写成 dz， 
因此 有 
dy=df(z)= Айх. 
微分 的 几何 意义 ” 常 说 微分 是 增 量 的 线性 主 部 ,这 里 有 两 层 
含意 . 其 一 是 因为 微分 与 Az 成 线性 关系 ,几何 上 对 应 着 切线 的 增 
量 ( 见 图 2.2); 其 二 是 因为 微分 是 增 量 的 一 种 很 好 的 近似 值 ,误差 
为 Az 的 高 阶 无 穷 小 ( 见 图 2. 2). 


2.1.2 连续 ,可 导 、 可 微 间 的 相互 关系 


定理 2.1.7 Ж у= f(z) 在 点 xz 处 可 微 , 则 函数 在 该 点 
也 一 定 可 导 ; 反 之 , 若 函 数 在 zx 点 可 导 , 那 么 在 该 点 函数 也 一 定 可 
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уо) 


о(Ах) 


y en 
П ' 


| аа 
аг игта аы 


图 2.2 微分 的 几何 意义 


Ж. 即 可 导 与 可 微 互 为 充 要 条 件 , 且 有 
dy= f(x)dx. 
定理 2.1.8 若 函 数 F(z) 在 点 工 处 可 导 ( 微 ), 则 函数 在 该 点 
必定 连续 . 
注意 ,本 定理 的 逆 命 题 不 一 定 成 立 . 即 连续 不 一 定 可 导 ( 微 ). 
定理 2.1.9 导 函 数 不 可 能 有 第 一 类 间断 . 


2.1.3 微分 法 则 及 基本 公式 


法 则 2.1.10 微分 法 则 (differentiation rules) 

(1) 线性 性 质 .乘法 和 除法 规则 (jlinearity properties, product 
and quotient rules) 设 u(7z),v(z),…,w(x) 可 微 ,c,ci ,ci 均 为 
常数 , 则 

(с)'=0, 


, 
Cauta) = си +c, 


4(с) =0, 


а(си+ со) =c дис, х, 


(uv) =u v+uv, 
uv) = (ио) 
+ (uv ew) He 


4(ио) =vdu+udv, 
d(uo ae) = (ди) 
十 zx(du)…zo 十 … 


+ (ио), +uoəe (dw), 
(#) = соо), а(& )=?%—=% (050). 
v U о КА 
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《2) 复合 函数 微分 法 的 链 式 法 则 (chain rule for differetiating 
composite function) 及 一 阶 微分 形式 不 变性 (invariance of the 
form of first order differential) HAX у= f(u) Ж u= ф(х) й] 
f LE S y= fk. А. 

[/\Ф\х))]' = и) (zx) 或 记 作 y= yus, 

从 而 有 一 阶 微分 形式 不 变性 
df(wW=f (wdu, 
其 中 可 为 自 变量 , 亦 可 为 函数 . 

(3) REMM È (differentiation of inverse function) Ж 
函数 y 二 f(x) 在 区 间 (a,6) 内 严格 单调 、 可 微 , 且 f' aA, E 
БЖ х= 7 (у) (8 у= 7 Сх) а, 


1 
== 或 (f/f!1(z))'= 


1 
FODD 

(4) RAAM Ж CGmplicit differentiation) WA% у(х) H 
方程 

Е(х,у) =0 
确定 . 其 中 二 元 连续 函数 F(z,y) 有 连续 偏 导数 , 且 Р, (х,у) 70. 
则 
4 

(5) 对 数 微分 法 (logarithmic differentiation) 

对 于 某 些 类 型 函数 可 以 利用 对 数 的 性 质 来 简化 导数 计算 . 例 
Ш.Ж у=х“ (z>0) 的 导 函 数 у. 两 边 取 对 数 得 


In y==*In z. 


再 两 边 对 z 求 导 得 
Э: y'ln Т р ну ашы 
У 


W z=, Д] ln х= 21а х, х Ж РН 
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, 
z: 


2 


=lnz+1, Ё (х) =z (а zx 十 1). 
代入 前 式 得 
有 一 + z” (L+m х+1п? z). 
(6) 参 变量 微分 法 (parametric differentiation) 
设 函 数 y(z) 是 由 参 变 量 方程 
Ñ = g@(t), 
у= #0), 
确定 ,其 中 2( ,yz) 为 可 微 函 数 , 且 p (1) 0. 则 函数 y(z) 的 导 


函数 驴 仍 可 由 参量 方程 给 出 : 


а<1< 8 


х= plt), 
dy/dt ХО) 
fe- a =- о о 
例如 对 于 由 极 坐标 形式 给 出 的 曲线 po 一 (9) ,可 以 通过 参量 方程 
k = р(ф)соѕ P, 
у = 0(ф)зїп 9 
来 计算 曲线 之 切线 的 斜率 y;. 
公式 2.1.11 基本 微分 公式 (standard differentiation formulas) 


Тасо =a i S“ (a 为 任意 实数 )， 


Min и(х)=соз и аи. 4 сов и(х) = —ѕіп u du 

ах dz dz аг’ 

un ибх) = ѕес? u Ян, Eeot ибх) = —сѕс? и ди, 

sec u(z)=tan usec u ан, ese ибх) = —cot ucsc и g, 
l du d 4 аи 


d Arcsin и(х) = ===, -一 Arccos u(z) = — ——— 
dz МЛ. іх dz TERE 
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4 гів ad ЕСЕТ 
Асап ибт) стар" az Arccot ибх) = Y dz 
d 1 du —1 du 
— Атсѕес ulr) , Arccsc и(х) = e 
бт u vw — idr dr и Ju — 1 
duone би ДЕЙ 
dz іх’ dz dz’ 
d — 1 du d йж е до, v du 
Ein u(z)= aie “©? u (in Tu ДЕ), 
zsinh u(x)=cosh и g“, Ecosh u(z)=sinh u аи, 
anh и(х) =ѕесћ и ды, Ассо и(х) csch? и аш, 
E sech u(x)=— tanh u sech u du, 
х ах 
Lesch u(x)=— coth u csch u ча 
т ах 
а 1 
去 Arsinh и(1) =——=——————, 
Ми? +1 т 
4 k __ 1 du 
五 Arcosh тё (и>1), 
是 Artanh o=% dul <1), 
d __1 du 
到 Arcoth иб) тта. (|u|>1. 


2.1.4 高 阶 导数 与 高 阶 微分 


定义 2.1.12 若 函 数 >=F(z) 的 导 函 数 广 (z) 可 导 , 则 其 导 
函数 称 为 函数 у= f(z) 的 二 阶 导 函 数 , 记 作 
2 
Г) 或 т. 
车 “(zx) 可 导 , 其 导 函 数 称 为 三 阶 导 函数 . 依 此 类 推 ,有 四 阶 .五 阶 
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фу 


: 5 dy 
导 函 数 等 . 记 作 fa), fO С) fO a) 95,058 е" 


ME BM SOOM n MRAR S” o s: 
求 导 所 得 , 即 
"—1 


со РЈ 或 -aE 
对 应 高 阶 导数 的 存在 ,相应 有 高 阶 微分 (higher differentia- 
tion) d'y =f” (z)(dr)"(n=2,3,-). 值得 注意 的 是 ,高 阶 微分 
不 具有 形式 不 变性 , 即 式 中 的 x 一 般 为 自 变 量 , 不 能 是 函数 . 
公式 2.1.13 莱 布 尼 茨 (Leibniz) 公 式 


а", Ifd Фу e> 
усов. S+ SE (п вр 
п yd f dg Фу. 
тет Р аа" 


КЕ > түл ЛӨ Л? | am. 


公式 2.1.14 参数 方程 所 表示 函数 的 二 阶 导数 


设 函 数 >(z) 由 参数 方程 
х= plt), 
人 Wa 


确定 , 则 》 对 的 二 阶 导 函数 中 仍 由 参数 方程 给 出 ， 


х= olt), 

ау 
Фу (2) /а фа) а) = фа)ф ау 
dz? dz/dt KAON 
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公式 2.1.15 ”若干 初等 函数 的 高 阶 导数 
а(а— 1): (а—п+1)6" (а +6)", 
(а+Ьх)* | a 为 任意 实数 ， 


n! b", а=п. 


中 1 1 \_ (C D"! 名 
© (ЕКЕ) (a+bz)"*' ` 


(3) | 1 )= e, 1 
dz" Va 十 br 2"(a+bz)" latba 


式 中 (2n 一 1)1! =1 *3 * 5e- * (2n—1). 

d" 

(4 ) а 

а" azt) (—1)" n! cr l(ad—bc) 
dz" (rd (сх+а)"" 

а" 

dr 

7 а" пл) CD 一 Cn 一 DL 


үн 2" 


(aox Бах"! + а, х+а,) =ап! 


(5) 


(6) 


(её ) 一 ae . 


(8) їг “ш br)=b"sin (bz і 2): 


d ï Lnr 
(9) dz (os бж) =6"'соѕ (ьс 2 ). 


(10) esin br)=r"e™ зїп (bz=+n0), 


Se cos bx)=r"e” cos (br+n0), 
dz 


ир r= /a2 +Ë , впб= 2, созӣ = < УТ 
(s cumi $) 


= 1 


cosh х, п ж, 
sinh 2, л 为 偶 . 


a2) (sinh »=| 
аг 
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， ika, 奇 ， 
(13) рт (eosh = |°" сеа 
аг cosh т, 7 为 偶 . 
"2, 290, 
#12.1.16 AD=| Е 0 WS =0 oo=1.2.3，) 
У, == (0), 


公式 2.1.17 导数 的 近 似 计算 (approximation of deriva- 
tives) 设 f” (z) 连 续 , 则 


Уе С) = lim 00), 
АЩ Ат 
其 中 A"f(z) 为 n 阶 差分 (difference) 
Асо = DD (се m Dam. 
i=0 
因此 导数 可 以 用 差 商 (difference quotient) 来 近似 , 即 
(а) 
fe со, 有 一 1,2 n. 


2.2 微分 学 基本 定理 


2.2.1 Fermat 定理 


定理 2. 2.1 Fermat( 费 马 ) 定 理 如 图 2.3 所 示 , 车 : 
(1) 函数 f(z) 在 点 z, 可 微 ; y 
(2) у(х) ЈС) r 的 某 一 
邻 域内 的 最 大 值 (或 最 小 值 ). WJ 
f (xo)=0. 


2.2.2 微分 中 值 定理 


定理 2.2.2 Darboux( 达 布 ) 定 理 图 2 3 Fermat 定 理 示意 图 
RKM f(z) 在 [a,b] 内 可 导 ,py 为 介 于 Р. (а) 5 у (5) 之 间 的 
某 一 值 . 则 存在 EE (а,Ь) ,使 得 


П 
1 
! 
1 
П 
1 
1 


о хо х 


。 Bo 


f (=4. 

定理 2.2.3 Rolle( 罗 尔 ) 定 理 FRA f(x) 满足 : 

(1) 在 [a,6] 上 连续 ; 

(2) (а.м; 

(3) f(a)= f(b). 
则 有 SE (a,6) ,使 得 了 (和)=0, 即 曲线 必 有 水 平 切线 ( 见 图 2. 4). 

例 2.2.4 nn 次 勒 让 德 多 项 式 (Legendre polynomial) 

Р, =з £ 

的 ”个 根 为 互 不 相同 的 实 根 , 且 都 在 (一 1,1) 内 . 


GiT) 


i 
' 
1 
' 
о! а 


9 2.4 Role 定理 示意 图 图 2.5 Lagrange 定理 示意 图 


定理 2.2.5 Lagrange( 拉 格 朗 日 ) 定 理 若 函 数 f(z) 满足 : 
(1) Ж [а,5]ЕЖ#%; 
(2) 在 (a,b) 内 可 导 . 
则 至 少 存在 一 点 SE (a,6) ,使 得 
f(6)— fla) 
b—a : 
即 (a,6) 内 至 少 有 一 点 处 曲线 的 切线 是 与 曲线 两 个 端点 的 连 线 互 
相 平 行 ( 见 图 2. 5). 通常 称 本 定理 为 微分 中 值 定理 (mean value 
theorem for derivatives). 
显然 ,该 定理 是 Rolle 定理 的 推广 . 
公式 2.2.6 有 限 增 量 公式 (finite increment formula) 将 
e s 


= 


微分 中 值 定 理 用 于 函数 增 量 ,可 得 下 列 有 限 增 量 公式 : 设 Ay= 
f(z+ Ах) — f(x) , WJ 
Ay = f'(z=)&Ar+o(Ax) 
=f HAr (上 在 zx 与 z 十 Az 之 间 ) 
=f (r+0Ar)Ar (0<0<1). 

推论 2.2.7 若 在 (a,6) 内 了 (zt) 三 0, 则 在 (a,b) 内 f(x) 圭 
СОЖ). 

ЖЮ 2.2.8 若 在 (a,b) 内 7 (х) = (х), WE (а, Б) А 
(х) – а(х) =СО 3). 

ЖХ 2.2.9 如 果 存 在 常数 工 , 使 对 于 区 间 工 上 的 一 切 z ,z 有 

|f) fD SL lra l. 

则 称 函 数 F(z) 在 区 间 工 上 满足 Lipschitz( 利 普 希 茨 ) 条 件 (Lips- 
chitz condition), 或 者 说 / (2) Ж I E Lipschitz 连续 (Lipschitz 
continuity). 

推论 2.2.10 车 f(z) 在 区 间 I 上 有 界 , 则 f(z) 在 I 上 Lip- 
schitz 连续 和 一 致 连续 (定义 1. 4. 13). 

定理 2.2. 11 Cauchy( 柯 西 ) 定 理 车: 

(1) 函数 f(z) 和 g(xz) 在 [a,bj 上 连续 ; 

(2) f fig 在 (a,5) 内 可 导 ; 

G) Æla, b) H в") 50. 
则 至 少 存在 一 点 E€ (а,Ь), 18 


Р f(b) fa) 
д (E) g(b)—g(a)` 


显然 , 当 202) = л В|, В) 5 Lagrange 定理 . 因此 ,Cauchy E 
理 又 称 广义 微分 中 值 定 理 (generalized mean-value theorem for 


derivatives). 
2.2.3 Taylor 公式 


定义 2.2.12 设 函 数 f(z) 在 点 xz。 有 nn 阶 导 数 , 则 称 
. 57. 


Р(х =з) = fG + ЧӘ a) + 


+= Lf) C „у 
п! 
为 函数 f(z) 在 点 zr, H n Et Taylor # J) ZAR (Taylor polyno- 


mial). 

定理 2.2.13 Taylor 展开 19%: 

(1) С), а) Р Са) Р СОЕ ИИ С А, х БА) 
上 连续 ; 

(2) 在 开 区 间 (zo 一 h,zo 十 h) 内 ,f(x) 有 (n 十 1) 阶 导数 . 
则 在 ze 的 邻 域内 有 Taylor 公式 

f(x)=P, (zx—Zzxo)+R, (zx— zo) 

成 立 . 其 中 P(x 一 xo) 为 Taylor 多 项 式 ,R,(z 一 x ) 为 Taylor 余 
项 (Taylor remainder). 余 项 按 不 同类 型 可 分 别 表示 为 : 

及 ,(z 一 zo) 一 o(C(Cz 一 zo)") (х->х) (Peano( 佩 亚 诺 ) 型 ) 
FS 


R a-r) = 08 ао)" GEr 5 z 之 间 ) 
K 
(0<0<1) (Lagrange 型 ) 
Ва) РРНК ао] р руна уна 
(0<0<1) (Cauchy 型 ) 
Ва) C+ Nez руасо) 


n! p 
(0<0<1) (普遍 型 ) 
CRP p=n+1 时 , 即 为 Lagrange 型 ;p= 二 1 时, 即 为 
Cauchy 型 . ) 


R,(z— xz) = j fP 0 с "а (积分 型 ). 
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公式 2.2.14 Maclaurin (麦克 劳 林 ) 公 式 KA fE 
Zo 二 0 点 的 Taylor 公式 通常 称 为 Maclaurin 公式 (Maclaurin for- 
mula) , Ё 


харо tt 


m m, ов 


23 导数 与 微分 的 应 用 


定理 2. 3. 1 ”函数 增 减 性 的 判别 ” 设 函 数 f(x) 在 (a,6) 内 可 
导 , 则 f(z) 在 (a,5) 上 递增 (递减 ) 的 充 要 条 件 是 : 
f(DF0 (FEKO), —r€(a,b). 
特别 地 ,车 有 
f(z)>0 (f(z)<0),  xEla,b), 
则 函数 f(z) 在 (a,5) 上 严格 递增 (递减 ). 
定义 2.3.2 设 F(z) 是 定义 在 区 间 工 上 的 函数 ,zo 是 区 间 了 
上 的 一 个 点 ,车 对 于 一 切 xEI 有 
f(zo) 之 f(z) 或 f(z) 才 f(z)， 
则 称 f(zo) 为 函数 f(x) 在 区 间 I 上 的 最 大 (小 ) 值 (absolution 
maximum (minimum)). 
车 函数 f(z) 在 点 ze 的 某 邻 域 上 满足 上 述 不 等 式 , 则 称 f(z》 
在 zo 取得 极 大 (小 ) 值 /(x。), 并 称 z, 为 极 大 (小 ) 值 点 (maximum 
(minimum)). 
定义 2.3.3 使 导数 为 0 的 点 称 为 函数 的 驻 点 (stationary 
point (or critical point) ). 
定理 2.3.4 极 值 的 必要 条 件 (necessary condition for extre- 
та) 车 f(z) 在 点 z, 可 微 , 则 f(z) 在 点 zo 取得 极 值 的 必要 条 件 
„59. 


J: f'(za)=0,Ë z, 为 函数 /(х) S. 

定理 2.3.5 极 值 的 第 一 充分 条 件 (first test for extrema) 
HAR f(z) 在 xz。 点 连续 , 且 在 z, 点 的 某 邻 域内 (ze 可 以 除外 ) 可 
微 . 若 广 (z) 在 ze 点 左右 邻 域 上 符号 相反 , 则 f(x) 在 zo 点 取得 极 
值 , 且 当 左 邻 域 上 导数 大 于 0 时 取 极 大 值 ,小 于 0 时 取 极 小 值 . 

定理 2.3.6 极 值 的 第 二 充分 条 件 (second test for extrema) 

设 f(x) 在 点 z 的 某 邻 域内 可 微 , 且 六 (xo)=0. 车 "(zo) 存 在 
并 不 为 0, 则 f(x) 在 zx。 点 取得 极 值 . 当 /“(zx。o。)<<0 时 为 极 大 值 ， 
f “(zo) 之 0 时 为 极 小 值 . 

定理 2.3.7 极 值 的 第 三 充分 条 件 (third test for extrema) 
RER /(z) 在 zo 点 的 某 邻 域内 任意 次 可 微 . 若 在 x。 的 各 阶 导数 
值 中 第 一 个 不 为 0 的 是 偶数 阶 , 则 函数 在 点 x。 处 取得 极 值 . 且 该 
导数 大 于 0 时 为 极 小 ,小 于 0 时 为 极 大 . 车 这 不 为 零 的 导数 值 是 奇 
数 阶 导数 , 则 zo PEREA. 

例 2.3.8 最 大 (小 ) 值 的 求法 (absolute maximum (mini- 
mum) finding) 函数 f(z) 在 区 间 工 上 的 最 大 (小 ) 值 ,可 以 从 极 
值 . 区间 工 之 端点 处 的 函数 值 及 函数 和 导 函 数 间断 点 处 的 函数 值 
中 比较 大 小 而 得 到 . 

例 2.3.9 反射 定律 (reflective law) 如 图 2.6 所 示 , A、B 
是 镜面 Oz 一 侧 的 两 点 . 光线 由 A ЛЯ, 
反射 至 B. 求 反射 点 P. 

解 根据 一 个 重要 的 光学 原理 一 一 
Fermat 最 短 时间 原 理 , 光 线 通 过 的 路 线 
决定 于 下 述 性 质 : 在 给 定 条 件 下 ,光线 从 
点 A 到 B 所 需 时 间 必 须 是 最 短 的 . 因而 
路 径 也 是 最 短 的 . 设 点 P 位 于 坐标 zx 处 
( 见 图 2. 6). 则 距离 由 下 式 给 出 

Р) = УЕ Гау, 图 2.6 反射 定律 
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且 可 以 算出 


f(x) | 
М Saa) th 
2 £ 
yG e = Sh ki 


VG: FRY a [za Fh] 
由 于 xz~~co 时 ,距离 OBEREA ВАТЕ L P 必定 满足 条 件 
f(r)=0 Вр cos а=соѕ ñ. 

另外 ,考虑 到 f > р Е , 4 À ЯН “与 反射 角 B 相等 
时 确 为 最 短路 径 ( 定 理 2. 3. 6). 

例 2.3.10 折射 定律 (refractive law) ”如 图 2.7 所 示 , 设 z 
轴 为 两 种 介质 的 分 界面 ,在 其 两 侧 分 别 给 定点 A 和 点 B. 如 果 光 
速 在 界面 一 侧 的 介质 内 为 C,, 另 一 侧 为 C. 问 光 线 由 A Ж В 应 通 
过 怎样 的 路 径 ? 


解 ”同样 根据 Fermat 定理 ,光线 应 走 使 时 间 最 短 的 路 径 . 设 
折射 点 位 于 模 轴 上 坐标 x 处 ( 见 图 2.7), 则 光线 通过 这 段 路 径 
所 需 时 间 为 


fa) hi z + А4 (а —=х)?. 


ë vh 
同时 可 算出 
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1 х 1 х-а 
Ве Аа G ATrG= >r 
1 k 1 k 
G/F СПЕ Сах) р 
ЖЖЖ /” >00 тА f'(z)=0 等 价 于 条 件 
sina _ C, 
sinf С" 
这 就 是 著名 的 光线 折射 定律 . 
定义 2.3.11 曲线 的 凹凸 性 (concavity (convexity) of a 
curve) 设 函 数 >= F(z) 在 某 区 段 内 可 微 . 如 图 2. 8 所 示 , 若 曲线 
3 三 (zx) 位 于 曲线 上 任 一 点 的 切线 上 (下 ) 方 , 则 称 曲线 在 该 区 段 
ЕЩ AIM) , sk E МЖ concave up ward) CF H 3M4 (concave 


down ward)). 


Р") 


图 2.8 жаш 


Ж 2.3.12 у= f(z) {Е (а,Ь) у, WJ h Ж 
yy 一/(z) 在 区 间 (a,b) 上 为 止 ( 凸 ) 弧 的 充 要 条 件 是 :在 (a,p) 内 
了 (z) 是 增 ( 减 ) Ж. 

定理 2.3.13 设 函 数 f(z) 在 (a,6b) 内 二 阶 可 微 , 则 曲线 
y 二 f(z) 在 (a,b) 上 为 四 ( 凸 ) 弧 的 充 要 条 件 是 :在 (a,6) 内 f(x) 之 
0( 委 0). 

定义 2.3.14 如 图 2.9 所 示 ,曲线 上 的 凹 弧 与 凸 弧 之 分 界 点 
P 称 为 曲线 的 拐点 (inflection point) ,拐点 处 的 切线 与 曲线 相交 . 
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Р 
u 
alw mA 
| = 二 
o| x 


图 2.9 HA 


定义 2.3.15 车 动 点 沿 曲线 C 无 限 远离 原点 时 , 动 点 与 某 直 
# L 的 距离 趋 于 0, 则 称 直线 工 为 曲线 C 的 一 条 渐 近 线 (asymp- 
totic line). 按 渐 近 线 的 倾斜 方向 又 可 分 为 斜 渐 近 线 、. 水 平 渐 近 线 
及 垂直 渐 近 线 . 

渐 近 线 的 求法 (finding asymptotic line) 

(1) # lim f(z)= os lim /(х)=со,Ш х=х„ 为 曲线 у= 
f(x) 的 一 条 垂直 渐 近 线 . 

(2) # lim f(z)=b 或 lim /(х) =b (6 为 常数 ), 则 y=6 是 
曲线 у= .AZz) 的 一 条 水 平 渐 近 线 . 

(3) # im £2 „(ж im £2 =), E lim (f(z)—hz)=6 
R lim (f(z) 一 kx) 二 5), 则 直线 ?一 Az 十 0 为 曲线 ?一 7(z) 的 一 
条 斜 浙 近 线 . 

函数 作 图 (graphing of functions) ”描绘 函数 图 形 的 过 程 也 
就 是 研究 函数 特性 的 过 程 . 其 一 般 步骤 为 : 

(1) 和 弄 清 函 数 的 定义 域 . 值 域 .零点 .间断 点 .奇偶 性 ,对称 性 
和 周期 性 . 

(2) 研究 函数 的 增 减 、 极 值 . 驻 点 . 

(3) 研究 曲线 的 四 凸 性 及 拐点 . 

(4) 研究 曲线 是 否 存在 各 类 渐 近 线 , 并 掌握 г + co BI Ж 
变化 趋势 . 
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(5) 根据 以 上 研究 结果 ,首先 找到 关键 点 的 坐标 ,然后 逐 段 描 
出 曲线 . 


50 Ж” 
例 2.3.16 ЕЖ /бх)= — 


й ” 按 上 面 所 述 步骤 分 别 讨论 如 下 : 
(1) 定义 域 :z 天 1; 值 域 :( 一 ce, 十 ce); 零 点 :7(0) = 0: E 


点 :7 一 1. 
202—3) ; 
(2) Р (х) = Сс? ; 驻 点 :让 (0) =0,/°(3) = E 


(一 ce,1) 及 (3, 十 co) 上 函数 递增 (因为 广 >0) ,而 在 (1,3) 上 函数 
递减 (因为 <0) ;函数 f(x) 在 z=3 处 取得 极 小 值 O=, 


的 图 形 . 


D 1(z) 一 二 中 ;拐点 :(0,0); 曲 线 在 (一 co,0) 上 为 下 


的 ,在 (0, 十 oo) 上 为 四 的 . 
(4) z=1 为 生 直 浙 近 线 ( lim f) = lim f(a) = +}, м 


Z 土 cc 时 曲线 有 共同 的 斜 渐 近 线 > 一 z 十 2. 
(5) 描 图 如 图 2. 10 所 示 . 


i 
' 
' 
' 
1 
' 
' 
' 
1 
' 
' 


3 
° i 
图 2.10 flr) ср 
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#1 2.3.17 函数 y(z) 由 参数 方程 给 出 
у= 100—2), 
х= —2. 
作 其 图 形 . 
解 ” 仍 按 函 数 作 图 的 几 个 步骤 讨论 如 下 : | 
(1) 当 参 数 上 取 任 何 实数 时 ,函数 定义 域 为 一 2 委 z; 值 域 为 
(一 co ,十 co); 图 形 关 于 z 轴 对 称 , 只 需 讨论 :过 0; 有 两 个 零点 :对 
应 t=0 为 (一 2,0) ,对 应 :一 V2 为 (0,0). 


4у_32—2 
(2) ш ж" 
х=й —2. 


иян, мое, | (80—221), йа чс 
JZ (m>) mgn жб г=,[7 (M=) 
取得 极 小 值 (一 46 ). 


#Фу_з+2 
of 


dz? 4° 


х=#—2. 
显然, 当 >o 时 有 和 >0, 所 以 曲线 


EMK. 
(4) lim ?一 十 co 但 无 渐 近 线 . 


GQ +o) 


(5) 描 图 如 图 2.11 所 示 . 
А 2.3.18 弧 微分 公式 (for- 
mula for differential of an arc length) 图 2. 11 参数 方程 =t, 
弧 微分 计算 公式 一 般 可 表示 为 этери 
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ds= /'(ат)*+(4у)*. 
对 于 不 同 的 函数 表示 法 ,又 分 别 有 : 
(1) 当 y=f(z) 时 ,ds=V1+[f (zx)] dz; 
(2) 当 z=g(y) 时 ,ds= /l1+[zg (y)J' dy; 
(3) 4 z==<x(O,y=y(DBF,ds= УС" P +[y (DY dt; 
(4) 34 po=p(9)( 极 坐标 ) 时 ,ds 一 уе +o аф. 
定义 2.3.19 如 图 2.12, 设 As 为 曲 L 


线 L 上 包含 端点 P 的 某 个 小 弧 段 的 弧 长 ， 
Aa 为 弧 段 两 个 端点 处 切线 之 夹 角 . 称 А6 


2 Ет а Ж Cmean сиг- 


к= 


уаїиге). 若 极限 limx 一 lim 存在 , 则 称 图 2.12 曲率 定义 
此 极限 值 为 曲线 工 在 已 点 的 曲率 (curvature). 记 作 
da 


ds 
公式 2.3.20 曲率 公式 (curvature formula) 下 面 为 曲线 在 
不 同 表达 形式 下 的 曲率 计算 公式 : 
(1) 当 曲 线 L 由 y==f(z) 表 示 时 ,有 
= a 
аф" 
(2) 当 曲 线 工 НЕ У =) yzy ORR A 
lzy zy 
a? фу) 
(3) 当 曲 线 工 由 极 坐标 方程 po 一 p(9) 表 示 时 ,有 
‚_ lE + °—ее'| 
с Бе?) 


Aa 
As 


к= 
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定义 2.3.21 HR LOSy DEA Р(х,у) Ж) 

数 称 为 曲线 在 该 点 处 的 曲率 半径 (radius of curvature). 即 
keds (1+ у? 
К РА 
如 图 2. 13 所 示 , 若 以 点 处 的 曲率 半径 作 圆 与 曲线 工 # P 点 相 
切 , 且 使 切 圆 和 曲线 位 于 切线 同 侧 . 则 称 此 切 圆 为 曲线 工 在 点 忆 
处 的 密切 圆 (osculating circle). 相应 的 圆心 (8,7) 称 为 曲线 工 在 点 
P 的 曲率 中 心 (center of curvature). HÆ 
ё=т-у%%У7, a y+. 
У У 

EX 2.3.22 Ш 2.14 所 示 , 设 曲线 工 的 曲率 中 心 轨迹 为 
曲线 工 ” , 则 工 " 叫 做 工 的 渐 届 线 Cevolute). 反之 , 工 叫做 志 " 的 渐 
伸 线 (involute). 


, K > 0. 


图 2.13 曲率 中 心 与 密切 圆 2.14 渐 屈 线 与 渐 伸 线 


EO 


3 ”一 元 函数 积分 学 


3.1 不 定 积分 


3.1.1 不 定 积分 概念 


定义 3.1.1 若 在 区 间 工 上 
Е'(тх)= ](х), 
则 称 F(z) 为 f(x) 在 区 间 工 上 的 一 个 原 函 数 (primitive 
antiderivative). f(x) 在 区 间 工 上 的 原 函 数 全 体 称 为 f(z) 在 工 上 
的 不 定 积分 (indefinite integral) , 记 作 
ров. 


定理 3.1.2 若 在 区 间 IE FOE Ос) й — А. 则 
F(z) 十 < 也 是 /(z) 的 原 函 数 ,其 中 是 任意 常数 . 反之 ,在 区 间 工 
上 f(x) 的 任何 原 函 数 均 可 表 成 这 种 形式 , 即 


[рое = Е(х) + с. 


定理 3.1.3 区 间 工 上 的 连续 函数 必 有 原 函 数 ( 或 不 定 
积分 ). 
不 定 积分 性 质 (properties of the indefinite integral) 


а) q сда усаа, 


(2) [ayay = fay 或 | саа fO +e, 
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3.1.2 积分 法 


а) | Гаўса) Ев ee) T desa | f(xydr 土 6| g(x)az, 其 中 


ab HER. 
(2) Вл} (replacement of variable) 


ж | /God 一 FGD+c 则 [ADi = Ер) +e, 


anfi [[ тег] т ЇЕ tx 
Һ(1+е") )+с. 


(3) 积分 的 变量 置换 法 (integration by substitution) 
选取 适当 的 置换 函数 z+ 二 9(z), 则 有 


рое = | ое оа fewa 


=60) +c=G(g@ 1(z))+c. 
ЖРА а — x r +a Ж 2° — a’ 的 被 积 函 数 ,通常 可 
以 利用 关系 式 


sin2t 十 cos2t 一 1 1 十 tan2t 一 sec2 一 


cos’t 
cosh’t—sinh’t=1, 1—апһг= —- 
等 作 适 当 的 三 角 代 换 或 双 曲 代 换 . 
若 被 积 函 数 中 包含 单个 的 无 理 式 (az 十 bw” , 则 可 用 置换 = 
ах+Ь. 
ий: 


orfa 


urair 可 设 zx=2sin !( 于 是 dr=2cos їй), 


1 1 1 
| dz Е tan (+ асу 


+ 69, 


@ ж | == 可 设 z = acosh !( 从 而 dz = asinht dt, 


ма? —а? =asinh г), 


[a [teten (E+ (=) 
ож Z sar. 可 设 3z—1= ОА 3dz=3 dt) , А] 


7 


1)+e, 


1-2 з < t 
[am T z [а 5)dt 子 人 и)+с 


= ysi Zrna 
= 5632 1) 3 (3 D +e 


(4) 分 部 积分 法 (integration by parts) 
设 x(z),uw(Cz) 有 连续 导 函 数 wu (zx),v (zx), 则 有 分 部 积分 
公式 
[фо = ко [оаа 
或 
fevar = иби) — осо Со). 
重复 使 用 这 一 公式 ,可 以 进一步 得 到 推广 公式 
Гаа = f айу” ыо — f udu 
一 xun 一 | uu” dx 
一 Ku 一 ше» + |а fod ат 66 
Suu” uD шоо Сш 


+f ut dz, 
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例如 : 
of alnzzdz = [шёха(& -) L tln? z 
u 


1 

2 
«ъа Ур) ИЕ - 114] 
ха т z| gee 1) dz 


= (im z—In Pese 1)+ 


[ењ хіх 


@ J, = | sin" rdr=— Í sin"! zdcos z 


= —sin""!z cos z=+(n—1) | sin” ?zx бх (n—1)J,, 
因而 得 递归 表达 式 
ел1 — 
таа 


п 
(5) 有 理 函 数 的 部 分 分 式 积 分 法 (integration of rational 
functions by partial fractions) 
理论 上 ,任何 有 理 分 式 通过 长 除 (long division) 可 以 写成 一 
多 项 式 和 一 个 有 理 真 分 式 (proper rational fraction) 的 和 . 而 后 者 


ХНА, ОВ ВААЙ Ос) 


7 次 多 项 式 ,P(z) 为 低 于 nn 次 的 多 项 式 ), 则 Q(z) 可 被 因 式 分 解 
为 个 线性 因子 ( 实 的 或 复 的 ) ,其 中 某 些 可 能 重复 . 在 部 分 分 式 展 


开 式 中 ,对 应 单 因 子 (z 一 x;) 有 相应 的 单项 = 全， 且 


:Zr Pr) „ Pr 
Aslim ооу й Ау 
对 应 s RIN 702—7)", s RZA 
В, В, В, В, 


人 ТЕ” Tt 


且 
egie 


РС) 
Беш Q(z) И 
оу (2 [6 О]. боро 
多 项 式 与 部 分 分 式 的 积分 是 很 容易 的 ,因而 任何 有 理 函 数 的 积分 
也 不 成 问题 , 

例如 : 

3х*' +z'+20z'+3z+31 

(z=+1)(z:+4)° 


# 6.1 16+i 1 
-| De eero ue D eea i 


B, 


dz 


2. 8 1 І 1 
| Ш чут рЫ 


21а|=+11+ Linjat +4] E Arctan 2 = 
1 
71606951“ 
шаа? +400] Arcta Z— е, 
在 部 分 分 式 展开 中 也 可 以 避免 出 现 复数 . 这 时 展开 式 中 将 有 
下 列 四 种 类 型 的 分 式 : 
A A Mz+N Mz+N 


ITa’ (х—а)#' х*'+рх+д' (х'+рх+4"' 
ЯФ A.M, N.a, pa 都 是 实数 , 且 空 十 pz 十 9 在 实数 范围 内 不 能 
再 分 解 因 式 . 

对 于 这 四 类 分 式 , 前 两 种 的 积分 是 显而易见 的 ,后 两 种 的 积分 


则 可 以 通过 变量 寺 换 1+2 来 计算 . 


(6) Ostrogradsky( 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 ) 方 法 ”为 了 简化 有 理 真 
。72 。 


分 式 的 积分 ,可 以 用 纯 代数 方法 首先 将 积分 中 的 有 理 部 分 求 出 . 设 


Р(х) 
R(z) = Co 
为 既 约 的 有 理 真 分 式 . Ostrogradsky 公式 指出 : 
Р\(х) Р,(х), Р(х) 
[Raz r ока а ОНС, G.D 
ОСО RARA R(z) 的 积分 的 有 理 部 分 . H(z) 是 超 


жай. и з Бе 的 积分 . 其 中 Q (zx) 是 Q(z) 和 


Q' (z) k 8 2: Is , Z nj АНКЕ. 而 Q, (z) 则 由 
关系 式 Q(z) =Q, (z)Q, (z)í8 H. 最 后 通过 关系 式 


AOL Py (z) 
ко [Bs] too" 


由 待定 系数 法 可 确定 Pi (z), Pl). 

与 有 理 函 数 的 部 分 分 式 积分 法 比较 ,此 法 一 个 显著 的 优点 是 
不 必 先 求 出 Q(z) 的 诸 因 式 . 

例如 :计算 积分 

2 
m | = —2x' тү 
时 ,可 用 上 述 方法 先 分 离 出 积分 的 有 理 部 分 . 为 此 令 
Q(z) = х*—2лх*+х*—х'+2х—1, 


同时 算出 

Q'(z) = 5х* — 81° +32? — 2r + 2. 
НЯНИ АВ Q(z) 5 Q'(z) 的 最 高 公 因 式 为 

О (х) = х*—2х+1. 
再 由 Q(z) 二 Q(z)Q (zx) 求 出 
Q(z) = х? —1. 
设 P,(z)=az 十 0,P:(z) 一 cz? 十 dz 十 e. 并 由 关系 式 
e i 


s. sy Расад 


QG) 19,00). Qla) 
得 
(zz 十 1)(z 一 1) = 一 [az: 十 25z 一 (ea 十 25)](zz 十 z 十 1》 
十 (cz 十 dz 十 e)(z 一 1)3， 
比较 系数 得 
2218: SES 1 
а=а= 7’ b 47 < 0, е 7- 
于 是 分 离 出 了 积分 的 有 理 部 分 : 
2+1 
1 | >= аш 
4х+1 1 [:6zx-—7 


dz. 


1402? 2-1) 21) г'—1 
Ба —ЛЖЛАЛ ЕГ ИЯ BB РА ЖОПА ЛАКИ 14 


4х+1 `. 2х1 
по 29241) + ааг +z+D ^ч rctan B 


设 尺 表示 有 关 自 变量 的 有 理 函 数 , 则 以 下 一 些 类 型 积分 ,经 
适当 的 变量 置换 后 ,可 成 为 新 变量 的 有 理 分 式 积分 . 


(7) | Recosr'sinz)dz 型 积分 设 : 一 tan FWA 


I=— +с. 


H O 2 
| Rccosz,sinz)dz = Ja( (eitr 
= | Rod: (3.2) 
例如 : 
127 ОРА 24 
| = = q o | pn 


=2Arctan (7 t )+e 


=2Arctan (Fstan 2) +. (3. 3) 


. 74 • 


(8) | Recosh zsinh z)dz 型 积分 Ў :一 tanh FWA 


[ Reosh zsinh mdz = (6.22) 2а 
= [Roar (3.4) 
W TES: 
‘9 [Rlz, aum 型 积分 (其 中 МАИ, a BYS 
ЕВ = 
均 为 常数 ) 设 Pawa = WA 


R|" = 


&"—В 
Д: = 


"КЕШ 
б (3. 5) 


比 这 类 积分 更 为 一 кю. 


z 十 5 “ох +В .. "ах+Ё 
Jale ул+8” Nyrt’ EE) 
其 中 p,g,…,s 为 自然 数 . 设 N 为 它们 的 公 倍数 , 则 通过 变换 
于 十 一， 可 将 积分 变 为 有 理 分 式 积分 ， 
Үх+8 


dz му 
例如 :| 三 0 天 了 ' 设 并 一 +, 则 有 
ах т 6° У. _ 
ГЕ = Е] [aras | р-а] 
一 6(t 一 Arctan t) +c 
一 6(VZz 一 Arctan Vz )+е. 
(10) Euler( 欧 拉 ) 代 换 : 对 于 积分 


fre, Var +br+c)dr (a.b.c HAK, H b —4ac#0), 
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可 根据 不 同情 况 ,分 别 用 以 下 3 种 代 换 ; 
O >0 时 (第 一 代 换 ) #уат'+5х+с=г+у/ат (或 1 一 
Vax). WA 


аве Е =e ) 
0 一 2Vat 0 十 2Vat 


及 


Vakata = =a Ниса 
0 一 2Va t 


жуа +bt--c уд 
R 0 十 2Vat | 


因此 积分 可 以 有 理化 

| Rea. Va Fir Foar 

ё—с FVat? Кыса =c V = 

|== bF2Var | 5 q Rod 

@c>>0 时 (第 二 代 换 ) Ў var 十 pz 十 c = zt 十 Ve 
(或 zt 一 Vc ), 则 有 

х=? t—b (а=) 
a= 


&—# 


Ë 


及 
Матыс Ye bra c [a= aE) 
a—ť a—ť ; 


代入 被 积分 式 , 即 成 为 :的 有 理 式 积分 . 其 实 ,Euler 第 一 、 第 二 代 
换 可 以 互相 转化 . 因为 若 取 == , 便 有 


Матыс Марыа, 
其 中 系数 a,c 的 地 位 恰好 交换 . 
@ 当 方 程 az? 十 br 十 c=0 有 不 同 实 根 Яп 时 (第 三 代 换 ) 
Ë Var 十 bz 十 < 一 上 Cz 一 1)( 或 t(Zz 一 Ap)). 同时 有 
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TUH A атг 
—а t 
代 人 被 积 式 , 即 为 上 的 有 理 式 积分 . 
实质 上 这 种 情形 与 (9) 相同 . 因为 此 时 Var 十 bx 十 c = 
Vala Aa p) =(х—4) = P (假定 (z 2)>0) , IN ЕВ? 


作 代 换 就 是 


а(х— р) 
工 一 人“ 
例如 ,对 于 积分 


ах 
=== 
ER 3 类 Euler 代 换 都 适用 . 以 第 一 代 换 为 例 , 设 Vz 3+2 = 
ti 一 x, 则 有 


2—2 202 +3:—2) 
=з Ж боду ш, 
代入 被 积分 式 ,就 得 到 关于 上 的 有 理 式 积分 . 


| аг +3124 
z442 F3}? | +Y 
а) 二 项 式微 分 型 积分 


| zx"(a 十 br")*dzr (mn p 为 有 理 数 , 且 至 少 有 一 个 不 为 整数 ). 

先 作 代 换 < 二 zx", 可 得 

[= a+6yya = 1. Í (аЬ), q= 
只 要 在 p,q Apta 中 有 一 个 是 整数 时 ,就 可 将 积分 转变 为 有 理 
式 积分 ,所 作 代 换 如 下 : 

=e = (ш р ЭН а=), 


277 - 


= Ya Fi = Va For Е а 为 整数 ,并 设 =), 


m tE = [= (м pHa 为 整数 ,并 设 ШЕ 


例如 ,积分 
dz 
VIF 
1 m+1 


就 是 二 项 式微 分 型 积分 . 相当 于 m=0,n=4,p ч | 


3, pq 昌 不 为 整数 ,但 p+a= 1 是 整数 ,因此 可 取 变换 ; 


4 T 4 1 
=, |= = (Вр r= 1t), 


т 
к" 


ёг _1 [+1] _1 
[== =- [5% 4a! a |] 2 Arctan +С 


ЭТ. 4 + 
yita е =L Arein Itz +е. 
aa /1+х'—х| 2 z 


ШЖ. p.q 和 十 q 都 不 为 整数 , 则 二 项 式微 分 型 积分 
уе Је“ F bz)'dz 


不 可 能 用 初等 函数 的 有 限 形 式 表 示 出 来 . 但 可 用 递 推 公式 
(аЬ) zt р+чд+2 


J, = аФ+1) аср+1) e Pl 
(аі) ， 力 十 q 十 2 
J, = a(q+1) аса 1) re q 1, 
以 及 
_ (а)?! ар k 
Татар БЕ" b+qZ—1, 


J (аЬ)?! 2* aq J 

° b(p+q+]) b(p+q+1) ne"! 
# p EK q 变 成 真 分 式 . 

(12) 5 型 积分 (其 中 p,q 为 有 理 数 ) 通过 变换 
t=sin° x 可 将 积分 化 为 二 项 式微 分 型 积分 
J 一 f sin’zcos'zdz=+ | (1—0 а, 

因而 当 p( 或 g) 为 奇数 ,或 者 pta 为 偶数 时 ,积分 都 能 用 初等 函数 
的 有 限 形 式 表示 . 


特别 地 , 当 p.q 都 是 整数 时 ,可 用 下 列 递 推 公式 来 演算 积分 
1 sin”” zcos™ "zx р+4+2 


bp+qZ—1, 


El PESI Joare» 9 天 一 1， 
їп?“ гов"! | p+q+2 
s eat sss 
_ sin’ zos 7\2 ‚0—1 
J, = P Tq FiFi pa’ 2+9%0, 
іп?! 9+1 = 
jaon et RO piati 


P+q p+g 

某 些 不 能 用 初等 函数 有 限 形式 表示 的 重要 积分 : 
(1) 椭圆 积分 (elliptic integral) 

在 型 如 


[као )dz (3.6) 


的 积分 中 ,不 能 用 初等 函数 有 限 形式 表示 的 , 称 为 椭圆 积分 . 其 中 
P(z) 为 三 次 或 四 次 多 项 式 ,R 是 关于 自 变量 的 有 理 函 数 . 
经 适当 变换 ,椭圆 积分 可 以 变 为 下 面 三 种 标准 形式 ，: 


Í dz | = dz 
/(1—zZ)(1—E z) /(1—z#)(1—Ë z) 


| dz 
‹(ї+һг)/а1—4)(1—#') 


er ES 


其 中 o<k<1. 分 别称 为 第 一 、 第 二 及 第 三 椭圆 积分 . 若 再 经 代 换 
z=sin 9, 这 三 种 椭圆 积分 又 可 写成 如 下 形状 : 


de [ Erma 
[< 1 一 全 sin p dọ; 
Vi—k sinp # 
а 
| 一 一 到 一， < 


(1 十 hsinzp) VI k sinp 
(2) 对 数 积分 (logarithmic integral) 


А d d А 
Ес | а | =L, 一 ln у. 
(3) 正弦 积分 (sine integral) 
Í З tay = si(z). 
х 
(4) 余弦 积分 (cosine integral) 
| ®®&а = ско). 
I 


3.2 ERS 


3.2.1 概念 与 性 质 


定义 3.2.1 设 f 是 区 间 [a,6b] 上 的 有 界 函 数 .a= zo mio 
Zi 一 0 为 一 组 分 点 ,zi-i<zi(i 一 1,2,…,m)， 这 组 分 
点 将 [a,6] 分 为 n 个 子 区 间 (subinterval) , 称 它 是 区 间 [a,6] 的 一 
个 划分 (partition). 记 4 为 最 大 子 区 间 长 度 , 即 
А = max{Azi = z, — л}, i = 1525585 n; 


从 每 个 子 区 间 [zi~: yz] 上任 取 一 点 和 , 作 和 式 


e= Ууд, 


称 此 和 式 为 Riemann 和 (Riemann sum). 
。80 。 


若 对 于 [a,5b] 的 任意 划分 及 的 任意 选择 , 当 M-~~0 时 有 


limo = I, 


3—0 


则 称 f #E[a,b] Е Riemann 可 积 . 并 称 此 极限 1 为 在 [a,b] 上 的 
定 积分 (definite integral) (或 Riemann 积分 ). 记 作 


I= [уо = lim) (Әл. 
定义 3.2.2 和 数 


s= Saran, 
称 为 Darboux( 达 布 ) 下 和 (lower Darboux sum) ,其 中 m, 为 f E 
第 i 个子 区 间 上 的 下 确 界 . 和 数 


S= Мт, 


称 为 Darboux 上 和 (upper Darboux sum) ,其 中 M, 为 f 在 第 i 个 
子 区 间 上 的 上 确 界 . 

Darboux 和 的 性 质 

(1) 对 于 同一 划分 的 Darboux 下 和 与 Darboux 上 和 ,分 别 是 
Riemann 和 的 下 确 界 和 上 确 界 . 

D 如 果 划 分 是 在 划分 中 加 入 若干 新 分 点 所 得 , 则 有 

7 及 5<5. 
(3) 对 任意 的 两 个 分 割 ,人 总 有 
m(b—a) < s< S' <Mb—a). 

其 中 m,M 分 别 为 了 Elab] ERFAR EMR. 

定义 3.2.3 IH Darboux 和 的 性 质 知 ,对 所 有 分 割 而 言 ， 
Darboux F HI (s) Æ EF , Darboux 上 和 集 {S} 有 下 界 ,从 而 分 别 
有 上 确 界 sup{s} 及 下 确 界 inf{S}. 我 们 称 它们 为 f Æla, b] EH 
下 积分 (lower integral) 与 上 积分 (upper integral), 并 记 作 


red 与 оош. 即 
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[сах = зар), Гесэ = inf(S). 
定理 3.2.4 Darboux 下 和 s 及 Darboux 上 和 S 分 别 以 下 积 
分 与 上 积分 为 极限 , 即 


lims = [reoaz, limS = [усш 
Ж 3.2.5 8 f E[a,b] F f ЖА. И 在 [a,5] 上 
Riemann 可 积 的 充 要 条 件 是 


[лсе = Treodz， 


即 , 对 于 任 给 的 s>0, 总 存在 某 一 划分 ,使 得 
5—5 = Sw да, < є, 


其 中 5,5 分 别 为 划分 的 Darboux 上 和 及 下 和 .ww 为 f 在 子 区 间 
[zi-1,7x:] 上 的 振幅 , 即 
w; = M; — m;. 

= 3.2.6 可 积 函 数 类 (integrable functions) ЕЗ 类 
函数 在 区 间 [a,b] 上 可 积 : 

1) [a,6] 上 的 连续 函数 . 

(2) 在 [a,b] 上 只 有 有 限 个 间断 点 的 有 界 函 数 . 

G) [a,6] 上 的 单调 有 界 函 数 . 

定理 3.2.7 有 限 个 可 积 函数 的 和 函数 与 积 函 数 仍然 可 积 . 

定理 3.2.8 设 函 数 f 在 [a,b] 上 可 积 ,q 为 一 连续 函数 , 则 复 
RKA MEL b] ETH. 

定理 3.2.9 若 在 有 限 个 点 上 改变 可 积 函数 的 值 , 则 其 可 积 
性 不 变 . 

定义 3. 2.10 


D Гуса = о; D руса = лсо. 
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定 积分 性 质 (properties of the definite integral) 
D 定 积分 值 与 积分 变量 记号 无 关 , 即 | сда = | foa 
(2) 线性 性 质 

| [eree + весов = af fedr + Ва сода, 


其 中 a、B 为 常数 . 
(3) 积分 区 间 的 可 加 性 


[еса f fde = | reodz 
(O 比较 性 质 若 f,g 在 [a,b] 可 积 , 且 f<g, 则 
Госа ecoar， а<& 
特别 地 , 当 f(z) 宇 0 时 ,有 
[far>0, a<b. 


(5) 绝对 可 积 性 Ж 在 [a,5] 上 可 积 , 则 | fl 在 [a,6] 上 也 可 
积 , 且 


уса |< |, | 7GCz) | dz. 


定理 3.2.11 设 M,m 分 别 为 [a,6] 上 连续 函数 f 的 最 大 值 
与 最 小 值 , 则 


müsa) < [fdr <Mo-a), a<b. 


定理 3.2.12 积分 中 值 定理 (mean value theorems for integral) 
(1) 车 f 在 [a,b] 上 连续 , 则 至 少 存在 一 点 Є [a,b ,使 得 


[war = р-а). 
(2) Ж Уе Ela bl EER, HE g 在 [a,5] 上 不 变 号 , 则 至 少 
存在 -点 6E Га, 5]. | соса = feo асоб. 
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(3) 车 g 在 [a,6] 上 可 积 ,f 在 [a,b] 上 单调 , 则 至 少 存在 一 点 
SE [4a,b], 使 得 


[уке = [сда fO gtr)dz. 
特别 地 , 当 f 为 单调 碱 的 非 负 函数 时 ,有 se Га, 5]. 8848 
Кое = fof edz 
КНЕ Т. EE [a,b] ,使 得 
[сшде = KORGI 
例 3.2.13 证 明 :lim | ”Smzdz = 0 Q > о). 
证 明 方法 一 ”应 用 积分 中 值 定理 (定理 3. 2. 12(1) 7 可 得 
im |77 Ed im .po0 ё Є [mn+ 0], 
方法 二 ”应 用 积分 中 值 定理 (定理 3. 2. 12(3)), 可 得 


tp si Я 
| szdz| = L| ff sz dz|= L |eosa— cos ё. | 
. r п 1), п 


<š, Z, € [mn+ p). 
因此 


3.2.2 定 积分 计算 


定理 3. 2.14 微 积分 第 一 基本 定理 (first fundamental theo- 
rem of calculus) 设 f 在 [a,6b] 上 可 积 ,FF 是 [a,6b] 上 由 变 上 限 
积分 


F(z) = Гуо 
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所 定义 的 函数 . 若 f 在 [a,6] 上 的 点 c 处 连续 , 则 下 在 c 点 可 微 , 且 
Fo) = f(c) 
GE c=a 或 4, 则 FF(c) 为 单 侧 导 数 ). 
ЖЕ 3.2.15 微 积 分 第 二 基本 定理 Newton-Leibniz 公式 
(second fundamental theorem of calculus (Newton - Leibniz for- 


mula)) 车 f 在 [a,6b] 可 积 , 且 F=f, 则 
[fdr = FW) 一 F(a) (或 记 作 Fa) |). 


#1 3.2.16 Q) Bm o= Ë тт Ж f G. 


. E 
解 Reor 及 rw=f rri Тт, 则 f(x) = 

F(Cs(Cz)). 根 据 复合 函数 求 导 规则 及 微 积分 第 一 И 

Р) = F'(gGz))g' (z) = Е'(х?) + 322: = T 32, 


(2) 已 知 = | =. fa, 
н ra = [| 7 


ах Ja Inz 


Ts [5 = | 
nl Z hz 2yz nalt ут 
х 
ах 
(3) 计算 |， Ге 
解 因为 [z 一 In(1+e)] = ( 见 积分 法 中 的 配方 法 ). 
根据 Newton-Leibniz 公式 有 


г /ee КЕТ 
[= In(1 十 er) 卫 ， 


= [1 一 InG+e] [‹ 1) m(1+4)]=1. 
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r F 1—2 
(4) 计算 | ET (O <= 1). 


f 由 (3.3) 式 知道 ,函数 


F(z) = 2Arctan (3 Жал) 


1—7 
EI aros” 
类 间断 ,并 知 


lim F(x) =— x; lim F(z) = x. 


aent rer 


但 Newton-Leibniz 公式 依然 成 立 , 且 


的 一 个 原 函 数 . 虽然 F(z) 在 += 士 x 处 为 第 一 


т l-r? i 
[=== Е(п— 0) – F(— z+ 0) = 2x. 
i lz +1 
(5) 计算 [, арії 
E ”根据 部 分 分 式 积分 法 (3. 1. 2 节 积分 法 (5)) ,从 形式 上 可 
以 求 出 原 函 数 


2 
F(x) 一 一 + Arctan ЗС = D: 


z — 4z +1 

但 如 果 用 [F(1) 一 F(0)]=0 来 计算 定 积分 ,显然 是 错误 的 . 这 是 
因为 zo 二 V2 一 V3 Є[0,1],й F(z) 在 zo 产生 第 一 类 间断 ,所 以 
不 满足 Newton-Leibniz 公式 的 条 件 . 正确 的 计算 方法 应 为 


f zli Ñ | z tlis 
To 


02° +1 о 2% +1 z +1 
= [Flr — 0) — ЕСО) ] + [F(1) — Flr +0) ] 
三 
= 


定 积 分 换 元 公式 (change of variables in the definite integral) 
设 函 数 f(x) 连续 ,函数 Ф) Га, В) ЕЖЕТ. 则 


KA R , 
| f(z)dz = | FME dt. 
ga) а 
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B 3.2.17 аж air d. 
Шз +27" 


@ 1+2=1, х=) = Vi, AAR Z () = 


1 
R g(5) 二 2,9(10) 二 3 因此 
2vVt 一 1 Р 
з т? ү чае 17 
Kua „ЕЕ du = 100 
z dz 
ож | 1. 
аэ тр 


Ж КЖ r=) see (F< <š), 于 是 dr=sec t.» 


tan r dr, (2) 2, ($7) 02, /Z2—1=-—tan t. 因此 


-Z dr | sec г • tan £ Ë: 2 十 V3 
dt „Sec t dt = jn Я 
j: Мт =1 ## 一 tant š 1+ 


定 积分 分 部 积分 公式 (integration by parts for definite inte- 
gral) 


Гасот сове = [и(х)а(х)] | 一 [ооо сэ. (3.7) 
Wallis( 沃 利 斯 ) 积 分 公式 ”由 (3.7) 式 可 得 


зіп? ”zcos х |? 
ві а 5002-52082 
° P ° 


+ 21 sim zdr, р>1. 
4 p 为 正 整数 时 ,反复 运用 这 一 公式 可 得 Wallis 积分 公式 


Гента = f’ cos"zaz 
Ü f 
(00-011 x _ 
торт `> m = 20, Шу. 
| 2%)! =» \ 
CZk+ DI т š 
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定义 3.2.18 设 f 和 g 是 定义 在 [a,b] 上 的 函数 .a 二 zo ,x1， 
Lar Eni z, = 一 0 为 区 间 的 一 个 划分 ,在 Lz-tyz] 上 任 选 一 点 
ZI/(i 二 1,2,…,n) ,构成 和 式 
BODE) — glz )]. 
若 当 最 大 子 区 间 长 度 4 二 max(z, 一 x,-!) 趋 于 零 时 ,该 和 式 的 极限 
存在 , 则 称 此 极限 为 /对 g 的 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 (Riemann- 
Stieltjes integral) , 记 作 [ease „Вр 


б * 
[rdw = lim У) f(z) [gz) = в(=:1)]. 
а i=} 


显然 , 当 函 数 g(x) 连 续 可 微 及 f(x) 在 [a,b] 上 Riemann 可 积 
时 ,上 述 R - S 积分 就 是 通常 的 Riemann 积分 , 且 


[усов š: KOEL 
关于 Stieltjes 积分 的 存在 性 有 下 列 准则 
O E ER E e 有 有 界 变 差 (3. 3. 3), 则 积分 | Sdo 


存在 . 

(2) 车 f 在 [a,5] 上 Riemann 可 积 , 且 函 数 g 满足 Lipschitz 
条 件 

|g) gla) |SL| Cx 一 zx2)|， 工 为 常数 ,zi z, [lab], 


则 积分 | /Cz)dg(z) 存在 
(3) ж fraw 存在 , 则 | stz)dy(z) 也 存在 , 且 


b b 
[соус = ув) Ra] -| LA 
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3.3 Ж ЛЫШ 

3.3.1 平面 域 的 面积 (area of а plane region) 
(1) 直角 坐标 系 (图 3. 1(a)) A= [лч = gtis 
(2) 极 坐标 系 (图 3.1(b)) A= ecwae 


(3) 参数 形式 (图 3.1(c)) A= [yay ayar. 


У | х=) 
:| у-у) 
рф) 
sss 
Ў 
бв т од) мр 人 
(a) 直角 坐标 情形 (b) 极 坐标 情形 (с) 参数 方程 情形 


图 3.1 平面 域 的 面积 


例 3.3.1 (1) 计算 由 抛物 线 
z=5y, х=1+у° 
所 围 平面 域 ( 图 3. 2(a) ) 的 面积 . 
解 А=2(А,+А,) 


= (а мт) 


+ 2 
A= 2] [a +y) – 5y dy = —. 
0 š 
(2) 求 双 纽 线 m = 2a°cos 2ф 所 围 域 (图 3. 2(b)) 的 面积 . 
Ж лА=1{. Laf" cos2gde = 2a’. 
2 ° 
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(3) 求 长 . 短 半 轴 为 a,6 的 椭圆 面积 . 
解 椭圆 的 参数 方程 为 -=asin t, y=bcos г ( 见 图 3.2(с)), 
所 以 


А=4 |} (bcos 2) (асоѕ 2) 2 = nab. 
° 


图 3.2 平面 域 
3.3.2 空间 体 的 体积 (volume of a solid) 


如 图 3. 3(a), 设 空间 体 Q 垂直 于 = 轴 的 横 截面 面积 函数 
A(z) 为 已 知 , 则 Q 的 体积 为 


v= Гасоаь. 


Го) 


(а) (b) 
图 3.3 空间 体 体积 


+00. 


特别 地 ,对 于 旋转 体 (图 3. 3(b)) 的 体积 有 
v= [~ #(т)ах. 


13.3.2 (1) 如 图 3.4, 底 半径 为 r 的 圆柱 体 ,被 过 底面 直 
径 且 与 底面 相交 a 角 的 平面 所 截 , 求 截 下 的 槐 形体 体积 . 

解 垂直 于 直径 的 槐 形体 截面 
为 一 直角 三 角形 . 其 面积 随 xz 变化 


的 函数 为 Асю = ratan а. 


因此 , 槐 形体 体积 为 
у= 2 Adr 


= [е — x° )tan adx 
° 


图 3. 4 ЖЕЖ 


2 з 
= —r°'tan a, 
3 


若 垂直 y 轴 取 截面 , 则 截面 形状 为 矩形 ,面积 函数 为 
Aly) = 2/7 — у? y tan a. 
IPE TI НОИ К 
У = рту у tan ady = Srtan а, 


(2) 计算 由 星 形 线 
1 +y =a 
绕 z 轴 旋 转 所 得 旋转 体 体积 . 
Ж 星 形 线 的 参数 方程 为 
х=аѕіп t, у=асоѕ? г; 0о<г<2т, 


因此 其 旋转 体 体积 为 


У =2х 站 ecospDGaasir t cos t)dt 
0 


+ 
3 
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61! _8!! 

= 6ra (э п) (由 (3.7) 式 ) 
=32 5 

= ros" 


EX 3.3.3 设 f(z) 是 区 间 [a,6] 上 的 一 个 函数 ,对 于 [a,6] 
的 一 个 划分 А:а=х,<\х\<\хл,<++< „=, 


V(A) = > | fz) = firi) | 


为 /(z) 关 于 划分 A 的 变 差 . 如 果 存 在 常数 M, 使 对 一 切 划 分 A, 均 
A V(A)< M,MJ#k f(x) 在 [a,65] 上 有 有 界 变 差 . 

注意 ,连续 函数 不 一 定 是 有 界 变 差 函 数 . 例如 函数 

fosd, *5°0› 
= + 

0, х= 0 
在 [0,1] 上 连续 ,但 不 是 有 界 变 差 函数 . 

定理 3.3.4 设 f(z) 是 [a,6] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 则 f(z) 也 
一 定 是 [a,6] 上 任何 一 个 子 区 间 的 有 界 变 差 函 数 . 

定理 3.3.5 有 限 个 有 界 变 差 函 数 的 和 、 差 、 积 仍 为 有 界 变 差 
函数 . 

定理 3.3.6 f(x) 在 [a,5] 上 为 有 界 变 差 的 充 要 条 件 是 : 
帮 z) 可 以 表 为 两 个 非 负 单调 增 函 数 的 差 . 

定理 3.3.7 # 2=000),у= (0) HL st ЕВЕ РА, WJ 
由 此 参数 方程 给 出 的 曲线 工 ,可 求 长 ( 见 定义 12. 1. 4) 的 充 要 条 件 
是 PU) ,y(t) 都 是 [ti ,ts ] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 

定理 3.3.8 设 p(1),y(w) 在 [t,t;]J 上 有 连续 的 一 阶 导 数 , 则 
H r=), y=) C Kt t) Ér a E K I ET AR K; EI 
长 为 
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Тг [Peor FOF а. 
А 


定理 3.3.9 设 y=f(z) 在 [a,b] 上 有 连续 的 一 阶 导数 , 则 由 
y 三 f(z)(az<6) 所 确定 的 弧 段 可 以 求 长 ( 见 定义 12. 1.4), 且 
弧 长 为 


L= f М1+[/'(х)] dz. 
在 极 坐标 系 下 , 若 P 一 P(9) 在 [a, 站 上 有 和 连续 的 一 阶 导 函 数 , 风 


该 弧 段 的 弧 长 为 
L= f Ve +o” 4. 


01 3.3.10 ЖААК ”由 椭圆 的 参数 方程 z=asint, у= 
bcos t, FEI 


L= KETA di = [еттт dt 

= ает di = aEGe,D. 
这 是 (3.6) 式 所 提 到 的 第 二 类 梯 国 积 
жде унио 
ТТТ 


(centrifugal rate). 显然 , 椭 


为 4Е(е.7). 

柱 面 面积 (area of а cylindrical 
Surface) 
如 图 3. 5, 设 空间 曲线 AB 的 参数 Wo Em 
HEA z=<xz(0O.,y=yG(),z==(t) (220). CE ху 平面 上 的 投影 
为 A'B’, WEH AA'B'B 的 面积 为 


A= [го Мт WF HEIyY OF de Cta <t). 
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特别 地 , 当 参 变量 上 就 取 为 zx 时 ,有 
А = fo V1 十 Ly Р dz. 


旋转 面 面 积 (area of a surface of revolution) 
如 图 3. 3(b) 所 示 , 由 曲线 段 y= F(z)(y>0,a<z<b) 绕 工 轴 
旋转 而 成 的 旋转 面 面 积 为 


b 
A= |" f(z) VIF GYT dz. 


91 3.3.11 H HB г = нее 


的 面积 ( 设 a>b). 
f ”根据 上 述 公式 有 


A= [| у(х) /1+ (y (z))° dr 


= ^| 2. м e= х? іх 
үч ше 


= 2л&(ь + $ Arcsin ‹) Ч 


其 中 e = e 为 椭 加 的 离心 率 . 


若 对 换 a,b 的 位 置 , 即 可 得 绕 短 轴 旋 转 所 形成 的 旋转 面 的 
面积 


b b 
A=2r| усо VIT OY dz= zf, а ftir de 


_ 中 11+e 
= 2?ла(а+- =т=): 
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3.3.3 质心 与 形 心 


定义 3.3. 12 
(1) 平面 物体 的 质心 (centre of таѕѕ)С(т,у) 
r= ° з=’ 
其 中 M 为 物体 的 质量 ,M.,M, 分 别 是 物体 对 zx 轴 和 y 轴 的 静 力 
Ж (static moment). 
(2) 空间 物体 的 质心 CCz,y) 
- M, -_М„ - M, 
х=" M" М 
其 中 M 为 物体 的 质量 ,M;,,M,.,M,: 分 别 为 物体 对 xy ,zz,yzx 坐 
标 面 的 静 力 和 矩 . 
当 物 体质 量 密度 均匀 (不 妨 设 为 1) 时 ,物体 的 质心 就 是 物体 
所 具 几 何 形体 的 形 心 (centroid). 
形 心 公 式 (formula for centroid) 


(1) 平面 曲线 的 形 心 ( 图 3. 6) 
[z Asura _ [reo + о az 


72 * y Т] 
[VIE Qy az [УТЕ OT az 


图 3.6 平面 曲线 的 形 心 图 3.7 平面 图 形 的 形 心 
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(2) 平面 图 形 的 形 心 (图 3. 7) 


.. Гасло -eco]dz 
==. ‚ y a 
| (G) — g(z))d= | ЕРНИН 

#1 3.3.13 (1) 半径 为 尺 的 半圆 弧 的 形 心 . 
解 ” 设 半圆 弧 方程 为 +y =R (уг20). 由 对 称 性 知 工 一 0 ,而 
4—28, 


А if —ə— 
2 1. s R:—= т 


[у — gt(S533% 


因为 ссу) (0,28). 
(2) 半径 为 R 的 半圆 形 心 . 
Е 设 半圆 面 为 0<y< VR 一 x? ;一 R<r<R. 由 对 称 性 知 
ZX 二 0, 而 
一 1 к 2 4 
У Le Ë 7 (R — r) dr К. 


所 以 CG,y)=c[o,=—-R). 
(3) 半径 为 RR 的 半球 面 的 形 心 . 
解 ” 设 半球 面 方 程 为 x? 十 y' +z 二 R*(z 之 0), 由 对 称 性 知 


т=0, y=0. 而 
R Ее 
| z • 20202) У/1+ [хт 0) 1 dz 
0 


z = = 
[ 2rz(z) У/1+[х' (2) 0 dz 
R 
É zarf zdz O R 
= — = 
А) dz 
0 


2 
所 以 CC, yz) = с(о.о.&). 
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(4) 半径 为 RR 的 半球 形 心 . 
解 ” 设 半球 体 为 十 y +z < R: (2220). 由 对 称 性 知 工 = 0， 
y=0. 而 


HA С‹х,у,) = с(о.0. 26). 


ХЕЗ 3.3.14 Pappus( 帕 普 斯 ?定理 

(1) ë D 5 L 是 位 于 同一 平面 中 的 一 个 平面 区 域 和 轴线 . 二 
者 不 相交 . 则 由 平面 域 D 绕 轴 线 工 旋转 所 形成 之 旋转 体 体积 ,等 
于 忆 的 面积 与 刀 的 形 心 轨 线 长 之 乘积 . 

(2) i£ C 55 L 是 位 于 同一 平面 中 的 弧 段 与 轴线 ,二 者 不 相交 . 
则 由 C 绕 工 旋转 所 形成 之 旋转 曲面 的 面积 ,等 于 C 的 弧 长 与 它 的 
形 心 轨 线 长 之 乘积 . 

例 3.3.15 如 图 3.8, 设 圆 纹 环形 曲面 S 是 由 半径 为 r BS [B| 
绕 共 面 轴 z 旋转 而 得 . 圆心 到 z 轴 的 距离 为 尺 (R>>-~). H ЕЖ 
Рарриѕ 定理 知 ,曲面 S 的 面积 为 

2rr。2rR = 4т°,К. 


图 3.8 圆 纹 环形 图 3.9 引力 做 功 
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而 环形 体 体 积 为 
rr 。2rR = 2т?°Е. 

例 3.3.16 引力 计算 与 变 力 做 功 . 

如 图 3. 9 所 示 ,有线 密度 为 o 的 均匀 质 杆 , 长 为 !. 在 质 杆 的 
中 垂 线 上 有 一 单位 质点 M. RM 由 A 点 移 至 B 点 时 引力 做 功 . 

解 ” 取 坐标 系 如 图 3.9, 由 对 称 性 可 知 , 质 杆 对 质点 的 引力 为 
y 轴 方向 . 为 计算 这 个 引力 , 设 M 点 的 坐标 为 (0,y). 由 dz 微 段 质 
杆 对 M 点 所 产生 的 引力 , 沿 y 轴 方 向 的 分 量 为 


式 中 上 为 万 有 引力 常数 . 因此 , 质 杆 对 质点 M 的 总 引力 为 
in dz — 2kpl 
Е(у) т-у = . 
9 к], (z: + y)” y Му FE 
所 以 , 当 质 点 M 由 A BEB 时 引力 做 功 为 


—› —› 2 
w | F(y)dy Í ы dy 


у vty + Ë 
aN du 2koln a, V4 +Ê +1 
wu yu +Ë b Ма + +1 


3.4 积分 表 


基本 公式 (basic formulas)( 表 中 积分 常数 c 省 略 》 
(1) f (af(z=)+bg(z))dz==a | fadet | &(х)ах. 
D | fg Сва Уса) | асо Содда, 


сз) | rczydz= [raya aya, 


. 98 • 


”代数 函数 的 积分 (integrals of algebraic functions) 


n+l 


х 
wfe вт 


|21, п= — 1. 


пж —1, 


dz 
at+z* 


o [-®- =з EH (ш>), 


2а а 


(5) =-arctan 2. 
а а 


dz 
D |= 28 та а (>a). 


Ж Х=а+Ьх+сл?,4ас 6 = 420. 

2 2cz 十 0 

e |a= Е Arctan г 
dz 2ст+Ь 2 | dz 
o | qX al X 


ao) | dz 2cr+b_ |， zanie | dz 
(a+br+cz2)" q(n—1) X"! gq(n—1) J X 


会 (a 二 bx)" 项 (m,n21). 


ар | (atbr)"dr— GED 
z(a+bz=)""! (a+bzxz)""2 
Ба а ato) 
z"(a+bz)"*! 

bnt1) 


аз) | аьа 
13) [арос 

рор | 2 latory da. 
> (7 Jaret Z атаја. 


(14) Í Latba)" | 
T k=l 


四 "+1 
as) | etw d= (ae 十 bz) 


a(m—1)<=z"-! 


b(n—m+-—2) f (a+bz)" 


a(m—1) 2"! 


— di 


< 99 + 


=l п>1, 


Үш үүн pe 

бё [йе е bn—1) (а +2) 

了 nla 十 好 |， п=1. 
== === a ЧАШ 
bln— 00а + br)” ' b(n—1) ` 

х dz | ах 
аљ а =: (а а) 121, 


х а =V 
уи л!а+&|, п = 1, 


| = 
&(п— 1) (а + Бх)" жет” 

a Жа 
ав | ата етв та 
bm 下 Жс 


a DOLE x+% 


dz | dz 
ao | Py 20а Бх)" а 
1 х 
тше , п = 1. 


=t 
20 
‹ f; "(а у — s 


|--с == = ma TAN 


含 Va 十 bx 项 (n>0) 
ор] Маъ dz 一 总 Co 十 oz) 


(22) | = VAT dz= 22а) — -izla tbo). 
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本 _ 2z"(a +br)? 
(23) |z" уа + àr dz = (2л +3 
буув | Маал, 
Va 十 br | dz 
(24) | 一 一 dz 一 2Va 十 bz +a | ———. 
== z=2Va 二 br 二 a = 
(25) | Ма бг ar- atiz)? 
= a(n—1)z""1 
十 &5 一 b(5—2n) Yat dy 
tama- 
dr _2 
026) ) ZTE b Ма+&хт. 
ат | -ж=—-=#Ф® бә аты, 
xdr 22" 2nf .1 
a jz b Va 十 br b [= Ya 十 bz dz. 
уатох-—уа а 
, a>0, 
C0 | dz "|a ве ta 
z yafbr уы, 
Arctan 
/—а 
Go) f dz Ма+&х 
xz" /a+bz a(n—1)z""! 
_02п—3)ь [ах 


Tn Da) ар ` 
gar A ar) 
өз | Va =r х= 去 [> SE +atArcsin [= Jil 
(32) [z ааа TO zt. 
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е tt ры 
зэ | > 4 — zx dz 一 п+7? 


la — =la yi a т=з 
Gs) [а (C = | > 


z" а (п 1027! az(n 一 1) 


сз | —s=Arcsn[2). 


зв) | х"дх = а=! + 2(п— D = жт dz 


«= ы ма? — д? 
dz 1, | 
a» f 
agaa a" т а. 
dz _—_ Vaz 
чо) [= UZ laD 


+a жосу] ыт = 
含 Vo 十 xz 项 
anf Va Fr dr=} [a va Fr 十 ozln|z 十 Va Fr m 


(42) Е Мааа Tati, 
n-i 7 2 23$ 
чз› |= Yar Td = gani 


_ (а= Da РЕҢ 
nF2 [= маа а 
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2 
a [а атат aln 
аә | vet Ty —_ (a +22)? n—4 | 


@(n=Dr™ a(n—l) 27% 


акмат) 
х 


ao | |а рат). 


х dz 


an | 292. JITE: 


Er 
as | -2 "Ма 42? (= tir 
== n ы ма Fr 
Ере E а +z 
aji ziat ete |. 
2 
Go) | dz = Nat 


z" Ма Ба? at(n—1)z""" 


0020 EE _. 
PAD] у-ур” 


含 V 和 好 一 好 项 (a) 
(51) | V=—a dz=+[= Ма 一 ozln|z 十 Мх*—а* | ]. 


2__2у$ 
2 | > Мат =G et 


А >= _z (ra) 
сз) | > Vz Tdr= 
0 f pya da 
n+2 k 
2—8 dr= yr а? р ). 
s (маб. (22а)? Маа е 
9 а у 


2" арат 
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dz 
(56) | ———=!n уз? а? |. 
J т=з |z+ # = | 
f _ xdr 
(57) === 2? —а?. 
(58) z"dr _ a Vr а а (п аре dz 
0 уа? n VE 一 0 
аг E = 
(59) г сет i see( =). 
f dz _ _ VE 一 村 
(60) ) 7 = 
z" Ма а? а'(т—1)х 
+z =] A a 


含 V2ax 一 好 项 (a>0) 
(61) | Ма ааа ат Ha Arcsin( 2) |, 


; 
(62) [= Мах dz= 一 za аата. 


= Ln} 
(63) [= Jar- dx= === 2°)? 


+D f х"“М2ах—х* dz. 


аа ш. 22) 
х (3— 2п)ал" 


|== v 2ar— z 
те Е 


(вв) | — Z = 2Aresin | = Arecos[1— Z). 
2ах—т 2а a 


хах 7 іх 
G? | 2 V2az ?+ | Fe 


свв) | zdr _ z" V2ar— r 
ах—Х ы 
十 C2z 一 Da Dde 
п V2az 一 到 
во) f аг Е уат 2? 
х /2ar—z° ах ` 
a» | ах — (дат 2? 
х" ах 2а? “a(2n—1)=x" 
+ (п—1) dz 
009—1) | убт” 
€ Inx 项 


(71) | ln rdr=zln 工 一 工 。 


= 
(72) | = In абе 5а z— 5. 
> ЕЕ. 2 zt 
073) | < Inzde= тір z TFD 
: 
qa | n za = n) 
х 2 
ln х 一 ln z 1 
QS) | dD арат 
(ln z)? , Un z)’ 
пт 2 2330 


zdr_ fe? 三 二 
- [° (y=—2ln 1). 


| 
| 
тео | E = т|+1п 2+ 
| 
| 


223 
Е | “ау (у=—(и+ а). 
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(79) | de iu z|. 
zlin z 


dr _ fe? КУИА 
во [|== | Е ау (y=(n—1)Inz). 
含 e 项 
«вр | dz=ler 
a 


(82) | ze dz= 守 (az—1). 


пее dr = er SA С D'n! х"* 
83) [ейт = е D сън 55. 


Ре 3 
T n (а у. 


ee 


сво | а (a= A aa] © 
_ е 
ве | 42. =ы(тғ2). 
1 
en |—%=_ яи = [таба Бе" )]. 


== S še. Ja: 
eo |= === ай |E) (>0). 


“— 
“ет +b |` 


2.3 7 
(90) е-““дт=х—®® „ах ах L... 


dz 1 


ае" — Бе" 2m Vab 


(89) 


(91) | е de=- 


et „үл, Si 
(92) “ ama sa ' T 


сөз) [amet с EE ү afee az. 
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含 三 角 函 数 的 积分 (integrals involving trigonometric func- 
tions) 


COS QZ 


(94) [зп ar dz =— 
a 


(95) |cos атат = Sm <. 


(96) [тап а dz = 一 14 [соз az |. 

(97) [е ах dz = TIn| sin ах |. 

G8) [вес ат dz = lln|sec ar +tan ar | = ÑTIinu[% +Z). 
a a 2 4 


(99) fese az dz = —m|csc az + cot ах |= Lin тап S 


(100) [setaz dr = Lian ах. 
(101) [еа іх = —cot ах. 


(102) Е а= = 去 [az 一 sin az cos ах]. 


(103) |cos:az dz = 二 [ar 十 sin ar cos ах). 


es 2 
sin? хіх 一 一 


(104) = + sin: z]. 
sin 工 


3 


(106) sin хіх = гэн" Са сал + feim raz, 


(105) 


соѕ? т dz = [2 + cos? z]. 


n=l 


cos" іт sinz у n—1 Li 
cos" хіх = -一 一 Á z= feos" AN, 
n n 


(107) 


(108) | tan" x dz = 


-下 -ar 722 ах. 


п 1 


An iy 


cos” lz sin"*! x 


m +n 
т—1 а A 

+ feos ? x sin" г dz, 
m+n 

sin" r cos” + 


m+n 


n—1 ‚жа 
+ cos” z sin" 
m+n 


— зіп”! z 
(п —mb)cos" `! z 
п—1 [ш -2 EF 
Tim cos” z 
Sin"*! т 
(т — 1)cos”™ z 
+m si sin” z 


(109) [е зіп" х dz = 


х ах. 


aio | зіва, = 
cos х 


COS" 2 x 


m—1 cos” mai 


совт + 
(п — 1)sin"-! т 
m—n+2f cos" х 
=т=т, 
cos” л п— 1 sin" т 
атр а. = 
sin” z соз”! z 
(т — п)ѕіп" x 
т — 1 f cos” 2 EF] 
— Mas ea Ro АЙ, 
mg sın т 
一 1 
—s-—-——d 
(n— 1) віп"! rcos”™ x 
m+n—2 ат 
— T — nF 
n—1 J cos"zrsin" zx 


+ 


+ 
awf 


cos"rsin"” 1 
Р ҮЛЕК тк EO ролде дао 
(т — 1) ѕіп" ~ хсоѕ" = 
F m+n—2 ат 
m—1 J cos" ° zrsin"z` 
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7 


= = 
Arean orban а 


а 6 a+b 
(a > b), 
adj iss = 
6 —a тап 2 +a +b 
1 li 2 
6 — a И = a ап а 
(° > a°). 
T 
a tan| = |+ b 
(8) 
а — b а? – ë 
2 2 
ао | д = RR 
1 атап(у)+5— В — а 
2 In Ж 
В —a а tan[2])+5+ 一 到 
Ф > a°). 


1. 
915) fa cos: E х а z Arctan 


aw f М1 — cos т dz =— 2/2 cos z 


(117) | УТ соз z dz = 一 2VZsin 
(118) | УТ<зї = dz =—2[sin Z + соз Z). 
aw | V1 十 sin z dz =—?(зїп + — cos т 


dz 
azo | -天生 -一 =- In тап 2, 
Vl—cosz 


° 109. 


ах 工 十 区 
kata ami t . 
Е " an( 4 ) 


ао | в = —sin + == tan” $): 
a ez (4), 


2 3 sin(m—n)z ѕіп(т Ьп) х 
(124) |ып тх sin nz dz 2(т—л)у 2(т-Епу 


cos(m —n)z _ созбт+п)х 
2(m— п) 20т + п) 


зїп(т—п)х , 5їп(т+п)х 
2(m— n) 2(m+n) ` 


(125) [ып mz cos nrdx 
(126) |cos тхсоѕ пхіх = 
(127) |= зіп z dz = sin z — z cos z. 


J 


(128) Ë cos z dz = cos z + z sin z. 


(129) |z"sin z dz =— z"cos z+ nfa" cos z dz. 


(130) [со z dz = z"sin z — „|= х dz. 


азр |та. у-у. +” 
аз) | sszdz = In z == СК 
asp f Bte a 
парва, Sta [sa 
a35) | 让 -dz раз, ааа 
е, 
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х 2° EA Sa 61х* 
азе | -Zdr 2 1.216.411 8.6! 
1385x” 
+710287 8! з: 


(137) |e sn brdr = е“ k= 


а +6 
acos br 十 bsin bz ) 
a’ +Ë е 
含 反 三 角 函 数 的 积分 (integrals involving inverse trigono- 


metric functions) 


(139) |Aresin z dz = т Arcsinz + /1— r. 


(138) [< brdr = е ( 


(140) | Атссоѕ х dz = x Атссоѕ z — Vi~ r. 


(142) | =Aresin z dr = [022 — DArcsin z+ z /1= ]. 


д" Arcsin т 1 | wrr dy 
n+1 n+1 г" 


л" Arcsin z іг 


(141) [Aretan х ах = т Arctan 2-а +r). 


(143) 
1— = 


(144) JzAretan хах = та +22) Агсіап z — 7 


z"*! Arctan z 1 л" 


п+1 п+ 1+2 ` 
含 双 曲 函 数 的 积分 (integrals involving hyperbolic functions) 


(146) [sah ах dz = Tcosh ах. 


(145) Гела xdr 


(147) Jeost ar dr= Lsinh ах. 


(148) [ ar dr = sinh гах х 
4a 2 


A a 


(149) [ек атат ОВ дату z. 


2 nel 
a50) [ az dz = sinh” az cosh ar 


= fsinht az ах, л5 0. 


п 


РЕ А 
(151) [е ах dr = ©З ол sinh az 


+7 та 1 оозе ах, п5 0. 
(152) f sinh ar dz = 2 cosh az 一 Zssinh ах. 
(153) Í: cosh az dz = sinh az 一 Д сов ах. 
(154) Е ах dr = 三 cosh ах 一 [з cosh az іх. 
(155) |z"cosh ar dz = 王 sinh az 一 БЕ sinh ах аг. 
(156) Гав ах dz = TinCcosh ах). 
(157) [е ах dz = Tln|sinh az |. 
(158) 2 ах dr 一 工 一 Ttanh ах. 
(159) [eu ar dr = z— Tcoth ах. 
n=l 
(160) Ге ах dz 一 一 шш ак ana ах dr, п5ё1. 


n=l 
16) foorh" ax йс =— © E+ сор ar des n 1. 


(162) Ге ах іх = TArcsinCtanh ах). 
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(163) 


csch az dz = Lin tann S|. 
a 2 


(164) | sech? az dz = Ttanh ах. 


sech”? ах tanh az 


sech” az dz = бера 


(165) |5 ах dz 一 一 Tcoth ах. 
aso | 


三 ?sen ar dr, nÆl. 
csch? ат coth ax 


(167) [ ах dz 一 一 ста 


二 ?sr ах dey Er 


(168) sean az tanh az dz = ал, п 5 0. 
(169) fesen az coth az dz =- ал, п 5 0. 
225 етү ее _ еы ым 
(170) [|== sinh az е) 2 =. 
e= е” e= š š 
am fe cosh br б = [Sy r а = P. 


定 积分 的 值 (values of some definite integrals) 


г(#+1) 
az | sin" х dz = j cos" z dz = “全 >=} 
‹(л—1)(п—3)++(1) x о бы, 


п(л—2)+(2 2? 


(n—1)(n— 3)-+--(2) 
п(п—2)++3 


此 处 TT(n) 为 荆 函数 , 见 5.2 节 广 义 积分 表 的 注 1. 


， п = 1,3,5›,+. 
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4 级 数 


4.1 数 项 级 数 


4.1.1 基本 概念 
定义 4.1.1 由 无 穷 数 列 


Mist ye уйы see 
的 各 项 依次 逐 项 求 和 的 表达 式 

ш+ш + Би, t 
称 为 数 项 级 数 (series of numbers) 或 无 穷 级 数 (infinite series). 简 


记 作 Pu , 其 中 u, 称 为 级 数 的 通 项 (general term) ,前 ”项 之 
和 ,又 称 为 级 数 的 部 分 和 (partial sum) , 记 作 


5, 一 У = ш +и + * + u,. 
k=1 


定义 4.1.2 车 级 数 Уи, 的 部 分 和 数列 {S,} 有 极限 S, 即 
limS, = S, 
则 称 级 数 收 剑 (convergent) ,并 称 S 为 级 数 的 和 . 反之 , 若 部 分 和 


数列 {5,} 没 有 极限 , 则 称 级 数 发 散 (divergent). 
例 4.1.3 (1) 等 比 级 数 (geometri series) 


Уја" = а+а +ag? + Бад" +n 


当 公 比 q 的 绝对 值 小 于 1 时 ,级 数 是 收敛 的 ,这 是 因为 
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аб = i eh aen. 
w "ә l—q 1—q 


因此 ,收敛 等 比 级 数 的 和 为 了 5 
(2) 调和 级 数 (harmonic series) 


РЕ те oss 
п 2 п 


n=l 


是 发 散 的 ,这 是 因为 部 分 和 数列 |S, = Ý) + | 为 无 界 ( 例 1.3.18) 
且 可 证 明 


S,=In n 十 7 十 7,， 
y, 为 无 穷 小 量 ,> H Euler 常数 ( 例 1. 3. 2). 
(3) 级 数 
<. 1 1 1 1 
De nt 


收敛 , 且 和 为 1. 这 是 因为 部 分 和 数列 


A i га 1 
5, = am Dlt ЕНТ! ҮТ? 


k=1 k=l 


所 以 lim S,=1. 


4.1.2 级 数 收 剑 性 的 基本 定理 


定理 4.1.4 级 数 lu, 收敛 的 必要 条 件 是 
Е u =0. 
应 该 注意 , 这 不 是 级 数 收敛 的 充分 条 件 . 例如 调和 级 数 
> 十 , 昌 有 lim 二 = 0, 但 级 数 是 发 散 的 ( 例 4. 1.30). 


定理 4.1.5 级 数 
| 115. 


Уа = ша ино H ина ++ 


n=mtl 


称 为 级 数 Уи, 第 m 项 后 的 余 式 . 


级 数 与 它 的 任何 余 式 有 相同 的 收敛 性 , 即 由 任何 一 个 余 式 的 
收敛 (或 发 散 ), 可 以 推断 原 级 数 也 收敛 (或 发 散 ). 反之 亦 然 . 

定理 4.1.6 从 一 个 级 数 中 任意 变更 有 限 项 (如 增加 或 删 
去 ,修改 或 交换 项 序 等 ) 所 得 到 的 新 级 数 ,与 原 级 数 有 相同 的 收 
Ж. 


定理 4. 1.7 对 收敛 级 数 Slu, 的 项 任意 加 括号 而 得 到 的 新 
级 数 
Yl = С ЕГЕСИ 


а а, 


十 (um He Hun) + 
Terr ын. 


2 


a, 


CEKAK, EARE. 
但 应 注意 ,本 定理 的 逆 定 理 不 成 立 , 即 , 若 加 括号 后 的 新 级 数 


收敛 , 原 级 数 未 必 收敛 . 例如 ,由 级 数 >= D| 每 两 项 加 括号 


得 到 的 新 级 数 (1 一 1) 十 (1 一 1) 十 … 十 (1 一 1) 十 … 显 然 收 敛 为 0， 
但 原 级 数 却 是 发 散 的 . 


定理 4.1.8 AM У) 收 伍 ,c 为 常数 , 则 级 数 > cu, 亦 收 
ж.н 


Sai = «У. 


п=1 n=1 
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定理 4.1.9 PAR Уа, У, KAWA У) Cu, +) 
n=l n=l n=l 
ажа , 且 


У +) = Dunt Dv. 
п=1 n=l 


准则 4.1.10 Cauchy 收敛 准则 级 数 У), KAREE R 
n=l 


件 是 :对 于 任意 给 定 的 >0, 总 存在 N, 当 之 N 时 ,使 对 任何 自然 
数 ,成 立 不 等 式 


PARS 
例 4.1.11 对 于 调和 级 数 。 Т.Ж N R£ K. p= N 
时 ,总 有 I 
z I 
Ns DN RTI + 
>N: S T 


可 见 不 存 在 这 样 的 N, 使 对 任何 自然 数 p 都 有 


+, 
luz ena est 
УЭ кин <= z- 


因而 由 上 述 Cauchy 准则 知 ,调和 级 数 发 散 . 
4.1.3 正 项 级 数 的 判 仇 


Ии У) и, 的 每 一 项 都 是 非 负 的 , 即 u, 20051,2). 


这 样 的 级 数 称 为 正 项 级 数 (series with nonnegative terms). 3 >` 
上 ,只 要 级 数 从 某 项 开始 ,以 后 各 项 同 号 , 即 可 作为 正 项 级 数 来 研 
Ж. 对 于 正 项 级 数 有 如 下 一 些 判 全 方法. 
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定理 4.1.12 正 项 级 数 收敛 的 充 要 条 件 是 :级 数 的 部 分 和 数 
列 {S,) 有 上 界 . 


例 4.1.13 CD 研究 正 项 级 数 У) 1 шан. 
R 该 级 数 的 部 分 和 数列 {S,} 为 


1 
= анде, 


显然 有 
1 


у= <š. 


S,<1+++g+ + 
由 上 述 定 理 知 级 数 收敛. 
D 研究 正 项 级 数 > In{ 1 + 1.) ис. 
解 该 级 数 的 部 分 和 数列 为 | 
8, = Xmf1++)= Dt Din k] = In(n+1). 


显然 S, 上 方 无 界 , 由 上 述 定理 知 级 数 发 散 . 
定理 4.1.14 比较 准则 (comparison test) ” 设 有 两 个 正 项 级 


ж Ула, R 16, , 若 存在 常数 c>0 REEK NAEM n>N 时 有 


不 等 式 
u, < cu, 


成 立 , 则 ， 
(1) 著 级 数 Уо, kat. дЫ Уи, ЖЕШ. 


(2) 车 级 数 Dw 发散, 级 数 > 亦 发 散 . 


例 4.1.15 关于 -级 数 (pseries) У) J (p> 0) 的 收敛 性 . 
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ж що<р<1н.1>1. ирий у) тжен 


СЙ 4.1.11), 因此 从 比较 准则 知道 ,p -级 数 亦 发 散 . 
当 p 之 1 时 , 令 р=1+А04>0). FEA 


> 125 даб А20. 
我 们 选择 收敛 的 正确 级 数 
З 1 _1] 
з [е -1) т] 


为 比较 级 数 ,由 中 值 公式 (定理 2. 2. 5) 知 
1 1 д 


бур =н Elm. 


因此 有 


1 1 1 1 1 
та < ря = slep a]: 
所 以 由 上 述 比较 准则 知 , 当 р 时 ,请 -级 数 收敛 . 
定理 4.1.16 比较 准则 的 极限 形式 (limiting form of the 


comparison test) 设 Ун. У 为 两 个 正 项 级 数 , 且 有 
n=l n=l 


则 ; 
(1) жоо енй Уо, 收 人 可 断定 级 数 Y 1u, ШИ. 


OPS OAREN o 发 散 可 以 断定 级 数 u ШЖ. 


例 4.1.17 研究 кан. 


п! 


Уин о, УУ 1 , 
解 ”因为 im Y = о = LT D 方 是 发 散 的 ,所 以 
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> L вай. 
| ДЕ 4.1.18 d'Alembert( 达 朗 贝 尔 ) 比率 法 (d'Alembert ratio 
test) RX 为 正 项 级 数 ,并 记 Р, = =s 8 
„Карк: 
[Т 
(1) 当 D<1 时 ,级 数 Du ж. 


(2) 当 D > 1( 或 为 =) 时 ,级 数 yu 发 散 . 
注意 , 若 D = 1, 本 判 人 法 不 能 对 收敛 性 作出 判断 . 级 数 3 


可 能 收敛, 也 可 能 发 散 . 比如 p -级 数 lo > 0) 就 是 一 例 


例 4.1.15 指 出 ,p 达 1 时 级 数 发 散 . p 之 1 时 级 数 收敛 , 但 对 任何 
均 有 


1 
lim D, = lim SD” = 了 = 1. 
n? 


例 4.1.19 研究 六 xl( 三 ) «> 0) 的 收敛 性 ， 
й 因为 
(+)! (a) 


limD, = lim 


因此 由 d'Alembert Ж ЖЕ 11: 4 r> e 时 ,级 数 发 散 . 当 zx 过 e 
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时 ,级 数 收 伍 , 对 于 х= е 的 情形 , 需 作 进 一 步 分 析 , 考 虑 到 
(1+1) 是 单调 递增 趋 于 ,因此 必定 有 p= >l BEL 


u, H> 0, 所 以 可 判定 级 数 发 散 . 
TER] d'Alembert 判 你 法 时 , 若 出 现 极限 lim D, 不 存在 的 情 
况 , 可 换 用 D, 的 上 ,下 极限 来 判 化 . 


定理 4.1.20 RY ww JERAM W: 
(1) Bim D,=lim=: = [5<1 时 ,级 数 收敛 . 


и 


(2) 当 lim D,=lim == =D>1 时 ,级 数 发 散 . 


и 


定理 4.1.21 Cauchy 根 式 判 伍 法 (Cauchy root test) 设 
Xu, 为 正 项 级 数 , 若 lim Z; = pM: 
(1) 当 p <1 时 ,级 数 收敛 . 


(2) 当 p >1 时 ,级 数 发 散 . 
注意 , 当 p=1 时 ,对 级 数 的 收敛 性 不 能 作出 断言 ， 即 级 数 可 


能 收 伍 ,也 可 能 发 散 , 如 户 -级 数 У) Бор > 0), 对 任何 p 值 有 


p= 1, 但 p<1 时 级 数 发 散 , 思 > 1 时 级 数 却 收敛 . 
在 出 现 极限 lim Vu, 不 存在 的 情况 时 ,可 换 用 上 极限 来 判 人 


定理 4.1.22 设 > vs 为 正 项 级 数 .着 а Z = р. W: 


"1 


(1) p 达 1 时 级 数 收敛 . 
(2) р>1 时 级 数 发 散 . 
Cauchy 根 式 判 敛 法 要 比 d'Alembert 比率 法 为 精确 . 凡 用 比 
率 法 能 判定 收敛 性 的 ,用 根 式 法 也 一 定 能 判定 . 这 是 因为 ,从 极限 
+ 121 ° 


limt = o 的 存在 ,可 以 证 明 必 有 lim Wi 一 p, 但 反 过 来 却 不 一 
定 .如 下 例 . 
例 4.1.23 研究 DO 的 收敛 性 . 


Ж а а lim YO а 21-607 <1.Bi 
以 由 Cauchy 根 式 法 知 级 数 收敛. 但 如 果 用 d'Alembert 方法 来 判 
D h FR Rim Р, 一 lim2 汪 不 存在 ,无 法 作出 判断 . 

定理 4.1.24 Cauchy 积分 判 伍 法 (Cauchy integral test). 
设 ЭЙ Н.Н.) ЖОН о 


ЗА ЕА f/(z) a>), EA 
fin) = и,, 


ЭЕ 
аа. 

例 4.1.25 用 Cauchy АНЖЕ р -级 数 У) 1 
(р> 0) ЮВЕ. Е 

8 取 у) = 50220), B” ЖАЛ 


1 
E ь>1, 
'* (вео, pgl 
可 知 , 当 p>1 时 ,请 - 级 数 收敛 . p 二 1 时 户 -级 数 发 散 . 
定理 4.1.26 对 数 判 合法 (logarithm test) аў 为 正 项 


RIOEK n> NNA 
` 122 + 


ln n 


则 级 数 Du KIGE M n> N Ж 


则 级 数 发 散 . 
例 4.1.27 研究 Snr > 0) 的 收敛 性 . 
nt 1 
解 т In Zz, 根据 上 述 对 数 判 敛 法 可 知 : 当 х<-- 


ln 


时 级 数 收 化 ;x 之 二 时 级 数 发 散 . 


定理 4.1.28 Raabe( 拉 阿 伯 ) 判 化 法 (Raabe test) i >u, 
为 正 项 级 数 , 记 数 列 {R,) 为 
Е, = п(®-—1)=п(р-—1), 


ип 


其 中 p,= == GEM 4.1.18). # 
lim R, =R, 
Йу: R>1 E+), RUA 4 R<1 时 ,级 数 发 散 . 
EE, 4 R=1 时 ,Raabe 判 敛 法 不 能 给 出 判断 . 
A (2n—1)!! 1 
例 4.1.29 研究 > 211 于 十 了 的 收敛 性 : 
解 此 级 数 若 用 d'Alembert 法 来 判 敛 , 由 于 limD, 二 1, 而 无 


法 得 到 结论 . 我 们 用 较 精 密 的 Raabe 方法 来 判 敛 , 由 于 
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RS (Ert 1) п(6л +5) 


a+ D? Qn +1)’ 
所 以 lim R, 二 子 >1, 因 而 级 数 收 人 
定理 4.1.30 Вегігапас #07) #04 (Bertrand test) 设 


Уи, 为 正 项 级 数 .并 记 MIB.) H 


n=l 


B, On [a(t 1)=1 = Qn MR, =D, 


其 中 R, 见 定理 4. 1. 28. # 
lim В, = В. 
д]: 34 B>1 时 级 数 收 敛 , 当 B<1 时 级 数 发 散 . 
同样 , 若 B=1, Bertrand 方法 也 不 能 给 出 判断 . 


例 4.1.31 对 于 调和 级 数 S) 十, 无论 用 d'Alembert 方法 


或 Raabe 方法 来 判 敛 , 都 不 能 给 出 判断 ,但 更 为 精密 的 Bertrand 
方法 却 可 断定 其 发 散 . 这 是 因为 ,对 于 调和 级 数 有 

A 
n+l 


В„=1пл 1 


п ==0. 


定理 4. 1.32 Gauss 判 伍 法 (Gauss test) 设 x 为 正 项 
级 数 , 并 记 数 列 {G,) 为 
G, = n(ln л)(1 


1 иа i) 

= =) n(n n) (1 = р.). 
其 中 D. = 21 1.1.18), 

lim G, = G, 
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则 : 当 G>1 时 级 数 收敛 , 当 G<1 时 级 数 发 散 . 
同样 G=1, Gauss 方法 不 能 给 出 判断 . 
A 00а 1) (а n) * 8084-1). (8+ n) 
AALI RN > (n+ 1)! + Y(y+ 1) У) 
a,B,7 都 大 于 零 , 称 为 Gauss 超越 几何 级 数 (transcendental geo- 
metric series). 研究 其 收敛 性 . 
un _ (a+n)(8+n) 
„Асы? 


R"; 1)" 1] 


所 以 lim RR, 二 1 十 [7 一 (a 十 B)]. 根据 Raabe 判 敛 法 知道 , 当 7 一 (a 十 
220.80 ;全 (c 十 月 时 ,级 数 收敛 . 当 У—(а+0)<0,ф y< atA, 
级 数 发 散 . 但 对 于 7=a 十 8 的 情形 ,Raabe 法 不 能 给 出 判断 ,为 此 用 
更 精确 的 Gauss 方法 : 
1 


G,=n(ln m) (1 


р.) n(ln ШЕ БЕ 


(m+ 1)(Y+n) 
Щщ y=a+BB# 
lim G,=0<1, 
因此 Gauss 超越 几何 级 数 在 Y=a 十 8 时 发 散 . 
4.1.4 任意 项 级 数 


车 级 数 Уи, 不 是 同 号 级 数 , 即 级 数 中 既 有 无 穷 多 个 正 项 ,又 
有 无 穷 多 个 负 项 , 则 称 其 为 任意 项 级 数 或 变 号 级 数 (series with 


variable signs). 


定理 4.1.34 lu, 为 任意 项 级 数 , 若 级 数 > |u а. 
ле] n=l 


则 原 级 数 必定 收敛. 
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ЖУ 4.1.35 ФИ (absolute convergence) 设 Du 为 


任意 项 级 数 ,车 级 数 |u| нан Du, 为 绝对 收 全 


例 4.1.36 ЗУ) SSS" 为 绝对 收敛, 这 是 因为 


coshn 


1 " 
< я cosh n < (© E 

cos n 
cosh n 


Cosn п 
cosh n 


而 X(+) 是 收 全 的 等 比 级 数 ,因此 у) 


也 收敛. 


定义 4.1.37 Жж Уи, 收敛 , 但 不 绝对 收敛 , 则 
称 其 为 条 件 收 敛 (conditional convergence). 
定义 4.1.38 ЖШ. 
Ур, и. > 0, n= 1,2,- 
的 级 数 称 为 交错 级 数 (alternating series). 
定理 4. 1. 39 Leibniz 判 仇 法 (Leibniz test) 若 交 错 级 数 


Deo 1)"u,, u, > 0 


满足 条 件 : 
(1) {xw} 为 单调 递减 数列 . 
(2) lim и„=0. 
则 级 数 收敛 . 且 对 和 数 S 及 余 和 有 如 下 估 值 : 


151= |, |< ш, 
n=l 


158—5, = | E CDu) < ш. 
k=m=+1 
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例 4.1.40 级 数 x =p ү КҮЛЕ D RN 


кияк? ят. ий. вай D S DU аж 


散 的 , 故 为 条 件 收敛 . 
定理 4.1.41 Dirichlet 判 钱 法 (Dirichlet test) 级 数 


Xat, = aibi + azb: + Ба, 十 *… 
在 满足 条 件 ， 
(1) (b,) 为 单调 减 数列 , 且 lim b, = 0. 
(2) 级 数 Ya, 的 部 分 和 数列 1S,} 有 界 , 即 


\5,|= |Dal<M, а=, 
BH et. 
例 4.1.42 研究 级 数 у) OSTE ку) Чал уан д 


中 p>>0. 
Е 由 于 


2sin Elcosg+cos2g … 十 cos пф) 


= (5а S in E) (sin sin 2) 


. (2п+1)$ . (2п—1)$ 
+=+[ | — t sin— 
. (2n+1)# . $ 
See u SS n 


于 是 有 
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|5] њ|< 


КА ,可 

见 当 фео 时 ， э cos n$ 的 部 分 和 数列 有 界 . 此 外 ,数列 
[|4 p> н зж ижат. 因此 根据 Dirichlet HBE 
数 > SRE од fi ó = 26 Gk&=0,+1,+2,-:) 时 ,级 数 
相应 成 为 р -级 数 ,因此 p> 1 p < 1 时 发 散 . 用 同样 的 方 
法 可 以 证 明 O D чале 对 任意 的 # 值 是 收 全 的 

定理 4.1.43 Abel( 阿 贝尔 ) 判 合法 (Abel test) 若 级 数 
Уа, = а фа Ба, + 


满足 条 件 : 
(1) {b。} 是 单调 有 界 数列 . 


Co ак Уо ва. 
则 该 级 数 收敛 . 
例 4.1.44 研究 (一 "7 Аттап» ИКӘ. 


ж ”因为 级 数 СОС“ k MA Агсап n) BB. 
РТУТИ 


41.5 绝对 收敛 级 数 与 条 件 收 敛 级 数 的 某 些 特性 、 级 数 加 快 
收敛 法 


定理 4.1.45 зяву, 为 任意 项 级 数 ,其 中 的 正 项 记 作 
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и, (i 二 1,2,…), 负 项 记 作 u, (j 二 1,2,…). 那么; 
O RRR Y) u BAKA MAM Y u, 和 vs BKA. 
(2) 车 级 数 Dw, KEKA MWA S u, MYu, BRK 
定理 4.1. 46 绝对 收敛 级 数 具 有 可 交换 性 . 即 ,由 绝对 收 化 


Ө У), 经 无 穷 次 交换 项 序 后 所 得 到 的 新 级 数 lw 仍然 绝对 


收敛 , 且 和 不 变 . 
可 交换 性 对 条 件 收敛 的 级 数 一 般 不 成 立 . 例如 , 级 数 


Dono 土 条 件 收 敏 , 且 可 证 明 


二 
n=) n 
Erie Ezint apu iai 
teara t e gTr EL 
= In 2( 例 4.3.9)， 
1 < ed эй OE TE A E x. 
ZT i ++ t 
otto- +0о+ 1+0 +0 
十 二 十 0 一 站 十 0 十 … 
10 12 
= ln v2. 
若 将 这 两 个 级 数 的 对 应 项 相 加 ， кый 新 的 级 数 
‚д l 1. -1 1 ә. 
1+0+ 4 +1+0+2-1+1+0+ 
tori i 1 
++ тъъ 
= In 2 02. 
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жал RED CD 二 的 一 种 换 序 级 数 ,虽然 收 全 ,但 其 和 
已 与 原 级 数 的 和 不 同 . 

定理 4.1.47 ”Riemann 定理 ЖИЙ Уи, 为 条 件 收敛 , 则 
总 可 以 通过 适当 重 排 该 级 数 的 各 个 项 而 得 到 一 个 新 的 换 序 级 数 
У), натен а. 


有 些 级 数 虽 然 收 敛 ,但 收敛 速度 很 慢 ( 主 要 反映 在 级 数 通 项 趋 
РЕВЕ). 为 了 改善 其 收敛 状况 ,这 里 介绍 一 种 常用 的 加 
快 收敛 方法 . 

一 种 加 快 收敛 的 方法 (a method of accelerating convergence) 


设 有 收敛 级 数 
| X. и, 5 0. 
车 对 于 菜 一 已 知 收敛 和 的 级 数 x. 一 „ж 
lim =r, 天 0 


meo Un 


成 立 , 则 我 们 可 以 用 变换 式 
ы, 一 rz 十 Э 25 


来 加 快 级 数 У), 的 收敛 速度 . 这 是 因为 


= r 1 


lim 4" “=1—r+—=0, 
т 


по š 


lk п-се], Уи, — ru.) 的 通 项 要 比 级 数 Уи, 的 通 


项 趋 于 零 的 速度 为 快 . 例如 :为 了 改善 级 数 > 2. 的 收敛 性 ,可 以 
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利用 级 数 = 1. 由 于 


ЕЕ: 
— п(п 1) 


lim — =1(Ẹr=1), 


于 是 有 变换 式 


1 /ll 1 
去 于 | 
1+ жырту 


不 难看 出 ,等 式 右 端 级 数 的 通 项 为 点 量 级 ,因此 趋 于 零 的 速度 当然 


比 点 要 快 . 
п 


1 1 1 
п n 


n 2 "2 
收敛 , 则 可 得 到 收敛 更 快 的 变换 式 ( 仍 有 r=1): 


mamam 1 > 1 


n=l 


è i 
=2- > п (4 — 1 


n=1 


可 以 看 出 ,变换 式 的 通 项 为 二 量 级 . 


级 数 相 乘 的 两 种 排列 方式 ”级 数 Уа. з. 相 乘 时 ,可 


对 乘积 项 ww (Ci 一 1,2， .…) 作 多 种 方式 的 排列 ， 其 中 常见 的 为 
两 种 : 
131 


(1) 对 角 线 方式 


| и шл шз 
“ Pa “ 
| ил u ` uz Us 
у: “ 
| шз uzv из®з 
| 


其 中 с, = шъ, Huvi H оао Huv. 这 种 排列 方式 称 为 级 
数 的 Cauchy 乘积 . 
(2) 正方 形 方式 


* 
шт uru из 
U2 U1 二 = Uz Uz U: V3 
из г" из == изз 


(5) (55) = ao Hono us iro) Qa 0 Eana 
n=l 
+ usu; + usu: + шт) ++. 
定理 4.1. 48 Cauchy Ж HAR > zw У Уу, 绝对 收 
n=l n=l 


敛 ,其 和 分 别 为 U 5 V. 则 它们 各 项 之 积 wvm(n,m = 1,2,5) 按 
任何 方法 排列 所 构成 的 级 数 也 绝对 收敛 , 且 和 为 UV. Вр 
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Уу, 一 (Zu) (Z) шу. 


"1 mal 


定理 4.1.49 ”Mertens( 默 膀 斯 ) 定 理 ” 设 级 数 У 与 Y 


分 别 收 化 为 U.V. 且 其 中 有 一 个 为 绝对 收 伍 . 则 它们 的 Cauchy 
乘积 (级 数 相 乘 的 对 角 线 方式 ) 


(5=)($%)- (=) 
也 收敛 , 且 和 为 UV. 
注意 ,两 个 条 件 收敛 级 数 的 Cauchy 乘积 不 一 定 收敛 . 例如 ,由 


якан У) . 自 乘 所 得 的 Cauchy 乘积 就 是 发 散 的 . 
n=l n 


4.1.6 二 重 级 数 


定义 4.1.50 由 双重 附 标 无 穷 数 集 ajj = 1,2,…) 所 得 
到 的 运算 符号 : 


ал Hara Б Ба + Бао Бао + Бао ++ 


+a 十 as 十 …… 十 ac 十 … 十 … 一 БУУЛ 


称 为 二 重 级 数 (double series). 为 研究 方便 ,将 数 集 的 元 素 排 成 天 
ЯШЕ. 


>i 
Qi ал азу '* Qia 


аџ,2 Q22 Q32 * Qiz 


ауз @ з Q33 * Qia 


ai. а; азу * а, 
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其 中 i 为 列 指标 ,j 为 行 指标 . 当 т.л 无 限 增 大 时 , 若 部 分 和 


Ana = Š) а 
有 有 穷 极限 ( 设 为 A), 即 
lim An.n = А, 


则 称 二 重 级 数 收敛 , 且 和 为 A, 记 作 


否则 , 称 二 重 级 数 发 散 . 
显然 ,二 重 级 数 收敛 的 必要 条 件 为 
lim aiv = 0. 


定义 4.1.51 若 将 无 穷 矩 阵 中 的 某 -一 行 元 素 依次 相 加 ,所 得 级 数 


称 为 行 级 数 (repeated series by rows). 再 将 行 级 数 依次 相 加 ,所 得 
运算 符号 


FKH RAR repeated series). 自然 ,交换 次 序 可 得 另 一 种 累 级 数 
У) Dyas 


i=l j=l 


ЖИЕККЕ ОЕШУ A) RAM DA, 也 收敛 ( 设 和 为 
A.), 则 称 累 级 数 S) Уа, Ki AMH A.. 同样 ,车 级 数 


San Ой AD. Не STA, 也 收敛 ( 设 和 为 A ), 则 称 


RARS) Yla, 收敛 ,收敛 和 为 A*. 
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定理 4.1.52 ”二 重 级 数 与 累 级 数 的 关系 ” 若 二 重 级 数 及 行 


ат Уа, акаа У) Уа 也 必定 收敛 , 且 与 二 重 级 
数 有 相同 的 和 数 . 即 


У Уа, = Уа. 


i iml ярі 


类 似 地 ， 若 二 重 级 数 及 列 级 数 Xay иа, 则 累 级 数 


5 > av 也 必定 收敛 , 且 与 二 重 级 数 有 相同 的 和 数 . 即 


i=l j=l 


当 a.>>0 时 ,二 重 级 数 Daj 称 为 正 项 二 重 级 数 ,对 于 正 项 
二 重 级 数 的 收敛 性 有 下 列 定理 


定理 4.1.53 ERAS Ула. 收敛 的 充 要 条 件 是 部 分 和 有 
上 界 . 即 有 常数 M, 使 


i=mj=n 


Amn = > а; < M, т.п = 1,2,*. 
ж 4154 Ел Уа, Ужа У Da 
У) Xa, ЖАНЕ R katin. 


定理 4.1.55 Ел Y u Уа Уа 是 由 
完全 相同 的 项 构成 , 则 二 者 有 相同 的 收敛 性 及 收敛 和 . 
定理 4.1.56 Y las | 收敛, 则 D a шй. 


定义 4.1.57 若 >) | av | 收敛, 则 称 二 重 级 数 > ci, 绝对 


каз; lao 收敛 ,而 las 发 散 , 则 称 二 重 级 数 а, 条 件 
бл Sel ije) 
кй. 
定理 4.1.58 若 二 重 级 数 yo， 绝对 收敛 , 则 累 级 数 


У) DaD) Уа 必定 收 伍 , 目 与 二 重 级 数 有 相同 的 和 数 、 


jml i imi jm 


定理 4.1.59 RAY u 与 二 重 级 数 > a 由 相同 项 构 


成 , 则 它们 具有 相同 的 绝对 收敛 性 . 
定理 4.1.60 绝对 收敛 的 二 重 级 数 有 可 交换 性 . 
定义 4.1.61 设 有 r 个 下 标 i,j,… ,i 的 无 穷 数 组 
aaj бојао = 1,2, 
则 称 运算 符号 


аы. ы 


为 多 重 (r _ 重 ) 级 数 (multiple series). 若 部 分 和 


бет.ј=п ,l=q 


А = Cj 
ell 


当 mm,…,9gcoe 时 有 有 穷 极 限 A, 则 称 此 多 重 级 数 收敛, 且 和 为 
А. 否则 称 为 发 散 . 

多 重 级 数 的 收敛 性 理论 可 效仿 上 面 的 二 重 级 数 收敛 理 论 加 以 
推广 得 到 . 


4.1.7 ERRE 
EX 4.1.62 无 穷 乘积 及 其 收敛 性 (infinite product and its 


convergence) iZ 
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Ь.Б», „Б, о" 
为 一 无 穷 非 零 实数 列 , 称 运算 符号 

b) e b, * = e b, ° == = ID, 
为 无 穷 乘积 . 若 部 分 积 


-Tia 
k=l 

当 псов Н P( 关 0), 则 称 无 穷 乘 积 П» 收敛 , 且 无 穷 

乘积 的 值 为 P, 否则 称 为 发 散 . 


例 4.1.63 вя Z 4 的 收敛 性. 


2 
0 sin 0 
解 因为 P, = ез ж = h Í 
k= 


2 27: sin 


sin0 _ sin 0 


арР, = lim 9° 


“втш; 
因此 , 当 sin 0 он], T [eos 2, Eat akanta Ж?Н. 特别 地 ， 


当 | 9 | 很 小 时 ,收敛 值 接近 于 1; 而 当 0 = + B, 有 


Пет Е А ЙЕ: + DE -atni 


EX 4.1.64 从 无 穷 乘积 ITe 中 使 去 前 m 个 因子 后 得 
n=l 


x, = Ilè. = Ьа * b, * 595 * Б * 5 
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称 之 为 余 乘积 (remainder product). 

定理 4.1.65 无 穷 乘 积 与 其 任何 一 个 余 乘 积 有 相同 的 收 
Ў. 

ЖЮ 4.1.66 变动 无 穷 乘 各 有 限 个 因子 的 值 或 序 , 不 影响 其 
收敛 性 . 


定理 4.1.67 无 穷 乘 积 5. 收敛 的 必要 条 件 是 :只 有 有 限 


ARAF, H limb, =1. 
为 此 ,不 妨 总 假定 b, > 0. 


定理 4.1.68 EARR] [o 收敛 的 充 要 条 件 是 级 数 


Sino, 
kak. ж Уа Б, = B . 则 
IIo. = P = e. 
例 4.1.69 无 穷 乘 积 
2.2.44 2п 2п 


1 3 3 5 U ai 291 
Rk 3809. 这 是 因为 级 数 


Penn 


n 


n=l 
2n 2n 


pey Iny T F in Ах 


1 ge 
是 一 个 收敛 的 交错 级 数 . 
定理 4.1.70 b =1+68,.# n EBAN EA 6, 22008 


A<. 则 无 穷 乘积 T], = Па +в) 收 全 的 充 要 条 件 是 :级 数 


= ln 
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Ув ва. 
定义 4.1.71 无 穷 乘积 的 绝对 收 化 BARY In 6, 绝对 


收敛 { 从 而 有 无 穷 乘积 [上 收敛 ) кета. 绝对 收敛 


定理 4.1.72 ”对 于 绝对 收敛 的 无 穷 乘积 ,可 以 任意 重 排 其 因 
子 而 不 改变 它 的 值 . Bl ,绝对 收敛 的 无 穷 乘积 有 可 交换 性 


定理 4.1.73 Па + 绝对 收 全 的 充 要 条 件 是 级 数 
D 1а 1 ka. 

定理 4.1.74 жж] 4 发 散 为 0 的 充 要 条 件 是 级 数 
Ya, Ж —=. 


数字 的 无 穷 乘积 展开 式 


ы 2 2n . 2n . ... 
pe п —1°2п+1 


FRH Wallis 公式 (Wallis formula). 


数 之 的 无 穷 乘积 展开 式 
2 1 Lti 1,1 /wa И 
x VENENT NEN ЕЕ S 


(Hij 4. 1.63) 
称 为 Viéte( 韦 达 ) 公 式 (Viéte formula). 
正弦 与 余弦 的 无 穷 积 展开 


м ПО а) (-Б) ("ш 


=== H| ram 
2 2 
-l l-e 
2 2 
双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 的 无 穷 积 展开 
д? 


sinh т “Це H = )= (1+5) ( +2: 


` К 
cosh z = П 1+ = zi 
iq: С 1x) | 
Ë =): + 2; 
(G) 1 (Z); 
指数 函数 e" 的 无 穷 积 展开 
er = Ё е” т, 
ЕС, 
AP y X Euler 常数 ( 例 1.3.2(13)). 
T 函数 的 无 穷 积 展开 
PN 
ге) = – л. 
rw 1+Z 
n 


Riemann 5(z) 函数 的 无 穷 积 展开 
t= Xl TI = Ty 


i ]— > 
P: 
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式 中 {pi) 是 全 部 素数 的 递增 序列 , 即 
pi 2. p: 3, рз 5, р. 7, ps = 11... 


4.2 KATAH 


4.2.1 基本 概念 


定义 4.2.1 Hul) (=1,.2,…) 是 定义 在 数 集 已 上 的 一 
个 函数 序列 , 则 运算 符号 


ш (х) + ulr) +e Фи, (х) + = Ули, бю) 
<: 
称 为 下 上 的 函数 项 级 数 (series with function terms). 
定义 4.2.2 设 有 函数 项 级 数 J u(r) (x € E). 若 对 于 点 
am 


= € ERORAR У) u, (zo) ай MIFE z, X ERORA ШАА 


(point of convergence). E PERKARA I 称 为 函数 项 级 数 
ÁJ Kr ЫЙ (domain of convergence). 


定义 4.2.3 RERIK У). 的 收敛 域 为 LER n 
项 之 和 
ulr) Бш (х) + Фи, (х) = йш) s= 5,(х) 


称 为 部 分 和 函数 (partial sum function) (序列 ). 

对 应 收敛 域 了 中 的 每 一 个 xz, 有 惟一 确定 的 和 数 SCz). 因此 
Sir) 是 定义 在 工 上 的 一 个 画 数 , 称 之 为 和 函数 (sum function). 
同时 称 函 数 项 级 数 在 1 上 收敛 为 和 函数 SCz), 记 作 


Dun) = 50), “€I. 
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与 此 平行 ,S(z) 一 定 是 函数 序列 {s,(z)} 的 极限 函数 , 即 


lim 5„(х) = S(z). 
例 4.2.4 等 比 级 数 (geometric series) 
у= 二 1 十 r 十 了 十 十 "十 
的 部 分 和 函数 为 
s) = т = 
34 |r|<1 时 有 


1—>" 
l-r’ 


1 
l-r 


lims,(r) = 


所 以 等 比 级 数 的 收敛 域 [是 |r|<1, 且 和 函数 为 S(z) = 1. М 


Dral, jiel 


ЖУ 4.2.5 设 函 数 项 级 数 Dw(z) (函数 序列 {5,(z))) 在 


区 间 I 上 收敛 于 和 函数 S(z). 若 对 于 任意 给 定 的 >0, 存 在 仅 与 
有 关 , 而 与 x 无 关 的 N(e) ,使 当 zx 之 N(e) 时 ,有 不 等 式 
| s(x) — S(z) |< №), r€ I 


成 立 . 则 称 Du kis (z)} ERE I Е—Ж + S(x). 
准则 4. 2. 6 5109 й Cauchy Ж ЛІ (Cauchy criterion for 
uniform convergence) 函数 项 级 数 Sluta) 在 区 间 工 上 一 致 收 


敛 的 充 要 条 件 是 :对 于 任 给 的 es > 0, 存 在 N(e) > 0, 使 当 ”> 
N(e) 时 ,对 一 切 自然 数 p, 有 


[або з) [= | асо |<, rEl. 
k=m+-1 
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定理 4.2.7 函数 项 级 数 Ju 在 区 间 I 上 一 致 收敛 的 


必要 条 件 是 :函数 序列 {x,(z)} 在 工 上 一 致 收敛 为 零 . 即 对 于 任 给 
的 es>0, 存 在 N(e)>0, 34 n> N(e)Bf , У Ка 
|u,(z) |< є, xr €I. 


定理 4.2.8 Урна) (tn) ) 在 区 间 Е Зет 
Sa) 的 充 要 条 件 是 
lim sup|r,(z) |= lim sup|S(z) — s,(z)| = 0. 
meo чє = 261 
例如 ,等 比 级 数 >)r" 在 [0,1) 上 收敛 , 但 不 是 一 致 收敛 ,这 是 
因为 函数 序列 { 亚 } 在 [0,1) 上 不 一 致 趋 于 零 . 不 过 对 于 无 论 多 小 


的 人 >0, 等 比 级 数 在 区 间 [0,1 一 
这 是 因为 
1—2 1 
n (r)-S( = 一 
eal SNe реа 
a-p 
= sup та 
ае 0] 7 
当 поо], ЕН 
lim зир 15,00 — $500) | = 0. 
n= r€ [0.1—n] 


定理 4.2.9 x (zx) (或 {s,(z)} ) 在 区 间 工 上 一 致 收银 于 


S(z) 的 充 要 条 件 是 ，; 对 于 工 中 的 任何 点 列 {z,》, 有 
[г„(х„)|= |S(z,)—s,(z,)|— 0. 


例如 , +Y aa 在 [0,1) 上 非 一 致 收敛 于 和 函数 SCz) 二 


о. 这 是 因为 , 若 取 ({z,}= | 1 一 二 | , 则 有 


|.| = 10 ("| = (1 L) — +. 

定理 4.2.10 车 У | wz)| 在 区 间 I ERRA 
Duo жгне аас. 并 称 为 绝对 一 致 收 和. 

注意 ,绝对 一 致 收敛 不 同 于 绝对 收敛 加 上 一 致 收敛 . 当然 ,前 
者 可 以 包含 后 者 ,但 反 过 来 却 不 一 定 . ИУ) "ао 
区 间 [0,1] 上 既是 -一致 收 伊 也 是 绝对 收敛 ,但 并 非 绝对 一 致 收 伍 . 
42.2 заня 

一 致 收 钱 判别 法 (Weierstrass M-test) 设 有 函数 项 级 数 
У) са), 关 存 在 收 全 的 正 项 级 数 

Sm,, 


使 对 于 zxET, 有 不 等 式 
|u,G) |< M,» n= 1,2, 


成 立 , 则 函数 项 级 数 lu) 在 1 上 绝对 一 致 收敛 , 且 称 级 数 
Ум, 为 其 强 级 数 (dominant series). 本 判别 法 又 称 М -判别 法 或 
强 级 数 判别 法 . 

例如 ,函数 项 级 数 > SZE 8 p > 1 НЕС оосо) 上 一 到 


а. 如 十 (p > D 为 其 强 级 数 


一 致 收敛 判别 法 (Dini( 犹 尼 )test)” 设 {u(x)} 的 各 项 都 是 
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有 限 区 间 [a,6] 上 的 连续 同 号 函数 , 且 yw(z) 在 [a,6] ERAF 
连续 函数 SCz) АУ) и.о) Elab] БЕ ВЕ S). 


一 致 收敛 判别 法 (Dirichlet test) ҖИЛЕ У)а, b,a) 
在 满足 下 列 条 件 时 ,在 区 间 1 上 一 致 收敛 ， 
(1) 部 分 和 序列 {5.(z)} = [Хасо гЕ- BAR. 


(2) 对 于 每 个 x € 1,{б„(х)} 是 随 的 单调 序列 , 且 在 区 间 1 
上 {b(z)}) 一 致 趋 于 零 (定理 4. 2. 7). 

注 4.2.11 若 对 于 一 切 zxE 1 及 自然 数 n, 都 存在 常数 
М;>0,{# |з„(х) | < M, 就 称 函数 列 {s, (zx)}) 在 1 上 一 致 有 界 . 


例 4.2.12 证 明 , У 1)" 


ж? 
т: #101) ЬЯ. 


ШР Жа, (2) = C— 1); b,(z) атте : 则 有 | Daw] 


2 (z € [0,1];n = 1,2,…). 此 外 , 对 于 每 个 x € [0,1], 序列 
(Б, о) 显然 是 单调 递减 的 . 又 因为 对 于 任 给 的 e > 0, 必 存在 这 样 


一 | <=. TE n> N 时 有 


2 
LACIES x € [0,1] 


因为 当 z € Lš. |в. 16,6) | < 


[о.,/&)н. j.G) |< < s< 因此 ,由 Dirichlet 判别 法 知 


的 自然 数 N, ë M n > N 时 有 


1 


<e 当 rE 


А 
2 
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道 级 数 在 [0,1] 上 一 致 收 人 
一 致 收敛 判别 法 (Abel test) ”函数 项 级 数 Sla, (ab, (2) 在 
满足 下 列 条 件 时 ,于 区 间 1 上 一 致 收 全 š; 
а) оэ # 1Е—Ж 


(2) 对 于 每 个 zE 1,РЁЎ{б„(х)} 是 单调 的 ; 
(3) (6,02) 在 区 间 了 工 上 一 致 有 界 . 


例 4.2.13 En) SSAC 十 内" 在 [0,1] 上 一 致 收 人 


E а,б) = 80577 SD) = (1+ 三 ) . 则 


(т) 在 [0,1] Б-и. 及 对 于 任何 x € [0,1], 序列 


{6, (х)) БФ, Н |6,02) |< 3 (z € [0,1];n = 1,2,…). [8 
此 ,根据 Abel 判别 法 知道 ,级 数 在 [0,1] 上 一 致 收敛 . 


4.2.3 一 致 收敛 函数 项 级 数 的 性 质 


定理 4.2.14 和 函数 的 连续 性 (continuity of sum function) 
设 函 数 序 列 {u, (z)} 的 每 项 函数 都 在 区 间 工 上 连续 , 若 


Dua 在 T 上 一 致 收敛 于 S(z), 则 和 函数 S(z) 在 1 上 连续 . 
推论 4.2.15 设 u,(z)(n = 1,2,…) 在 1 上 连续 , H 
Уа с 在 1 上 收 化 于 S(z). 著 SCzx) 在 I 上 不 连续 , 则 这 种 收敛 


必定 是 非 一 致 收 伍 . 
例 4.2.16 函数 项 级 数 


r+ Dr ~x") 
а22 
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在 (一 1,1] 上 收敛 于 和 函数 
0, =1<х<1, 
1, х=1. 
由 于 级 数 的 每 项 函数 (z" 一 z') (n 二 2,3,…) 在 (一 1,1] 上 都 是 
连续 的 ,而 S(z) 却 不 连续 ,因此 必定 为 非 一 致 收敛 . 
定理 4.2.17 逐 项 取 极 限 (term by term limiting process) 


ж Уо 在 区 间 I-AK r 为 1 的 一 个 聚 点 , 且 
lim и„(х)(п = 1,2,…) 存在 , 则 
im[ Du )= | шо}, zo € I. 


例 4.2.18 Ж slà) 


s(z)= 


解 ” 取 a,(z) = 2, b,(z) =. 由 Abel 判 敛 法 可知 ,级 数 


在 [0,6](3 0) а(н У) а, о) 在 [0,6] 上 一 致 收 全 ， 


{6,(z)} 在 [0,6] 上 单调 减 , B-RA R [6,00 1< 1). 又 因 
-二 下 
+2n: 2 


lim 5) == У (lim Ł)= > 2. = 1. 


rot n=l 21 „о Z'n” 


8 4.2.19 逐 项 积分 (term by term integration) ЖЕ 


lim 


0t 


(л = 1,2,) х 0 时 ,可 逐 项 取 极限 . BD 


项 级 数 Y и, со) 在 T 上 一 致 收敛 , 且 各 项 函数 zw(z)(z = 1,2.+) 
在 工 上 连续 (或 可 积 ). 则 


| 六 wz)dz 一 У [а соаа, [a.b] € I. 
= š 


n=l 
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А 1-2 
例 4.2.20 求 | ае (r<. 


解 ” 利 用 三 角 恒 等 式 
cos (n + 1) 2 + соз (n — 1)х = 2cos nzcos z, 
很 容易 证 明 
(1 一 2rcos z 十 r?)[1 十 2 Усов nz ]= l-r’. 
=! 
因此 有 


l-r’ 
1 一 2rcos z + r’ 


当 |r| Р ЕЭО BA В ЕГ nn] ВОК ай 
(因为 5) | r |" 为 其 强 级 数 ). 于 是 可 以 逐 项 积分 ， 


Г РИИ ed = f dz 十 2 | r"cos пт dx 


—* l — 2rcos z + r° {= 


一 1 十 2 mcos nz. 
п=1 


= 2x. 


定理 4.2.21 逐 项 微分 (term Ьу term differentiation) Ж 


函数 项 级 数 Уа С ЛЕТ ЕЙ и, (л = 1,2,…) ET EA E 
续 导 函 数 w,(z), 且 了 w(x) ТЕ аак. 则 


($u) = ио), хт €I. 
n=l n=l 


例 4.2.22 证 明 :Riemann& -函数 


bn = DE, ара 
有 连续 导 函 数 . 
证 任 取 e>0, 则 > LEUH +o tika, (2) = 
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-Et = 1,2,…) 在 [1 +e, + оо) E, ОЙ 8: 


ЕП +e, 十 ca) 上 一 致 收敛 ( 


4.2.21 及 定理 4.2.14 可 知 ,5(z) 在 [1 十 se, 十 ceo) 上 逐 项 可 微 , 且 
导 函 数 连续 . 又 考虑 到 e 的 任意 性 ,5 (r) т 处 存在 和 
连续 . 


由 ”为 其 强 级 数 ). 根据 定理 


п 


43 FAK 
4.3.1 基本 概念 


定义 4.3.1 形 如 Dja, (z — 20)" = а + a, (xz — zo) + 


а (z — zo) + + a,(z — хь)” + ++ АЛИ, RAR 
(power series). RH zuiaoyal;… as,… 都 是 实 常数 . 不 失 一 般 
性 ,通常 可 用 下 列 简单 形式 来 讨论 (ze 一 0) : 


Danz" = а tartar + +a,z" +. 
п=0 


定理 4.3.2 АШ PPRA Jaz" л 0) 收 
АЕ С mm l |a D WARKA FRAM 
Уаш" л, (A0 Я Е Е 1а |, | z” 11% 
Ей. 

定义 4.3.3 由 定理 人 .3.2 可 以 推 知 ,等级 数 > cz" 的 收 人 
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域 是 以 原点 为 中 心 的 区 间 . 若 以 2R(0 < R <+ so) 表示 区 间 的 长 
度 , 则 称 民 为 赛 级 数 的 收敛 半径 (radius of convergence), (—R,R) 
为 震级 数 的 收敛 区 间 (interval of convergence). 

注意 ,在 端点 z= RR 及 x = 一 R 处 的 收敛 性 , 需 分 别 男 作 具 体 
ЯЖ. * 


定理 4.3.4 BARAK Y aa" 车 


n=0 


lim fa =e 或 Е |= 


Д Е 0 К D 0 R}, R= +оо; í p 


+оовў,=0). 
定理 4.3.5 Cauchy-Hadamard( 柯 西 -阿达 玛 ) 定 理 HAR 


в Уа", Ж 

lm уа, | =p, 
и ЗЕ R 10 0 t, = + оозр= + ook}, 
К=0). 


例 4.3.6 《1) FAB > Z 的 收敛 半 径 为 R =+. 这 是 因 
为 im Уа, | = lim = 0. 


оо n 
(2) 震级 数 nlz" СЕВЕ = n tj- 
limn +1) = 
(3) Жа 


+ +9 +Š ++ +++ + 
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的 收敛 半径 为 R 一 2, 这 是 因为 TV1a,| = 而 且 很 容易 看 出 ， 
在 端点 z= 士 2 处 级 数 发 散 . 
4.3.2 MARIA 

定理 4.3.7 ” 畦 级 数 的 一 致 收敛 性 (uniform convergence of a 
power serie) BEAM Ber 的 收敛 半径 为 R( 天 0), 则 在 收 


敛 区 间 ( 一 尽 ,R) 内 的 任何 一 个 闭 区 间 上 , 寡 级 数 一 致 收敛 . ШЖ 
在 端点 z= 尺 处 级 数 收敛 ,那么 级 数 在 [0,R] 上 一 致 收敛 . 若 在 
Z 一 及 处 级 数 发 散 , 则 级 数 在 [0,R) 上 必 为 非 一 致 收敛 ， 

定理 4.3.8 器 级 数 和 的 连续 性 (continuity of sum of power 
series) ЖН S(z) 在 收敛 区 间 ( 一 R,R) 内 连续 . Н 
如 果 级 数 在 端点 z= 二 RC 或 一 R) 处 收敛 , 则 和 函数 在 端点 处 也 连续 
( 单 侧 连 续 ). 

例 4.3.9 函数 In(1 十 zx) 在 (一 1,1) 上 有 短 级 数 展开 式 


Ind 十 z) = > ср #= £. S 
且 级 数 在 z+=1 处 收敛 . 因此 可 以 由 和 函数 的 连续 性 来 求 级 数 在 
Zz=1 处 的 收敛 值 Bp 
1 一 地 十 +T te= limin (+z)=In 2, 
定理 4.3. 10 ЖШШЕ erm by term integration 
for power series) Ж Da," EKRE RR HTE 
项 积分 , 且 逐 项 积分 后 所 得 震级 数 之 收敛 半 径 不 变 , 即 


[сое = f Farrdz = Уа 


"20 
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= > уч, r€ (一 R,R). 

Ж 4.3.11 寡 级 数 的 逐 项 微分 (term by term differentia- 
tion for power series) Ж Dar 在 收敛 区 间 ( 一 R,R) 内 可 
以 任意 次 逐 项 微分 , 且 收 全 半径 不 变 . 即 

050) ë Paz Ў aan, 


= > n(n— 1) (n—k+ l)a,z" 


"= 


r€ (К.Ю); k=1,2,--. 
例 4.3. 12 D жаан D ZERAKO 1,1) 


上 的 和 函数 . 
E ” 设 和 函数 为 SCz) ,根据 上 述 索 级 数 的 逐 项 微分 和 逐 项 积 
分 性 质 可 得 


Sa) = У) D'r” = 1— Ha 
= 


2п 


ЕУ! 
тү? [21<1 
及 
ж. 
S(z) [з (х)ах |: rr Arctan z. 
因此 


Arctan 工 19" HIT x € (— 1.1). 
(2) RERA У ne 在 收敛 区 间 (-- 1,1) 上 的 和 函数 . 


Ш 设 和 函数 为 SCz), 并 记 ol(x) = Dar, 则 SCz) = 
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х Уул" 一 zaoCz). 因 此 只 要 求 出 cCz),SCz) 也 就 知道 了 . ШЖ 
级 数 的 逐 项 积分 性 质 可 得 


[осо = Уат = Ут = lzl<l. 
° п=170 на] kazi 
于 是 有 
` ИЕК 
Ыр г) 1-2)? 
及 
500) = + у?" 
所 以 
E$ ЕХ с á = 
ac 2а", 1<х<1. 


4.3.3 震级 数 的 运算 
定义 .4.3. 13 ЖЕТЖ 
Sana" 及 Ул" 
在 一 0 的 某 邻 域内 有 相同 的 和 函数 , 则 称 它们 在 此 邻 域内 等 同 ， 
并 记 作 


Ўал" = Doa", |z |< š. 
= 120 

ЖЕ 4.3.14 Ж 
Par Soa", [ж |<4; 
— — 


则 а„=б„ (n=0,1,2,…). 
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定理 4.3.15 KAREDA HERM 》 avr' 的 收 全 半径 
为 R, 4 为 常数 , 则 
ОЗТ Doaa", 121< А. 


ж 1.3.16 Жавел. ЖЛ REAA Dar 


п=0 


ж Ух” СЕИ К.К, На R = min(R, „К,А 


a) Уа" + Уа" = У) (а, +b,)z" (| x |< R), 
= = 


"= 


D (Zar) (ье) Уел (z I<. 


其 中 必 = (а06, 十 ab 十 azb + Habo). 特别 有 


(Ха) = È аа, + аа. +° +aaoz", |т|<Ё, 
š š 
(Ха) = Хва. 1zI<R， 
其 中 g MRM assaiar a, 相应 的 加 法 乘法 运算 得 到 . 
定理 4.3.17 ванюжахи HERM Xa # 


Уау" 的 收敛 半径 分 别 为 R S R, HIRAF. 车 | a, |< R. М 
由 复合 所 得 震级 数 
必定 有 大 于 零 的 收 伍 半径 .其 中 P. 为 等 式 左边 合并 项 后 所 
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定理 4.3.18 ”办 级 数 的 除法 REAR Dar УЬ 
有 大 于 0 的 收敛 半径 R Re, H а, > 0, ДЖ 


Dba" s 

= = Pea" 
Dar n=0 

— 


有 小 于 R 和 R, 的 非 零 收敛 半径 . 其 中 c, 可 以 由 关系 式 
(5) (е) Уыт", 
两 边 比较 = [Н] SES Er 4592; 8 #B 


b, = coa, +a, 十 … 十 cnao， п = 0,1,2, 
逐个 解 出 . 


4.3.4 Taylor 级 数 


定义 4.3.19 设 函 数 SOE r= r ЕЖИКИ е, ШЖ 
级 数 


п) 
>; FG), — ro)" 
n=0 пі 
= fa) оо + ао), 


称 为 函数 SCE z 处 的 Taylor 级 数 . 相应 系数 称 为 Taylor Ж 
数 . 特别 地 , 当 z 一 0 时 有 
> чо = f0) ко 2м 十 …， 


"0 


并 称 它 为 函数 f(x) 的 Maclaurin 级 数 . 
值得 注意 的 是 ,F(z) 的 Taylor 级 数 未 必 一 定 收敛 于 fC). 
如 函数 
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e х0, 
Р(х) = @- = a 
在 xz=0 点 的 各 阶 导数 均 为 0( 例 2. 1. 16) ,因此 它 的 Maclaurin 级 
数 为 
0 
2! 
显然 这 个 级 数 在 (一 co ,十 cc) 上 收敛 为 0 而 不 是 f(x). 

定义 4.3.20 车 在 z 的 某 个 邻 域 上 等 式 


Otor + 0а е ++, 


ауе, | z 一 zo |< Š 
成 立 . 则 称 ГС) Е zx。 的 这 一 邻 域 上 可 以 展 成 考级 数 , 并 称 


Xa, xr— хь)" 为 其 办 级 数 展开 式 (expansion in power series). 
п=0 


ЖЮ 4.3.21 RAAR ARH HE— EE (uniqueness of power 
series expansion) 设 / (х) x 点 任意 次 可 导 , 若 


f = Jat 20)", |z—x |<, 
= 


则 等 式 右 端 必定 是 fE zo 处 的 Taylor A B a, =L E, 


定理 4.3.22 设 f(z) 在 xo 点 任意 次 可 导 , 则 f(z) 在 zo 点 

某 邻 域 上 可 以 展 成 矫 级 数 的 充 要 条 件 是 :在 此 邻 域内 有 
lim R,(z—z) = 0, 

式 中 R,(z 一 zo) 为 fE zo 点 的 Taylor 余 项 (定理 2.2. 13). 

函数 的 震级 数 展开 法 (methods for function represented by 
power series) 

(1) 直接 展开 法 

直接 展开 就 是 通过 直接 计算 OE z, 点 的 各 阶 导 数 以 求 得 
相应 的 Taylor 级 数 ,同时 在 适当 范围 内 证 明 Taylor 余 项 趋 于 0. 
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例如 ,计算 函数 sinz Æ z = 0 点 的 各 阶 导数 可 得 到 相应 的 nn Br 
Taylor AR: 


$ х РЫ sin % 

sinz = л ИШЕ E т z" +К,(2), 
按 Lagrange 型 余 项 

эщ(#+ iHa) 
R, (2) = ———, Е 0,х Z lB]. 
(n+1)! 
由 于 对 任何 z 有 
[К„(х)|< 一 一 一 一 0， п = co, 


+101 二 1)! 
所 以 得 到 sin z # z=0 кх ҖЕ $ J: JF A 


д?) 
(2п+1)! 
—о=о<\х< +оо, 


= = 
St 71 


N £ 
sinz=z—s+ ВРС)" +, 


(2) 间接 展开 法 

间接 展开 是 利用 某 些 已 知 的 函数 寡 级 数 展开 式 , 并 配 以 适当 
的 变量 代 换 或 其 他 震级 数 运 算 来 得 到 所 需 的 函数 震级 数 展开 式 . 
常用 的 方法 有 

O 逐 项 积分 、 逐 项 微分 法 ”例如 


cos z = (sin z)” = (56: "ЕТУ 
с 1)" , 
- 0 (EPE DI Са?) 


= ун @ ° <= <N 
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—1<х<1. 


ч! 
т 


CTi ` 
@ 变量 代 换 法 例如 ， ln х=? ЖЖЖ sÇ n] Ж) 
用 上 述 展开 式 得 到 , 即 


тг=һ?+(1+®—®\)= 2+; Ср rz— 2, 
n 


вна -1<22<1 知道 展开 式 应 在 0<z 委 4 上 成 立 . 


O 四 则 运算 法 例如 ,一 一 天 一 5 在 x = 0 的 震级 数 展开 ， 


可 以 化 为 两 个 等 比 级 数 的 差 , 即 
т 1 1 1 
х®—2хт—3 411+=х 1-2 
3 


1 < РЕ РР 
-15[-0- | |[21<1. 
又 如 ,sec z fE = =0 Ж ЛЖ Н.И] BJ cos z ЮЕ Е 


级 数 除法 运算 来 进行 , 即 
1 1 
sec £ = сот = 
s ЕЕЕ 
<р Cn)! 
ЕСРИ ИС 
= 1+ 7 +7 yo 十 
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ORRE 例如 ,函数 (1 十 x 站 在 z+ =0 的 军 级 数 展开 式 ， 


可 借助 e 及 In (1 十 z) 的 展开 式 得 到 , 即 


таъа Тено ше-4-4-+-- 


1111,7 зат, 959 
16" +57607 23047 


© 反 演 法 ”例如 ,由 


y= sin z = z Lapal z 1 


6 1267 ~ 50407 T° 


并 令 
z = Arcsin у = y + by hy thy + =, 
代入 上 式 可 得 
1 


s ЕС зр 2200 


40 


所 以 


Б ki Š 25 ы 
Arcsin z = z+ 6 - + үл” t А 
公式 оа дн expansions in 


power series for functions) 


=s) 271 


(1) ee- 一 eno[1 十 (z 一 zo) 十 … 十 я! і 


—о=о<\х< +оо, 
特别 当 z =0 时 有 
2 " 
е =1+т+р 1+ ++ — œ < z <+ °°. 
s: 2? 25 е5 С" ө 
(2) sin r=x ETMT * (2л-Е1)! + 
一 co<z<< 十 co 


2 4 一 1yn72n 
(3) cos ==1 s tt жыр D'r asway 


4! (2n)! 
一 co<z<< 十 co, 
GO) Arcsin а= а 310 ае 
1.3.5. -.• (208—1), 1 а 
+з... Он) бар" 十 
—1<<x<1. 
_ _m um у, ух, 
(5) Arctan 工 一 工 + :二 (一 1) ит А 
—1<х<1 
з 25 2+1 
1 tA pE j ... z L... 
(6) sinh x z+37+51+ 十 DT1 
一 co<<z<< 十 cc. 
Ере 
(7) cosh = 1+1 T Eai К? 
—o<r<+ o, 
т? Е parr 
(8) In (1 十 工 ) 一 工 +5 СЕ 1) 21+ š 
—1<х<1. 
(9) +0) =1+ах+®&—Бг-+... 
учее, ү. —1<х<1, 


在 收敛 区 间 的 端点 х= +1 上 敛 散 情况 为 ， 

z=1:a>0 时 绝对 收敛 ;一 1<a<0 时 条 件 收银 ;ac 委 一 1 时 
发 散 . 

z=—1:a>0 时 绝对 收敛 ;a<0 时 发 散 . 

定义 4.3.23” 记 函数 
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х 
re 上 а 


1, х= 0 
的 Maclaurin 级 数 为 
д -1+}) Ё. 
= COTENT +Ë “++ tha "十 …， 
其 中 前 个 数 的 值 为 
1 1 1 
В В т. B = 0, ñ zo B= 0.5 
W В, = — Da Ban ,得 
1 1 1 1 5 
В 6, Ba 30. В чору В. з В. = ч 
称 这 些 数 B, 为 Bernoulli 数 (Bernoulli numbers В,). 
记 孙 数 sec x 的 Maclaurin 级 数 为 
E, E ЫЛ ы, 
sec т E +2 r4 +" “二 515 十 …， 
其 中 的 |z|<< 于 ,Ex 称 为 Euler 数 (Euler numbers E,,). 前 几 个 数 
的 值 为 


Po =1, E,=+1, Е,=5, Е;=-+61,. 
Stirling (斯 特 林 ) 公 式 


аж Мт (2) +e, 0<0<1. 


定理 4.3.24 Weierstrass EHE # f(x) 是 闭 区 间 [a,6] 上 
的 连续 函数 , 则 存在 一 多 项 式 函 数 序列 {P, (rz)), 它 在 [a,56] 上 一 
致 收敛 于 f(x)，P,(z) 的 一 种 选择 为 


Pw = DE) (2) @- =)” 
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4.4 Fourier 级 数 


4.41 基本 概念 


定义 4.4.1 设 {加 (z))(n 二 0,1,2,…) 是 区 间 [a,5] 上 的 一 
族 可 积 且 平方 可 积 函 数 ( 记 作 $,(z)E1L*(a,b)). 若 

0, m= n, 

А, > 0, m = n. 
MU#R(4,(z))E[a,b] E BJ — ЈЕ 5 Bš 8& Ж (system of orthogonal 


functions). VT AEM (norm) EHE Ige 1 = [Сда 


同时 称 | ү | 为 规范 正 交 函数 系 (system of normal orthonor- 


mal functions). 上 且 显 然 有 
Í. $, (=) К $, (=) ы | m= n, 
a l Б igl 
注意 ,对 于 复 函 数 系 {办 (z)) , 正 交 的 含意 为 #.(7) „бойт =o 


(m # n), Кф, Сх) ф, Ca) ЊЕ В. 
04.4.2 (1)= f 83 # 


Гес со = 


1, т = п. 


O ZARAR 
[1 eos 至 sin EZ, cos 2 sin же, cos EZ si E ee 
s posin 77, r” 1" 7 sin 


Ж-Е AKA 21 的 区 间 上 ) 正 交 . 其 规范 正 交 函数 
系 为 


sin аа cos 一 SIn 


t A 
ет mW ATE 
© 当 !=r 时 ,可 得 到 [一 r,x] 上 的 正 交 三 角 函 数 系 ; 
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хг 1. Sor 1 пих l . nnz s 


{1,соз zysin zycos 21,5іп 27,°** ,COs пт,5їп nz,***} 


及 其 规范 正 交 系 : 


二 sin х, соз 221, 


ж” ж Ук 


t: 1 1. | 
二 sin 2z,…，, 二 cos nr ,—sin nz s**t}, 
үк 


КЗ Ут 
O мі тан — 2.5) юся, 


(1,соѕ от, sin wr ,cos 202, sin 2wzr, ,cos пох, Sin nwx, }. 


Ф x =P= — [a b] ЕЮ EREA R 
ЖА. 
1 2rz . 2тт 4rZ . 4хх 
scos ==, р OS sin, 
А 2птх ša 2nxz _. 
cos, Sing 


О 复 变 量 形式 的 三 角 函 数 系 (i= V 一 1): 
[es er ант ert эшш. шыш 
也 是 [一 x,x] 上 的 正 交 系 . 
(2) Hien) HER Bessel( 贝 塞 尔 ) 函 数 
а Cp" (z )” 
J| (a) = > раса Йй 


= (т) 
的 正 根 递增 序列 , 则 以 o 为 自 变量 的 函数 系 : 
Ha = ... 
М. (ве). п=1,2, 
在 区 间 [0,R] 上 正 交 . 其 规范 正 交 系 为 


Jalg}: 
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(3) Legendre( 勒 让 德 ) 多 项 式 系 
Р, (= (E) (х*—1)" 
I Dnk! а 

名 knk)! n 2k “ 
在 区 间 [ 一 1,1] 上 正 交 . 它 的 规范 正 交 系 为 
(++) кю} п = 0,1,2, 

ЖХ 4.4.3 设 {加 (rT)}(n=0,1,2,…) 为 [a,b] 上 的 正 交 函 
数 系 , 则 级 数 


n= 0,1,2,+° 


У). (z) 


称 为 一 正 交 级 数 (orthogonal Жее). 其 中 c 为 任意 实数 . 
车 积分 


人 pspaz， 02 全 
存在 ,并 取 
= тато, а=0,1,2,-, 
则 称 此 cn==0,1,2,…) 为 f(z) 关 于 {p(x)) 的 Fourier( 传 里 叶 ) 
系数 (Fourier coefficients). 相应 的 正 交 级 数 Do. (хт) 称 为 
f(x) 的 Fourier 级 数 (Fourier series) р 
уб) ~ Уеа («= 2 г то сое). 


Fourier 级 数 的 几 种 形式 
设 f(x) 在 区 间 了 上 绝对 可 积 , 则 : 
(1) 当 I=[ 一 /,W] 时 ,有 


f(z) s X (a. cos 172 + b,sin 72), 
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其 中 
ao 一 + {ооч 


1 
a, Lf /(х)соз rg, n= lhi 
l j-i 1 


b, = +f f (x)sin dr, n= 1,2. 
-i 


(2) 当 I=[ 一 ,xJ 时 ,有 
Гбх) ~ F+ У) cancos nx + b,sin nz), 


HT |1| = „2, || cos пх || =ут, || sin пх | =/x (n=1, 
2,…), 于 是 
a = | усов 


x 


a, = if Р(х)соѕ nz іх, п = 1,2,:.., 
b, = 1f fCa)sin nr іх, п = 1,2, 


其 复数 形式 为 
Хбх) ~ У се", i= /—1, 


其 中 
£ Za 
c =з] /ne dz, n=0, +1,2," 
(3) 当 了 二 [0,L] 时 分 别 有 余 弦 级 数 和 正弦 级 数 


fo~ F+ >a, cos "75 (余弦 级 数 )， 
n=l 


其 中 
2 1 
а = 引 JCz)dz， 
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Ë 
а, = ?| f(z)cos аг, п = 1,2, 
0° 


fe) ~ Dosin E (正弦 级 数 )， 
其 中 


b, ?| fonsin SEdz, n= 1,2. 
类 似 地 , 当 !=r 时 ,可 以 得 到 [0,x] 上 的 余弦 级 数 和 正弦 级 数 . 
(4) 当 = 一 至, 到 | 时 ,有 


Хбх) ~ F+ У) (а„соз пох + b,sin n wr), 


其 中 


в = | fdz, 


а = 2 З Р(х)соѕ пох dr, п = 1,2,-., 
„= 217 fsinnor dz, п 1,20. 


6) 当 了 二 [a,B8] 时 ,有 
fy +> (arcos 2292 sin ges), 
其 中 
а= ош, 


в 
а, = — оз 212 ir, п = 1,2,:-, 


Ва 
= , 2nxz a. 7 
b, = а [resin ушал, п = 1,2; 
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so~? і ЕЕ 2) 


a = Е не Е ZEA) Jaz, к=н 


b. а 2 созар =. [+ -TEA Jar, ESN 


ч, 4.4.4 函数 的 Fourier 级 数 展 开 式 (expansion of a 
function in Fourier series) Ж f(x) 的 Fourier 级 数 

KORS Taga) (= = тато) 
在 [ec, 纪 上 除 有 限 点 外 ,处 处 收敛 于 f(x), 则 称 这 个 Fourier 级 数 
为 Рох) [а,Ь] ЕТЕУ А8 Ж (Фф, (х) ) h Fourier 级 数 展开 
式 ,并 记 作 


fl(z) = Ус, (©),  “€[a,bj. 


я=0 


特别 地 , 当 {$,(z)} 为 [一 *,x] 上 的 正 交 三 角 函 数 系 时 ,有 
(2) = + Уу (acos nz + sin nz), xr € [一 rr]. 


定义 4.4.5 设 {#,(7z)}(n==0,1,2,…) 是 [a,6] 上 的 一 正 交 
函数 系 . 若 等 式 
[rosod =o, n= 0,1,2, 


意味 着 f(z) 二 0( 记 号 “三 "表示 几乎 处 处 相等 , 即 除开 一 个 测度 为 
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0 的 点 集 外 均 相 等 ), 则 称 {8, (zx)) 在 区 间 [a,5] 上 是 一 个 完备 正 交 
系 (complete orthogonal system). 

定理 4.4.6 ZARAR 

{1,соѕ r,sin z,cos 2z, sin 2z,:*,cos пх,ѕіп nz.) 
是 [一 x*,m]J 上 的 完备 正 交 系 . 

定理 4.4.7 惟一 性 定理 设 {$8,(z)) 是 [a,b] 上 的 一 个 完备 
正 交 系 . 若 f(x) 和 g(x) 关于 {8,(7x)} 有 相同 的 Fourier 级 数 . WJ 

Р(х) р(х). хЄ[а,ь]. 

特别 地 ,就 连续 函数 而 言 ,一 个 正 交 级 数 只 能 是 一 个 连续 函数 
的 Fourier 级 数 . 

定理 4.4.8 设 {#(z)} 是 [a,6] 上 的 完备 正 交 系 . 若 正 交 级 


数 Уефа) 一 致 收敛 , 则 它 必 定 是 和 函数 的 Fourier 级 数 . 


特别 地 ,车 区 间 [ 一 *,*j 上 的 有 界 可 积 函 数 f(x) 可 以 在 这 个 
区 间 上 展开 成 三 角 级 数 


f(r) = = + > (a,cos nz + b,sin пх), 
则 这 级 数 必 定 是 它 的 Fourier 级 数 . 
4.4.2 Fourier 系数 的 性 质 


定理 4.4.9 最 佳 均 方 逼近 (best approach of mean square) 
设 {#7z)) 是 L*(a,6b) (定义 4.4.1) 中 的 一 个 完备 规范 正 交 系 ， 


SHL 中 的 任意 函数 , 它 的 Fourier 级 数 为 cp,(z). 同 时 记 


У. = У)с,ф. (z) 


0 


Ж f t И Fourier 多 项 式 . 则 在 形 如 
@, = 六 yj (y, 为 任意 实数 ) 
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的 一 切 n 阶 多 项 式 中 ,以 fa HS BJ EFJ JOB E BU 
[а-л о-о. 
Bessel 不 等 式 (Bessel inequality) Ў с,(п= 0,1,2, =) X 8 
数 /(z) 关 于 [a,5] 上 完备 规范 正 交 系 {8,(z)} 的 Fourier 系数 , 则 
不 等 式 
а < [UO Fdz, (4.1) 
称 为 Bessel 不 等 式 . 
特别 地 ,对 于 Са) Е л, х) Ей Fourier 三 角 级 数 
fa) ~ A + У) (а,соѕ пх 十 busin nr), 
其 系数 应 满足 不 等 式 
© + аи) L| Гуса, 
ЖХ 4.4.10 设 { 儿 (z)} 是 [ab 上 的 可 积 函 数 序列 , 若 当 
n— oo) ,数列 
Eca 1 * 了 2 
& = [ue — ф„(х) dr 
KAF о. Д (9, (х) ) A W S&(square average convergence) + 
fœ). 
Parseval ( 帕 塞 瓦尔 ) 等 式 一 -封闭 性 公式 (Parseval 


equality 一 一 closed formula) 设 {#(z)} 是 [a,6j] 上 的 完备 规范 
EZR, f(r) EL’ (а,Ь). MJ f(x) 的 Fourier 多 项 式 


f(x) = Senga (a) 


m=0 


БУР f(z) 的 充 要 条 件 是 ;Bessel 不 等 式 (4. 1) 中 的 等 号 成 
立 . 即 有 Parseval 等 式 


x: = Гость 
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特别 地 ,对 于 F(z) 在 [一 r,r] 上 的 Fourier 三 角 多 项 式 
f, G) = F + > (a,cos kz + b,sin kz) 
均 方 收敛 于 F(z) 的 充 要 条 件 是 :等 式 
+ Уа +61 = if La] dz (4.2) 
成 立 , 且 称 此 等 式 为 Parseval 等 式 或 三 角 函 数 系 的 封闭 性 公式 . 
引 理 4.4.11 Riemann 引 理 设 f(x) 在 区 间 [4a,5] 上 绝对 
可 积 , 则 
lim [сәя wzdz 一 0 及 lim [/саэеоз шт dr = 0 
或 
їл) "f(r)e dz = 0. 


定理 4.4.12 Riemann-Lebesgue 定理 ”绝对 可 积 函 数 f(x) 的 
Fourier 级 数 的 系数 收敛 于 0. BD 


lim a, = lim 1[ fCa)cos nrdz = 0, 


і Б, = Бъ 1f fC)sin nrdr = 0. 


且 当 下 列 条 件 之 一 成 立时 便 有 a, 一 b, 一 O( 广 ): 


D 在 [一 xyx] 上 f 单调 增 有 界 . 

(2) 在 [一 x,xj 上 了 分 段 单调 . 

O 在 [一 x,xJ 上 f 有 有 界 变 差 ( 定 义 3. 3. 3). 

定理 4. 4. 13 Mercer( 麦 切 尔 ) 定 理 设 {#,(x)}) 是 [a,b] 上 
的 完备 规范 正 交 系 , 且 | 加 (z)| 和 五 (一 致 有 界 ). 则 [a,b] 上 任 一 绝 
对 可 积 函 数 关 于 {$8, (zx)} 的 Fourier 系数 , 当 n 一 oo 时 收敛 于 0. 


4.4.3 Fourier 级 数 的 收敛 性 


Fourier 三 角 级 数 部 分 和 的 积分 表示 式 ”函数 /(x) 的 Fourier 
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级 数 部 分 和 可 表示 为 Dirichlet 含 参 积分 ， 
5„(х) 一 F + D (acos kr + b,sin Ёл) 
k=l 


s (2n+ 1 
sin [ 2 E 


2sin Е 


= [Ect + f(z — u)] 


Ж 4.4.14 收敛 的 局 部 化 (localization of convergence) 
函数 f(x) 的 Fourier 级 数 在 一 点 处 的 收敛 性 ,只 与 函数 在 该 点 
处 任意 小 邻 域 上 的 性 质 有 关 . 

Dini 判 仇 法 (Dini tes) 车 有 常数 so, 使 函数 


f (ao + t) + fflto — t) — 2s 
t 


ERA 9>0 的 闭 区 间 [0,6] 上 绝对 可 积 , 即 
f fixo + t) + fz — t) — 25 


Р dt < оо, 


则 f(z) 的 Fourier 级 数 在 点 ze 处 收敛 于 so 特别 地 ,对 于 满足 
条 件 


的 一 切 x, fC) h Fourier RAAF f(x). 

Lipschitz #] 0 (Lipschitz tes) ”车 函数 /(z) 在 点 z 处 连 
续 , 且 对 于 充分 小 的 S>0, 有 

|f(z=+àó)— /(х)|<18° (常数 工 >0,0<a<1)， 
则 f(x) 的 Fourier 级 数 在 点 z ДАЯР f (z). 

定理 4.4.15 设 fr) EA 2= 为 周期 的 周期 函数 , 若 它 在 
[一 x,x] 上 分 段 光 滑 ( 即 区 间 内 除 有 限 个 点 之 外 ,f(x) 处 处 连续 . 
而 在 f'(z) 不 连续 的 点 上 ,f(x) 的 左右 极限 存在 ), 则 其 Fourier 


级 数 在 点 工 处 收敛 于 去 [7(z 十 9) 十/Cz 一 0)]. 


dt < оо 


f(z +t) – f(x) 
£ 


LA 


Dirichlet-Jordan 判 效 法 (DirichletrJordan test) 设 f(x) 是 
以 2x 为 周期 的 周期 函数 且 在 [一 *,xj] 上 有 有 界 变 差 . 则 f(z) 的 


Fourier 级 数 处 处 收敛 于 记 [f(z 二 0) 十 fz 一 0)]. 


Dirichlet #) &% È (Dirichlet test) 设 f(r) ÆA 27 为 周期 的 
周期 函数 , 且 在 [一 r,x] 上 分 段 单调 , 仅 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 . 
则 f(x) 的 Fourier 级 数 在 每 一 点 工 处 收敛 于 


Туса) +0001. 
注意 在 (定理 4.4.15) 及 两 个 Dirichlet 判 敛 法 中 ,如 果 x 是 连续 
ҖОР f(z) ,在 端点 士 x 处 收敛 于 讨 [f(w 一 0) 十 f( 一 x 十 0)] 


4.4.4 Fourier 级 数 的 一 致 收敛 性 


定理 4.4.16 Dini 定理 i f(x) 为 [一 x*,x] 上 的 连续 函数 ， 
车 对 于 [一 *,xJ 上 的 一 切 z 有 


f | 和 t=/ & о, 


且 当 t=0 REF z 一 致 收敛 . 则 函数 f(z) 的 Fourier 级 数 在 
[= х.х] ЕВР fe). 

ЕЁ 4.4.17 Lipschitz 定理 设 f(z) 是 [一 x,x] 上 的 连续 
函数 , 且 满 足 条 件 

[/(х)—/(х)|<1|х'—х|°, 
—х<х,х'<х, Ж 1>0,0<а‹<1, 

ДРС) hY Fourier 级 数 在 [一 r,r] 内 的 任何 一 个 闭 区 间 
[a,b] ~na <br) ERAF f(z). 

特别 地 , 当 三 在 [一 r,z] 上 有 有 界 导 数 广 (z) 或 分 段 单调 时 ， 
结论 成 立 . 

定理 4.4.18 Dirichlet-Jordan( 狄 利克 雷 - 约 当 ) 定 理 若 函 
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数 f(z) 在 [一 r,zr] 上 连续 并 有 有 界 变 差 , 且 
РС к) = f(x), 
则 三 的 Fourier 级 数 在 [一 x*,x] 上 一 致 收敛 于 fe). 

在 定理 4. 4. 16 一 定理 4. 4. 18 中 都 提 及 函数 的 连续 性 条 件 . 
值得 注意 的 是 , 仅 有 连续 条 件 是 不 足以 保证 收敛 的 ,对 此 有 下 面 的 
定理 . 

定理 4.4.19 Reymond( 雷 蒙 ) 定 理 ”连续 函数 的 Fourier 级 
数 未 必 到 处 收敛 . 


4.4.5 Fourier 级 数 的 逐 项 积分 与 逐 项 微分 


定理 4. 4. 20 Fourier 级 数 的 逐 项 积分 (term-by-term inte- 
gration for Fourier series) 设 f(z) 是 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ， 
且 在 [一 x,x] 上 分 段 连续 (定义 1.4.7). 则 它 的 Fourier 级 数 


Хбх) ~ F+ > (a,cos nz + b,sin nz) 
n=1 


不 论 收敛 与 否 , 均 可 在 任意 区 间 [a,6] 上 逐 项 求 积 分 . BB f 的 积分 
总 可 由 逐 项 积分 求 得 : 


[roa = [ 号 dz 十 > f cancos nz + b,sin nr)dr 
a d a=1 %9 


= @@Ф—а)+ У) Ha, Csin nb — sin na) 
п=1 


— b, (cos n b — cos па) ]. 
Fourier 级 数 的 逐 项 微分 运算 ,一般 是 不 许可 的 .除非 导 函 数 
f 有 较 好 的 性 质 : 
定理 4.4.21 Fourier 级 数 的 逐 项 微分 (term-by-term differ- 
entiation for Fourier series) i& f(x) 是 以 2r 为 周期 的 连续 函 
数 . f(x) 在 [一 x*,x] 上 分 段 光滑 , 则 f(x) 的 Fourier 级 数 


fa~ + У) Cacos пх +b b,sin n z) 
“1 
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对 任何 + 有 
z i (z—0) (F) + È Cacos nz +b,sin ne) 
ал 


= У) (пр, соз nr —na,sin пх). 


4.4.6 Fourier 级 数 的 求 和 


Gibbs( 吉 布 斯 ) 现象 (Gibbs phenomenon) i% { ф,(х2)) JE E 
X fE z, 点 右 邻 域 上 的 函数 序列 , 且 
lim ф, (2) = (z) 及 lim $(z)= $(zo +0). 


若 当 n—coK rori 时 有 不 等 式 
lim зир 点 (Z) 之 gzo 十 0) (È < ф(2,+0)), 


则 称 {$, (zx)} 在 z 的 右 方 具有 Gibbs 现象 . 
Gibbs 现象 是 Fourier 级 数 求 和 过 程 中 在 第 一 类 间断 点 处 出 
现 的 奇特 现象 . 


例 4.4.22 Gibbs 现象 ”函数 f(x)== 
Ж Fourier 级 数 为 


x— 


5 OKIE 


> sin nr 

x=1 n 
其 和 函数 SCz) 在 =0 点 为 第 一 类 间断 . 在 该 点 的 右 邻 域 上 
502) = 752, 此 外 ,级 数 之 部 分 和 函数 序列 {s (z)} 可 表示 为 


Wy = > ч = КЕЗЕ + cos nt)dt 
k=l 9, 


З sin| (> + т) Sin + 
dt 


° 2sin + 
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КОЕ (Cn )* sint 
--#+] # 


° t 
+Í ЕТ Е jeje 


= =: “sint 
=š +[ = sin tq, осу, 
函数 ， = | SM di 在 zx 一 .3r,5r，,.… 有 极 大 值 ,在 z като 


有 极 小 值 . 由 于 积分 


н» а с [7 sint 
Ë t есе ттун 


的 绝对 值 是 上 的 递减 序列 ,因此 极 大 值 序列 是 递减 的 , 极 小 值 序列 
是 递增 的 . 于 是 


im зир „б = lim (9) | Эг. 
但 是 ,和 函数 s(x) 在 z=0 点 的 右 极 限 却 是 了 ,显然 有 
50+0 = 2 х [з sin ty, 
这 样 就 出 现 了 奇特 的 Gibbs MAR: ЖЕ [0,7 | 上 的 连续 曲线 
sa(z) (注意 .60) 一 0), 当 n>oo 时 凝集 于 y 轴 上 的 [0 = Л 


线段 ， 而 不 是 想像 中 的 | ,也 线段 ,线段 长 度 增 大 近 


f sin tat 
o t 
ЦА 


2 


2х 1.179 
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定理 4. 4. 23 有 界 变 差 函数 f 的 Fourier 级 数 在 它 的 第 一 类 
间断 点 处 (也 只 有 在 这 种 点 处 ) 出 现 Gibbs 现象 . 
正如 定理 4.4. 19 所 指出 的 ,甚至 在 f 的 连续 点 ,其 Fourier 
级 数 也 可 能 有 发 散 的 . 在 这 种 情况 下 , 若 还 是 按 通常 的 收敛 概念 
来 计算 部 分 和 s, (x) 就 变 得 毫 无 意义 . 为 解决 这 一 问题 ,Fejter( 费 
耶 ) 在 1904 年 证 明了 : 若 s,(z) 是 f(x) 的 Fourier 级 数 部 分 和 , 当 
工 为 的 连续 点 时 ,成 立 等 式 


lim solr) +s aid ee +s Сх) уб). 


稍 后 ,Lebesgue 又 证 得 这 个 等 式 不 仅 在 连续 点 ,就 是 在 不 连 
续 点 上 述 极 限 等 于 [f(x 一 0) 十 f(z 十 0)]/2. 这 一 命题 使 Fourier 
级 数理 论 出 现 了 新 的 转折 . 

定义 4.4.24 设 

T =(a,.,), т =0,1,2,+п = 0,1,2, 
是 一 个 无 穷 矩阵 ,对 于 数列 {s,} 定 义 变换 tn: 


т, = фу), m= 0,1,2,.. 
假定 所 有 这 些 级 数 都 是 收敛 的 . 车 当 m 一 oo 时 ,极限 
ime =s 
存在 , 则 称 s, 有 T -极限 s ,或 称 s, 是 (T) 收 辣 于 s, 记 作 
5, > s(T). 
同时 也 称 方法 对 {5,} 是 有 效 的 . 显然 (T) 收 敛 具 有 线性 特征 , 即 
车 s,s(T) ,mm 一 r(T), 则 对 于 任意 常数 < 有 
(as,+br,)—(as+br)(T). 
当 ann 二 0(m 关 n) samm =1 时 ,有 mm 一 sw, 这 种 (T) 收 敛 就 是 
通常 的 收敛 . 


如 果 ,是 无 穷 级 数 Уи, 的 部 分 和 ,而 s, — s(T), 则 称 级 数 
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Пи. 为 (T) 可 和 于 *, 记 作 


"о 
Уи, = s(T). 
= 


如 果 某 (T) 求 和 法 能 使 每 个 收敛 级 数 都 可 和 于 原来 的 和 , 即 
ss ERE s, >s (T). 那么 称 该 (T) 求 和 法 为 正则 求 和 法 (regu- 
lar summation). 

定理 4.4.25 Toeplitz( 特 普 利 茨 ) 定 理 〈T) 求 和 法 为 正则 
的 充 要 条 件 是 :存在 与 m 无 关 的 R, 使 


R.= Уа 18: т=0,1,2,. 
п=0 
且 对 于 每 个 mn, 当 m—= cotf 


有 
定义 4.4.26 若 工 的 元 素 取 为 


0 п> т. 
则 有 
attat +s 


а Wakas 


m+1 

我 们 称 这 种 (T) 求 和 法 为 (ec,1) 求 和 法 (summation), 或 算术 平均 求 

和 法 (arithmetic mean summation). 显然 ,这 种 求 和 法 是 正则 的 . 
定理 4.4.27 Fejér 定理 Р(х) йу Fourier 级 数 在 连续 点 


为 (c,1) 可 和 于 f(x) .在 跳跃 点 为 (c,1) 可 和 于 于 {7(z 十 0) 十 
f(x 一 0)). 而 在 任何 / 连续 的 闭 区 间 上 为 一 致 可 和 于 S. 
定理 4.4. 28 Weierstrass 定理 ”周期 为 2r 的 连续 函数 /. 
可 用 三 角 多 项 式 一 臻 逼近. 即 对 于 Vs>0, 存 在 三 角 多 项 式 
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Т.а) =F + У Cacos kz + Bisin kz), 
使 不 等 式 
|f) = Т„(х)|<є 
在 整个 数 轴 上 一 致 地 成 立 . 


4.4.7 Fourier 级 数 的 应 用 


例 4.4.29 单簧管 是 一 端 封闭 , 另 一 端 开放 的 细 管 . 管内 
气 柱 声 压 分 布 函数 p(x,1) 可 通过 求解 下 列 双 曲 型 方程 定 解 问题 
得 到 . 


pu—a’ pa =0, 0<:<1,7>0, 
pO.) =0 (开端 ); р. (1,1) =0 С), 
р(2,.0) = (z), 0<:</, 
р.(2,0) = (z). 0<т</. 
由 分 离 变量 法 可 得 到 下 列 形 式 解 : 
pO q) = > (ascos = + b,sin Cat Dza )- 
Cnt Drz, 


sin 2 
其 中 系数 a, ,6b, 则 由 声 压 初始 分 布 函数 y(z) 和 ф(х) 确定 . 即 从 


关系 式 
plx) = Tair 21 De 


7 
及 
Чез эш (2n+ 1)rz 
ф(х) x, sin ú 
TAa, ЖЬ, ари у 和 gC) 的 Fourier 系数 . 
所 以 
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_ 2[ -n (2n 十 1)xz 
а, = 2 | wz)sin — 9 е іг, 


4 ы N 
Cn F Dra [вс 


例 4.4.30 半径 为 R 的 无 穷 长 圆柱 体 ,初始 温度 处 处 为 
zxo( 天 0). 若 将 圆柱 表面 突然 置 于 保持 恒温 为 0 的 条 件 下 , 求 圆 柱 
内 温度 分 布 函数 u Co,t). 

解 x(o,2) 满 足 抛物 型 方程 定 解 问题 

и, —а? A, u =0, 0<p<R, !>0. 
и(К,10) =0, 1>0, 
и(0,0) =u, 0< o <R. 

由 分 离 变量 法 可 知 ,该 定 解 问题 有 下 列 形式 的 解 


и(0,1) Уе а (o). 
其 中 z, 为 零 阶 Bessel 函数 J。(z) 的 第 个 零点 . 系数 с, 则 可 利用 
初始 条 件 由 关系 式 


(2n Drnz 
2] ах. 


Ls 名 
ш 一 Уе (ве) 
确定 . ЇН 53х17 S ХЭ RRI, Яз Эш УЕ ЖЕРЕ u (0.0) = u 的 
Fourier-Bessel 级 数 展开 . 由 此 可 得 с, 为 
=. 2 Pu (oa 28. 
s rigol Ilgo) ГЭСИ 
于 是 


1 ащ ГА 
“D = 6 Утуе)» (Re). 
#1 4.4.31 如 图 4.1, 在 半径 为 R 的 接地 球 导体 外 , 离 球 心 a 
处 放置 点 电荷 9, 则 球 外 电场 的 电势 分 布 函数 u(r,9) 可 表示 为 
4 
тг 


u(r,0) = 十 U(r,0)， 
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等 式 右 端 第 一 项 为 点 电荷 产生 的 电 
势 ,其 中 为 点 电荷 到 空间 点 M 的 
距离 . 第 二 项 U(r,0) 为 球 上 感应 电 
荷 产 生 的 电势 . 它 应 满足 Laplace( 拉 
普 拉 斯 ) 方 程 
A... = 0. 
由 分 离 变量 法 知道 该 方程 有 下 列 
形式 解 : 
= р, 
U= У (e + )Р. Ceos D, 
其 中 P,(cos 0) 8 cos 0 лп 阶 Leg- 
endre ZHR. 考虑 到 ~ 一 co 时 ,U 有 


界 , 故 c,=0. 于 是 图 4.1 球 外 电场 
а0.0 一 一 十 
ÅRET, n=0 
> 5 
4/4т е + У) = P, (cos 0) 


Ма? — 2arcos та 107 
= > (a Рет. =н р.) Р, (cos 6). 


为 了 求 出 系数 Р, ,我 们 利用 球面 > = КАЛТА и = 0. 即 


>( eN = 25 )Р, Ceos 0) = 0. 


4reoQ 
如 果 等 式 成 立 , 则 左 端 应 是 零 函 数 的 Fourier Legendre 展 开 式 . 因此 有 
р, = 2 Q RE: 
"Axea™! 
从 而 
(1,0) д/ 4те, К? \" Р, соз D 
wU S Ja tacos tF” с 2 ) 
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5 广义 积分 


5.1 无 穷 限 广义 积分 


5.1.1 基本 概念 


定义 5.1.1 设 а) Ха, +оо) (或 (一 co,6]) 上 , 且 对 
任何 u> a (SR u< b), f z) Æla, u] (或 [v,b]) 上 可 积 , 若 


Пааа (п соаг) Е, 则 称 为 无 穷 限 广义 积分 
(improper Riemann integral) 或 在 La ,十 ce) 或 (一 ,0 悦 上 收敛 ,并 
记 作 
[соё = im | fde (或 | fdr = Ла сда). 
若 极限 不 存在 , 则 称 无 穷 限 广义 积分 发 散 , 仍 记 作 
Гоа (af ло). 


例如 ,无 穷 限 广义 积分 | Дака 0) мроіва, ц 
之 1 时 发 散 . 

定义 5.1.2 АРЕ с 车 无 穷 限 积分 | fdr A 
[лса а сав В 

[оа = lim [fdz = [лов [сое 


是 收敛 的 ,否则 是 发 散 的 . 
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5.1.2 ”收敛 性 判别 法 


在 本 节 中 ,假设 f(x) 与 g(x) 在 x 之 a 上 有 定义 , 且 对 任何 
и 之 a, 它们 在 [a,u] 上 都 可 积 . 


定理 5.1.3 [усак а, ео, зм 
0, 使 得 当 А.А, > N 时 ,都 有 |f" fdz] < š: 


定理 5.1.4 Baco MARAS 7Cz)dz 与 | 7(z)dz 同 
”时 收敛 或 同时 发 散 . 

定理 5.1.5 Hela, +0) 上 f) 之 0, 则 |”/(z)dz 收 全 
的 充 要 条 件 是 | f(x)dz 为 u 的 有 界 西数 , 即 3M 之 0, Vu>>a, 有 


еса < м. 


定理 5.1.6 ж [лсо |а 收敛 ， | соаг 也 必 
Кж. 

定义 5.1.7 [7 лсо 1dz 收敛 , 则 称 | fode 为 绝对 
收敛 (absolute convergent). 若 | соё 收敛 而 不 绝对 收敛 , 则 
称 | сое 为 条 件 收敛 (conditional convergent). 

定理 5.1.8 #lim z?/(z) =À 50, M 34 p > 1 时 ， 
[сове вак морт, усаг яв. 


定理 5.1.9 比较 判别 法 (comparison test) ” 若 在 zx 三 4 时， 
EA 0 < fa) < (г), А]. 
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а) | god фаш. fode кй. 


(2) 当 | fod жй. Car 也 发 散 ， 


定理 5.1.10 比较 判别 法 的 极限 形式 (comparison test in 
limiting form) Ж 22а 8, 2602) 之 0, 且 lim f(x)/g(x) жс, 
于 是 : 

(1) 当 0<c< 十 co н. ПЕЕ ЕА 同时 收敛 或 
同时 发 散 . 

(2) 当 c = 0, 且 | асове kem f(z)dz кй. 

(3) 34 c= oo H| gdz 发 散 , 则 | гадае 也 发 散 . 

定理 5.1.11 Dirichlet #8 设 | Sdr fu >a ЫЕ 
界 且 单调 下 降 函 数 g(Cz) > 0 有 lim g(z) = о своде 
收敛 . 

定理 5.1.12 若 函 数 f(z)2>0 在 [1, 十 co) 上 单调 下 降 , 则 级 
ж Улоо 与 | f(z)dz 同时 收 全 或 同时 发 散 . 

定义 S113 # limf fde 存在 , 则 称 此 极限 值 为 
Гое 的 Cauchy 主 值 (Cauchy principal value) , 简称 主 值 ， 


记 作 v.p. [уо = lim “f(z)dr, 也 称 为 在 主 值 意义 下 广 


义 积分 存在 . 
定理 5.1.14 若 f(x) 为 奇 函 数 , 且 在 任何 有 限 区 间 上 可 积 ， 


MJ v. p. |: f(z)dr = 0, 
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定理 5.1.15 着 [ ода 一 [存在 , 则 wp [хое =, 
反之 不 一 定 成 立 . 


52 无界 函数 的 广义 积分 


5.2.1 基本 概念 


定义 5.2.1 设 f(z) Elab] 上 或 [a,6) 上 有 定义 ,但 对 
є 0,/(х) 在 [a 十 e,6] 上 或 [a,6 一 e] 上 (0 二 e 过 6 一 a) 无界, 则 
称 点 a 或 4 为 f(x) HRA Cingular point). 

定义 5.2.2 无 界 函 数 的 广义 积分 (1) ” 设 点 4a 为 f(x) Ж 


RAHE E> Ofa) Elated] 上 可 积 . 车 lim|” fda 
在 , 则 称 此 极限 为 无 界 函数 f(x) 的 广义 积分 (improper integral of 
unbounded function), 并 称 它 是 收敛 的 ， вза лса = 


limf 7(z)dri 否 则 称 | f(z)dz 是 发 散 的 . 


例如 ,无 界 函 数 的 广义 积分 | сіе (a 00401 
收敛 , 当 4 > 1 时 发 散 . 

定义 5.2.3 无 界 西数 的 广义 积分 (2) PA Еа ,中 的 
内 部 , 则 定义 无 界 函数 的 广义 积分 为 


b г b 
Госа = [wazt [сов 
= inff sodet лао), 


只 有 当 右 端 两 个 积分 都 收敛 时 左 端 才 收敛 , 若 右 端 有 一 个 发 散 , 则 
左 端 发 散 . 
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5.2.2 ”收敛 性 判别 法 


下 面 假设 f(x) ,g(r) KMA a, Н f(z),g(z) 在 [a 十 e,6] 
(0 二 e 二 4 一 a) HIR. 


定理 5.2.4 Cauchy 收敛 准则 | сас 收敛 的 充 要 条 件 
E:Ve>0,32> 0,118 4а < zz < a +Ó < b BF, EA 
IN ПЕЧ <e 


定理 5.2.5 #а<с<5 E| 7(z)dz 与 | reoqz Ж 
或 同时 发 散 . 

定理 5.2.6 车 /(z) 是 非 负 的 , 则 | /(z)dz 收敛 的 充 要 条 
件 是 p(w = [усаг 为 上 的 有 界 函数 

定理 5.2.7 车 | усо аса | f(z)dz au. 

定义 5.2.8 车 | | f(z) |dz 收敛 , 则 称 | саз 为 绝对 收 
ах. 车 | f(z)dz 收 和 而 不 绝对 收敛, 则 称 | /Cz)dz 为 条 件 收 伊 . 


定理 $.2.9 设 lim(z 一 a)*fr(z) = À Z 0, алсаз 当 


а 二 1 时 收敛 , 当 g 之 1 时 发 散 .. 
定理 5.2.10 ”比较 判别 法 #а<х<5ЬЕ,0</(х)< 
g(x), W: ` 


o) 当 | zc)dz 收敛 时 ,| f(z)dz 也 收敛 . 


D [усас 发 散 时 ,| z Car 也 发 向. 
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定理 5.2.11 车 在 (a,6) 上 g(x) >0, йн =c, FË: 


D 40 соо 时 ,| f (ndr 与 | g(z)dz 同时 收敛 或 同 
时 发 散 . 
(D мео B f'g Cda | соаг вай. 
(3) 3 c=+ co [осот зо соаг 也 发 散 . 
定理 5.2.12 ” Dirichlet 判别 法 иа 上 | fode 
有 界 .g(x) 为 单调 升 函数 (g(z) > 0), B lim g(z) = 0, M 
[A gadr 收敛 . 
定义 5.2.13 设 瑕 点 c 在 [a,6] 之 内 部 ,车 
а [сове | Fdz] 
存在 , 则 称 此 极限 值 为 无 界 函 数 的 广义 积分 的 Cauchy EW, 记 作 
ур. 575 z im[ | fodret |7 reodz] 


也 称 为 在 主 值 意义 下 ,广义 积分 存在 . 
定理 5.2.14 RA с Elab] 之 内 部 , 若 | f(z)dz =1# 


在 , 则 v. p. [сод = 了 ;反之 ,不 一 定 成 立 . 


广义 积分 表 
(1) 含 代数 函数 的 积分 


“de -1 
of тетү m 1); 


т 
> (а > 0), 
> adr =š 
of = (a = 0), 
x 
-7 (a <0). 


1 
@ [га —z)'dr = [ча = 22)*іг 


У 
Е f Ср 
— Te 十 DT(C8 十 1)” 


Га +8+2) 
= B(c 十 1,6 十 1). 
Ф|, р ао 
of Zar = = (ф<а<1). 
of п == ат (a<1). 
of 26-а) (0 <а <). 
ара FG) 
CY аг(®#) 


Га) = [илеш (xz>0), 
TT(n 十 1) = n! (n 为 正 整数 )， 


x 
sin лл 


TGODT(1-—- z) = 


r(+)= ук = 1.7724538509--.. 
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(2) 含 三 角 函 数 的 积分 


r= 


3 

ее + (а > 0), 

ЭГ =“ 2 (a < 0). 
S 


7 (a >0), 
sin ax 
m dz = Є 
ЕТ (а < 0) 
зл т 
z А 
Sin3 工 _ 37 
= dz = rg 
4 
эшл = x 


ағ ш> (а,Ь Z 0). 


£ 
| Z о (al<D， 
“© sin хсоѕат y 5 
х a T С е|= 1), 
0 (|a |> 1). 


@ sn йт _ | cos z dz |z 
Јо Мт ° Мт 271 
“zsinbr | _ Z -is 

Dj, dr = уе” (> 0. 
[Созай т Ula 

Фета е 
“© sin? ar, т 

of таа етра. 

四 “sin ar sin br. K та 
° х? ° х 2 


(а <b). 


po Р 
@ | cosl’ )dr =| sin(x?’ )dz = 1 |=. 
° ° 2N 2 
[ аг а x 
2). 1 +22 соѕа 4+2? sina (0<a< т). 
i a 
ә [| аха — Zin, 
o * 2 
”1arctan ат _ arctan br т, a 
af, ( т )dz zng (b> 0). 
四 Re dr aik: 
° а?іпёл + Бсоѕ т 2ab` 
03) PERMANER 
四 edr = 1. 
1 а 
а + беча = СФЗ) су>о,ь>—1), 
= 51. (а> 0, b= 0,1,2, ---). 
6 十 1 
(==) 


af tet d= 3mm >00 b> D, 


l. 34 (b—1) 
зерт (а>0.6=0,2,4,++), 


"Эдо? (a>0,b=1,3,5,---). 


af et de= + H (а> 0). 


A 


ечат = | (a>0) 

° 2a 

e x 

-一 drz= /一 (a>0. 
| Vr a 

С ^ dz 一 了 

ar а-ы 

= £ dr = In 2. (а,Ь > 0). 
Jo z a 

хіх к 
Jo е—1 6 

“cosh br dr = 2; (а>5;>0) 
° a — b | 
ге : b 

e “sinh br dr = стр (а> Ь 22 0) 
БАЯ 2аЬ 

„ ®° sin bz dx oy 

o u -b 

„2% cos br dz (ар 

= Jret 

e“ “ cos br dz = 

° 2а 

РУОР, 23а — b?) 
f x'e“ sin br dr = тарау 
та _ 2al — 30) 
„хе cos br dz = CETS 


Pecos br йт — ба баи +b) 


© |, СЕБЕ (а > 0). 
“ 2р2 
四 | resin br dr = Мае (a>0). 
1 n![(a — ib)" + (a + ib)”>1] 
Oj re cos br dr Саут 
(i= у= 1, ар 0). 
КЕТТЕР іп! [ба – ib)” — (а + ib)”"1 J 
@ ,Te sin br dx С у" 
(i= /—1,а:>0). 
9 Š чапа. = arctan 1. 
° а 
人 
of coshar 2a` 
de 
ef snhar 4а? 
э, єт e~ i 
af (人 £ ) = 2: 
ТК 
Shosi ея 


11-е е? 
ef T я 
(4) 含 对 数 函 数 的 积分 


=d = y, 


1 = 
@ [|| 工 | dx = [ еа хах =— Y (Euler Ж). 
° 


МЕ ТИЕ 
9 | EE 6 
әх т 
ә аа: = IZ 


* Euler Ж y = 0. 57721566490- ($ 1. 3. 2(13)). 
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ы. m) “dz = Fa 上 1D (а>—1). 


@ 


Ф 
@ 
四 
@ 


@ 


K (In z)"dz = (— 1)"n! (n = 1,2,-=--). 


afe (2 ) dz = ESED, (an>. 
х 


(п + 1) 
а sinr dz = Г cosz dz 一 一 Zn 5% 
f х ln sinr dr =— Čln 2. 
° 2 


"Inla +bcos r)dr = x к(а+ ув t Уа e (а >> Б). 
° 


" In(l1 + sina созл) dv 
° созт 


= ла, 


[z 


sinzln sinrdz = In 2 — 1. 


0 
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2rln а 
2rln b 


(а> 62 0), 
(b 2а > 0). 
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6 向 量 代数 


6.1 n 维 向 量 空间 中 的 代数 


6.1.1 n 维 向 量 空间 和 基 


定义 6.1.1 nn 个 有 序 实 数组 uw’,w ,…,w 称 为 一 个 n 维 向 
量 (n-dimensional vector) , 记 作 
U= (uu ea) 
其 中 u,e su" 称 为 向 量 w BJ $y Ë (components). 从 几何 的 观点 
看 ,n 维 向 量 又 可 视 为 n 维 实 空 间 R" 中 的 一 个 n 维 点 (n-tuple 
point). 特别 是 , 当 n 维 点 解释 为 R" 中 的 几何 点 时 ,常用 记号 
2 一 (zz2 2 ) 
表示 由 点 (0,0,…,0) 至 点 (zz,…,z") 所 引 的 位 置 向量 (posi- 
tion vector). 此 时 zz ,zxz" 常 称 为 向 量 x 的 坐标 (coordi- 
nate). 
对 nn 维 向 量规 定 以 下 的 基本 运算 法 则 , 即 Yu,v C€ R" K V k € 
R 应 满足 : 
(1) 加 法 : uto = (и +o u а? u"). 
(2) 数 乘 : Аи = (Би! sku? ,*… sku"). 
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满足 上 述 运 算法 则 的 全 体 n 维 向 量 的 集合 称 为 n 维 向 量 空间 
(n-dimensional vector space) ,iP fE Ў. 

定理 6.1.2 Y 中 的 加 法 及 数 乘法 满足 以 下 8 条 规律 , 即 Vu, 
vV,WEW,Ya,BER ,有 : 


(1) u+v =v +u (加 法 交换 律 ) 
(2) (u+vu)+w=u+(v +w) (加 法 结合 律 ) 
(3) и+0=и 〈 零 向 量 的 存在 性 ) 
(4) и+(—и)=и—и=0 ( 负 向 量 的 存在 性 及 减法 定义 》 
(5) (at+Pu=aut+Bu (对 标量 的 分 配 律 ) 
(6) alut+v)=autav (对 向 量 的 分 配 律 > 
(7) а(Ви) = (аВ)и 〈 对 标量 的 结合 律 ) 
(8) lu=u 


以 上 运算 结果 仍 为 + 中 之 向 量 . 人 们 常 说 :关于 这 两 种 运算 
是 封闭 的 . 由 此 可 知 ,任何 向 量 组 {aa ,wu ,…,u,} СО ЖЕШ 


六 su ,ya ee € RIRE PZERO r< л). 


定义 6.1.3 ”向量 组 {wu ,wu,,…,u,)} 称 为 线性 相关 的 (linear 
dependence) ,如 果 存 在 不 全 为 零 的 实数 a!,… ,a ,使 得 


Seu, = 0. 
否则 称 为 线性 无 关 的 (linear independence): 
定义 6.1.4 若 Y 中 的 任何 向 量 zx 都 可 由 线性 无 关 向 量 组 
(gu g.) 线性 表 出 : 


и = Уа, 
即 称 {8 ,8g;，…,g,) 为 极 大 线性 无 关 向 量 组 . * 中 的 任何 极 大 线性 
无 关 向 量 组 所 包含 的 向 量 个 数 均 相 同 , 这 个 数 n 称 为 的 维 数 
(dimension) , 记 作 dim У. 当 需 要 强调 Y 的 维 数 时 , 则 用 y" 表示 nn 
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维 向 量 空 间 ( 今 后 如 无 特别 说 明 , 记 号 * 均 应 理解 为 n 维 向 量 空 
间 ). 极 大 线性 无 关 向 量 组 简 记 为 {g;}, 称 为 * 的 一 组 协 变 基 
(covariant basis) , 基 中 的 每 一 向 量 g, 称 为 协 变 基 向 量 (covariant 
basis vector), и 称 为 向 量 u 在 协 变 基 向 量 g, 上 的 逆 变 分 量 
(contravariant component). 


中 任 一 点 的 位 置 向 量 x 可 表示 为 


х= Ул, , 

1g;) 又 称 为 Y 中 的 仿 射 标 架 (affine frame). х!, 2°, :+• ,z" 则 称 为 位 
置 向 量 x 在 仿 射 标 架 {8,} 上 的 仿 射 坐标 (affine coordinates). f° 
中 的 仿 射 标 架 常 称 为 斜 角 标 架 (oblique frame) , 相应 的 仿 射 坐 标 
常 称 为 斜 角 坐 标 (oblique coordinates). 

定义 6.1.5 若 *# 中 的 一 组 基 向 量 {e} 具 有 以 下 形式 : 

el 一 (1,0,…,0),ez 一 (0.1,0,…,0)，…e 一 (0 0,1)， 
则 称 {e;} 为 中 的 标准 基 (standard basis). 显然 ,标准 基 是 了 中 的 
极 大 线性 无 关 向 量 组 ,Y 中 的 任何 向 量 w 可 在 标准 基 上 分 解 为 


и = Sirie., 
1 

и' 称 为 向 量 wu 的 正 交 坐标 (orthogonal coordinates). 标准 基 是 一 
组 特殊 的 基 , 它 在 人 刀 中 构成 的 标 架 称 为 正 交 标 架 (orthogonal 
frame) ,相应 的 仿 射 坐标 zx,y,= ДЕ A (1128 3005 Н se bn. 

如 中 的 标准 基 常 用 i,j,k 表示 ,此 时 Y 中 的 任意 向 量 & 可 表 
示 为 

и=иі+и,ј +и.К, 


其 中 uruy u, 为 u 在 标准 基 上 的 三 个 分 量 . | 
6.1.2 向 量 的 内 积 与 度量 矩阵 


定义 6.1.6 在 标准 基 中 任意 两 向 量 u,v 的 内 积 (inner 
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product) 或 点 积 (dot product) 定 义 为 


(u,v) =u. v= Уи". 
=] 


内 积 有 以 下 性 质 : 
(Durv=v*u (对 称 性 ) 
(2)u+ (ат+Ё#»)=аи+о+В8и+» ( 双 线 性 ) 
(3) u *u>0,B и+и=0еиш=0 (正定 性 ) 


定义 了 内 积 的 向 量 空间 称 为 内 积 空间 (inner product space) , 仍 记 
{Е vY. 
щу. v =0 В, Жи 5v EZ (orthogonal). 显然 有 以 下 结论 ， 
(1) 标准 基 中 任何 两 个 基 向 量 彼此 正 交 , 基 向 量 自身 点 积 
为 1: 


e, * e, =Ó, = 上 S 
0, ij, 
其 中 ô RA Kronecker 符号 (Kronecker delta). 故 标准 基 又 称 为 
单位 正 交 基 (unitary orthogonal basis). 
(2) 正 交 于 所 有 基 向 量 的 向 量 必 为 零 向 量 . 
定义 6.1.7 在 含有 指标 (index) 从 1 至 求 和 时 , 当 每 项 出 
现 两 次 相同 指标 时 , 求 和 符号 可 以 省 略 , 例 如 : 
и = ug +ug + ug,= и, 
us o= uwv фиа pee puo" = uv, 
g: = gng вав 十 … 十 8ivg8” = gigh 
这 种 记 法 称 为 Einstein( 爱 因 斯 坦 ) 求 和 约定 (Einsteins sum- 
mation convention). 
应 用 Einstein 求 和 约定 时 ,应 注意 以 下 几 点 : 
| (1) 重复 指标 ( 求 和 指标 ) 称 为 三 标 (dummy index) ,不 重复 
指标 ( 非 求 和 指标 ) 称 为 自由 指标 (free index). 如 gsg’ 中 的 ) 是 
哑 标 ,i 是 自由 指标 . 哑 标 可 用 任意 字母 代替 ,如 gigi = ga gt ,而 
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自由 指标 则 不 能 改动 . 

(2) 当 同 时 出 现 上 、 下 指标 时 ,重复 指标 应 理解 为 “上 指标 和 
下 指标 分 别 相 同 的 出 现 一 次 ”, 如 с?п, 中 的 指标 j. 

(3) 当 同 时 出 现 上 、 下 指标 时 ,同类 指标 不 得 重复 ,如 避 是 不 
容许 的 . 在 任何 情况 下 指标 重复 一 次 以 上 都 是 不 容许 的 ,在 这 类 情 
况 下 求 和 约定 自动 失效 . 如 曲线 坐标 中 单位 基 向 量 求 导 公式 


1 1 
e, = ће ће ， 
j 


重复 指标 j 及 k 各 自 出 现 了 3 次 ,这 时 就 不 能 理解 为 按 指 标 7 或 & 
求 和 . 

定义 6.1.8 设 {g;}) 是 + 中 的 协 变 基 , 由 点 积 运算 惟一 确定 的 
矩阵 (gj )=[g, • в; ] 称 为 度量 矩阵 (metric matrix), g; = g, * g; 
称 为 度量 张 量 的 协 变 分 量 (covariant component of metric tensor). 
由 点 积 性 质 可 知 ,度量 矩阵 是 对 称 和 矩阵 (g; 二 gi ). 

协 变 基 中 两 向 量 u,v 的 点 积 可 表示 为 

us o =(ugi) * (vig;)=5u'v g; ° g, = gju v. 
定义 6.1.9 ES BH u 的 长 度 (length) 或 范 数 (norm ) 为 
u= || и || vuru Маӊи'и? Vuiu;, 

其 中 u, 为 向 量 u 的 逆 变 分 量 ( 见 定义 6. 1. 10). 由 此 可 知 ,度量 矩 
阵 (8y ) 为 正定 对 称 矩 阵 ,其 行列 式 det(gy )=zg>0. 

定义 两 非 零 向 量 u,v 的 夹 角 0E[0,"] 的 余弦 为 


Буи" 
Мени*и! увото" 
此 式 隐 含 УФ ЕХ: 


u • v =uv cos(u,o). 


cos 0 uto 
lull iiol 


6.1.3 ŽEF 


定义 6.1.10 设 {gi} 是 YY 中 的 协 变 基 , 且 有 线性 无 关 向 量 组 
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{g') 满 足以 下 条 件 : 
l, i=j, 

gi=g; == 0, ЧЕР 
DPR (g) Æ (g) ЇЙ 9 Ж (сопігауагіапі basis)， 逆 变 基 中 的 基 向 
Жр 称 为 Y 中 的 逆 变 基 向 量 (contravariant basis vector) ,6 和 定 
义 6.1.6 中 所 述 一样 ,都 是 Kronecker 符号 . 可 以 证 明 ,对 应 于 
协 变 基 {g;} 的 逆 变 基 {g'} 存 在 且 惟 一 . Y 中 之 任何 向 量 w 可 在 逆 变 
基 {g'} 上 分 解 为 : 

и=и&'. 

其 中 u, 称 为 向 量 и 的 协 变 分 量 (covariant component of a vector). 

g’ = р р 称 为 度量 张 量 的 逆 变 分 量 (contravariant compo- 
nent of metric tensor) ,矩阵 (8&8” ) AERE (Cg; ) 一 样 ,也 是 正定 对 称 
和 矩阵 ,其 行列 式 g = дед? )`>0. 

在 标准 基 中 , 协 变 基 {8g;} 及 逆 变 基 {8' } 均 退化 为 单位 正 交 基 
le), BA g” 一 gs 一 6; ,此 时 度量 矩阵 (gs ) 及 (g”) 均 退化 为 n 阶 
单位 矩阵 . 

Ж 道 变 基 又 称 为 倒 易 基 (reciprocal basis), 有 些 作 者 称 协 
变 基 {8g;) 与 递 变 基 {g') 为 互 为 对 偶 基 (duel basis) 或 互 为 倒 易 基 . 

定理 6.1.11 在 协 变 基 与 逆 变 基 之 间 存 在 下 列 三 类 转换 关系 : 


D 《8 ) 与 (87) 互 为 递 矩阵 , 即 (gy ) 一 (g5)-!, 且 =. 


(2) HE 3Ë [6] Bt У рор 2 B] 8 РЕ. 
8 一 808 > 8 88; 
(3) 若 向 量 & 在 两 种 基 中 的 分 解 式 为 
и=шр, и=ив', 
则 协 变 分 量 и, 与 逆 变 分 量 w 之 间 有 以 下 关系 : 
u,=g;;u', и = ри. 
Ж 6.1.12 向 量 w 在 两 种 基 中 的 分 解 式 可 表示 为 
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и= (и • g;)g', и= (и • 6). 
6.1.4 坐标 变换 与 基 的 转换 


由 原 坐 标 系 向 新 坐标 系 转换 时 , 即 由 原 基 {8,},{8'} 转 换 至 新 
Æ (gr), {g } 时 ,定义 以 下 转换 系数 (coefficient of transforma- 
Чоп): 
Bi=g sg, Ві =... 
定理 6.1.13 在 原 基 {g,)、{g') 与 新 基 {g:)、{g' } 之 间 存 在 以 
下 3 类 转换 关系 : 
(1) 新 . 旧 基 向 量 间 的 转换 关系 是 
г=Й г, в 一 Big 
(2) Ж u 的 协 变 分 量 u, 与 逆 变 分 量 u' 向 新 基 的 相应 分 量 
按 以 下 公式 转换 ， 
иг = В;и,, и =В'и". 
(3) 度量 张 量 分 量 的 转换 关系 是 
grr=BiBrgs, в? =BiBi g”. 


62 三 维 向 量 空间 中 的 代数 


Y" 中 的 基本 理论 与 运算 均 适 用 于 ,但 汉中 的 向 量 运 算 还 
有 其 特殊 问题 ,它们 都 来 源 于 又 积 运算 . 

定义 6.2.1 两 向 量 u.v 的 叉 积 (或 向 量 积 ) (cross product, 
vector product) 为 一 新 向 量 w, 其 长 度 等 于 » 
u,v 所 构成 之 平行 四 边 形 面积 ,其 指向 按 
u,v ,w 的 右 旋 顺 序 决定 (如 图 6.1). 以 上 


内 容 记 作 d ко 
w=uXv,， Е ag. 
w=|uXv | =uv sin 6. 图 6.1 
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9 的 度量 规定 从 uw 转 至 v (0<0<zx). 又 积 运算 有 以 下 基本 人 性质， 

(1) 当 uv 方向 相同 时 ,其 又 积 为 零 . 特别 是 wu 的 自身 叉 积 
为 零 . 

(2) uXo=—o Хи (不 服从 交换 律 ). 

定义 6.2.2 = ШШ u v.w 的 标量 三 重 积 (scalar triple 
product) 定 义 为 以 下 运算 : 

[uvw]=(uXv)* w= |uXvw lh, 
其 中 hh 为 w 在 uwXwv 上 的 投影 . 故 可 知 
[uxv)。w| 在 几何 上 等 于 u,v,w 所 
构成 之 平行 六 面体 的 体积 . 

标量 三 重 积 有 以 下 性 质 : 

(1) (ихо) w=(o Xw)*u=(wXu) o. 

(2) 三 向 量 w,v ,w 共 面条 件 即 线性 相关 条 件 为 (wuXwv) w= 
0. 反 之 , 若 (uXv)，w 关 0, 则 wu,v ,w 线性 无 关 . 

定义 6.2.3 三 向 量 w,v,w 的 向 量 三 重 积 (vector triple 
product) 定 义 为 (uXv)Xw, 可 由 以 下 公式 计算 : 


(ихо) Хю= (и • wo — (о ° w)u, 


их (о Хю) = (и * w)o — (и • v )w. 
故 知 向 量 三 重 积 求 积 次 序 不 可 交换 . 
定义 6.2.4 ELI HERA S (permutation symbol) # 
l, 当 (i,j,k) 是 (1,2,3) 的 偶数 次 置换 ， 
еў еш =4—1, 当 (i,j,k) 是 (1,2,3) 的 奇数 次 置换 ， 
0， ”其 余 情形 . 
定义 6.2.5 定义 全 中 的 Eddington( 埃 丁 顿 ) 张 量 (Edding- 
ton's tensor) 为 
ea =[g g, g] e” =[g' g’ в"). 
它们 具有 以 下 性 质 ， 
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l, 当 (i,j,k) 是 (1,2,3) 的 偶数 次 置换 ， 
ER =. 当 (i,j,k) 是 (1,2,3) 的 奇数 次 置换 ， 
Е 0， ”其 余 情 形 . 


定义 6.2.6 ЖХ 娄 中 的 广义 Kronecker 符号 (generalized 
Kronecker) 为 
0, 有 两 个 或 更 多 的 上 (或 下 ) 指 标 相 同 ， 


өй = = 或 上 .下 由 不 同 指标 组 成 ， 
1， 上 下 指标 的 区 别 为 偶数 次 置换 ， 
一 1， 上 下 指标 的 区 别 为 奇数 次 置换 . 
三 类 符号 的 关系 与 应 用 
(1) 三 类 符号 间 的 恒等式 
е = є, ep =Vg Є, р 
би ее =e =[в'в' в’) Ге, 8, 8.] 
Ò б ó 
=|& & 8 
oo 


=888 +88181 +8618, — 8818, — 8,818, — 8,818, 
6% =881—88!, 
6% = 38, —8,=28,, 


б =20;=31. 
(2) 三 类 符号 的 应 用 
D 三 阶 行列 式 
1 
а =|a”|=aiaiate =alalalet =aiaiat — Ej 
= 
1 
=аајаі Vg Є =s r0galalat , 
2 ijk 1 
а = |а, | =ааа»вавеу» =a zjape” =аџазаю с © 
VE 
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“ж jk — 1 ijk 
=а\а»зазкуй E” = 5те е"аа ам» 


@ 基 向 量 的 又 积 
BiX8i=+tVE 8'=eng', 


1 
кх == g= в. 
g£ 


@ 两 向 量 的 又 积 

g' 2 g 
w=uXv =u'g;X vig; =u've pg =Vg lu и w|, 

v Ú v 

i 81 8 Ёз 

w=uX o =u,g' Хов! use == u и ul. 

U © vs 
Ф 三 向 量 的 数量 积 

и! и? и 
Ганта 2 ð f vj, 


' 15 
# =g |v v т; 


[uvw]= uvwe 
xo, ш; иљ 
O 三 向 量 的 向 量 积 
(u X o) X w= uveg" X ш,” = wviw, ene” g, 
= wiviw, (0; Ò; — Ò; ò; )g, 
= (wv’ — wv')wigj;, 
(uX v) X w= (исо; — ujv; Jwg’, 
их (o X w)= (vw — vw')ugi, 


u X (ох ж) = (ош, — ujxu,)u?g'. 


+ 203 • 


合 运算 恒等式 汇集 
ах(Ьхс)+Ьх(сха)+сх(ахЬ)=0 
(axb). (cxd)= (а+с)(Ь+4)—(а,+а4)(Ь,с) 
(a Xb) х (сха) = [ab d]c— [ab с) 

= [ed a]b— [cd b]a 
ax [bx (cx d)] = (b. d)(a x c) — (b + с) (ах d) 
[axb bxc cxa] = [abc] 


1 |l 


а,Ь, a*b, а,Ь; 
[а а, а, 1, b, b,] = |а, + b, a,+ b, а, * b, 

as +b asb а;,Ь; 
[ахьЬсхаех }) = [аьа [сеў] – Гаьс)ае у] 


斜 角 坐 标 系 与 直角 坐标 系 中 向 量 运 算 的 对 照 表 
直角 坐标 系 


运 算 斜 角 坐 标 系 (8; ,82 ,g3) 
Се „ег ,ез) 
usv вуш! = uui био, = uu uu = uui 
лр „з I | 
в в К |а = є | @ е е 
ихо е Р а РА а Са: 
Ук 
v r м x v [m ww 
и иш и} u uz из ш u из 
[u ow] Vilv e и == мош аз мот w 
Ж 
м! и? uw wo ш w wo из w 
(иу — usvi wg’ 
(ихо) Хю Ситу шуо wie; 
(шт) — wiv' ) wigj 
4 
(шш; — wv ш! 
их (o X w) (юле — wv) )uye, 
(viw —uul)yujg, 
— C a... ЧЫ iks s 


向 量 运算 与 矩阵 运算 的 对 照 表 
将 向 量 运算 化 为 矩阵 运算 时 ,任意 向 量 u 用 列 向 量 表示 , 即 
и= ие; Бизе, -изе,и= (u) и; из)" 


用 向 量 w 的 分 量 构成 三 阶 反 对 称 方 阵 如 下 : 


0 —w иг 
u’ из 0 —ul|. 
—и; и, 0 


于 是 有 标准 基 下 的 向 量 运算 与 矩阵 运算 的 对 照 表 : 


向 量 运 算 矩阵 运算 


(1) a=u ° o =o ° u a=ulo=uTu 


(2) w=uXv 一 由 

(3) = (ихт) -w b=w"u" v 

(4) p =uX (v Xw) p=(v иї ио Е)» 
=v(u + ж) жито) 其 中 正 为 单位 矩阵 
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7 多 元 函数 及 其 极限 .连续 性 


7.1 n 维 欧 氏 空间 86" 


7.1.1 概念 


定义 7.1.1 在 nn 维 向 量 空间 中 引进 内 积 , 则 称 此 空间 为 n 


维 欧 氏 空间 (n-dimensional Euclidean space) , 记 作 é". 

定义 7.1.2 ”对 于 任 一 向 量 x== laan) EER 
VX х= VXf 十 … 十 ZI 为 x 的 范 数 (Euclidean norm) (长 
记 作 

Ix | = /x+ x= Ма Ба. 

性 质 7.1.3 范 数 满足 下 列 条 件 : 

(1) Vx€é", || х1 20 B 1х1 一 0 人 (0,…,0) 一 0; 

(2) ҳа 为 实数 , | ax | =la] || x l| ; 

(3) Vx,yC€é", || x+yl < |] x] + Hyl. 

定理 7.1.4 Schwarz ЖЖ 

Vx, y€é", |x*y|< l xl lyl. 


实数 
BE), 


定义 7.1.5 HA E 中 任意 两 点 x= (z sean) y= 


Yn) WFK 


(х,у) = |х—у = ГУ у] 
为 点 x, y 间 的 距离 (distance). 
性 质 7.1.6 上" 中 两 点 的 距离 有 下 列 性 质 : 
(1) 非 负 性 р(х,у)>0 H р(х,у)=0Әх=у; 
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(2) 对 称 性 р(х,у)=р(у,х); 
(3) 三 角 不 等 式 p(x,y)p(x,z) 十 p(z,y). 


7.1.2 n 维 欧 氏 空间 中 的 点 集 


定义 7.1.7 ЖЕ 6" 中 的 一 串 点 x ,x2，…,x，… 为 点 列 
(sequence of points) , 记 作 {x ) 或 简 记 作 x. 若 存 在 常数 M >0， 
V £>0 # || x, || <M, Дх, 29 ARA PJ (bounded sequence of 
points). 

定义 7.1.8 若 存在 aE6" 使 得 

lim p(x, за) = lim || x, —a || 一 0， 
则 称 {x) 在 6" 中 收 但 到 а,а Яку (х, ) 8938 ËR (limit) siff limy, =a. 

性 质 7.1.9 极限 有 下 列 性 质 : 

O) {xx} 的 极限 是 惟一 的 . 

(2) Ë x= (Trastorn), a= (ai stt ,a,) 则 

lim х,=а©һт z+, =a, (а= 1, ,п). 

(3) (ЕВЕ MAIER. 

(4) 设 lim х, =a, lim y =b. a 为 常数 . 则 : 

lim ах,=аа, lim(xs y, )=a+b, тх, + y =a • b. 

定义 7.1.10 E x€ é", 6>0, 称 集合 Blix; ð) =x] xE 
E”, olx, xo) <à) 5 x, 的 一 个 6 Ф (neighborhood) ,简称 邻 域 ,5 
为 该 邻 域 的 半径 . Ж В, (хо 8) = ВОхо 0)\ (хь) Ж x, 的 空心 邻 域 
(deleted neighborhood). 当 不 需要 知道 邻 域 的 半径 时 ,分 别 用 
B(xo) 及 Bo(xo) 表 示 xo 的 邻 域 和 空心 邻 域 . 

定义 7.1.11 EFE хо 的 邻 域 B(x。;6) 使 得 B(xo;9)CS， 
则 称 x, 是 集合 S 的 内 点 (interior point). S 的 全 部 内 点 组 成 的 集 
合 称 为 S 的 内 部 (interior of a set) , 记 作 S°. 

定义 7.1.12 EFE x KPR B ó) (849 BCxo ;6) 门 S= 
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D MFR x, 是 集合 S 的 外 点 (exterior point), S 的 全 部 外 点 组 成 
的 集合 称 为 S 的 外 部 (exterior of a set). 

定义 7.1.13 жх 既 不 是 S 的 内 点 ,也 不 是 S 的 外 点 , 则 称 
xo H S 的 边界 点 (boundary point). S 的 全 体 边界 点 组 成 的 集合 
PRH S 的 边界 (boundary), 记 作 3S. 

定义 7.1.14 EA x, 的 每 个 邻 域 B(xo ;6) 都 存在 xE B(xo; 
DNS B x=x,. Д х, 是 集合 S 的 聚 点 (accumulation point). 

定理 7.1.15 以 下 条 件 之 一 都 是 x 为 S 的 聚 点 的 充 要 条 件 ， 

A) 任 一 B(xo) 都 含有 S 中 的 无 穷 多 个 点 ; 

(2) 存在 不 同 的 点 列 x, ESA (Elim х,= хо. 

定义 7.1.16 若 zES, 但 存在 B ADRE S 中 其 他 的 点 ， 
则 称 xo 为 S 的 孤立 点 (isolated point). 

注 7.1.17 (1) S 的 聚 点 x。 可 属于 S, 也 可 不 属于 S. 

(2) 内 点 及 非 孤 立 的 边界 点 都 是 聚 点 . 

(3) ESE x 不 是 S 的 聚 点 , 则 x, 是 孤立 点 . 

(4) 孤立 点 必 是 边界 点 . 

定义 7.1.18 RAR SCEE S 的 每 一 点 都 是 它 的 内 点 ， 
ШШ 5= 5°, Д S 为 开 集 (open set). П СУ. 

例 7.1.19 (1) 6" 是 开 集 . (2) 6" 中 的 开 球 B(xo,R)=={x| 
xE6",|x 一 xo| 二 R} 是 6" 中 的 开 集 . (3) ERRE Cab) = 
(а Соно) la Lr <b i=l n) E 6" 中 的 开 集 ,其 中 a= 
(ау s**t san) ,b= (bi stt sbn). 

定义 7.1.20 设 点 集 SCE", 若 S 包 含 它 的 一 切 聚 点 , 则 称 
为 闭 集 (closed set). 显然 空 集 包 为 闭 集 . S 连同 它 的 全 体 聚 点 组 
成 的 点 集 称 为 S 的 闭 包 (closure) , 记 作 S. 

定理 7.1.21 以 下 条 件 之 一 都 是 S 为 闭 集 的 充 要 条 件 : 

(1) 8=$. 
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(2) Vx, ES lim x, =x, M x€S. 

(3) 若 xES, 则 存在 x 的 某 邻 域 B(x;6) ,使 得 B(x,ó) 1 S= 2. 

例 7.1.22 (1) 6" 是 闭 集 . (2) 6" 中 的 闭 球 巨 (xo,R) 一 (xl 
x€é", || x—x | <К}&ИЖ#.‹(3) é"rh io BH а,Ь] = (x= 
(хәл) [ах Kb: i 二 1,…,n}) 或 写成 [a,b]=[ai,b]X 
[а ,bs ]X…X[a, ,b,j 是 闭 集 ,其 中 a= la as) b= (h stth). 

定理 7.1.23 设 SC6",S EJ ESS 是 闭 集 , 其 中 S=6"\S. 

定理 7.1.24 设 有 开 集 SM: 

a) U S, ЖЖЖ; (2) ñ S, 是 开 集 . 

定理 7.1.25 RAHE F W: 

D UR 是 闭 集 ; (2) NF жй. 

定义 7.1.26 设 有 开 集 QC6" ,任意 两 点 x,yE 0, 若 存在 有 
限 个 点 x 二 x охоо 二 y, 使 得 每 一 线段 4; = l= 
(一 Dxi1;0<t1}CQ (i 二 1,…,m 一 1), 则 称 О 是 连通 开 集 
(open connected set) ,又 称 О 为 开 区 域 (open region), 开 区 域 的 
闭 包 称 为 闭 区 域 (closed region). 

例 7.1.27 若 Q 是 开 区域 , 则 AUN 为 闭 区 域 . 

` 定义 7.1.28 对 任意 x€ SC6", 若 存在 常数 M 之 0, 使 得 

|| x || <M, WFK S 为 有 界 集 (bounded set) ,否则 称 为 无 界 集 (un- 
bounded set). 

定义 7.1.29 iç SC¿",x€ é" ,DJ px S) =inf p у) 
点 x 到 集合 S 的 距离 (distance from a point x to a set S). 

ЖХ 7.1.30 HRA ACE", ВСЕ", А] 

A,B) = inf p(x,y) 称 为 集合 A 与 B 的 距离 (distance 


JEB 


between sets). 
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ЖХ 7.1.31 H 5С&",Щ 4(5)= sup ,PCx',y) 称 为 集合 S 
的 直径 (diameter of a set). 

定义 7.1.32 设 SC6",Yx,yES, АЄ[0,1],Ж Ж z=x + 
(1 一 A)y€E S, MFK S 为 凸 集 (convex set). 即 对 任意 x,yES 都 有 
点 x,y 的 连 线 仍 属于 S ,就 称 S 为 凸 集 . 


定义 7.1.33 ASSI e,m), JA = 1,х= УА, 
i=] i=l 


则 称 x H xi. x, BJ EA А (сопуех combination). 

定理 7.1.34 SC6 "为 凸 集 的 充 要 条 件 是 :S 中 点 的 凸 组 合 
仍 属于 S. 

Э, ВОХ; К) = (хо | Í| x—x< | <R, x, € é") E: 
Ж. 


7.1.3 n 维 欧 氏 空间 的 性 质 


定义 7.1.35 RAJ) x, € é" ,# Ve2>0, 3N>0, 34 £> N 
时 ,对 任意 自然 数 户 有 | x+, хь | <e, ДІ x, 为 6" 中 的 柯 西 列 
(Cauchy sequence) sk Ж]. 

定理 7.1.36 AF) x, € é" 2 Ik S P| ñ) Ж Ж ЖЕ J x, 是 基 
本 列 . 

注 7.1.37 此 定理 表明 基本 列 一 定 是 收敛 列 , 称 为 6" 的 完备 
性 (completeness), 即 6" 空 间 是 完备 的 . 

定理 7.1.38 ФУ) B (x; r ЙЕ :(1)В(х,;т,) О 
Въ irisi) (2)lim ть =0. ДЕНЕ x € B(x, r) (k=1， 
2.) Elim х,= хь. 

ЖХ 7.1.39 若 S 的 任 一 无 穷 子 集 必 有 聚 点 且 属 于 S, 则 称 
S 为 列 紧 集 (sequential compact set). 

定理 7.1.40 RAAH (accumulation principle) 有 界 无 穷 
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点 集 SC6 "在 6" 中 至 少 有 一 个 聚 点 . 

推论 7.1.41 (1) ARAJ x E EVE KAFI x, . 

(2) 无 穷 点 集 SC6" 为 有 界 集 的 充 要 条 件 是 6" 的 任 一 无 穷 子 
EVARA. 

(3) SC6" 为 有 界 闭 集 的 充 要 条 件 是 S 为 列 紧 集 . 

定义 7.1.42 设 A={A.) 是 6" 中 的 一 族 集 合 ,车 A. 汪 5， 
则 称 A 是 S 的 一 个 覆盖 (covering) , 若 每 个 A。 为 开 集 , 则 称 A 为 
SC6" 的 一 个 开 覆 盖 (open covering) , 若 覆 盖 А 的 子 集 也 是 一 个 
覆盖 , 则 称 为 子 覆 盖 (subcovering) , 若 覆 盖 A 只 含有 限 个 集合 , 则 
称 为 有 限 覆 盖 (finite covering). 

定义 7.1.43 若 集合 SC6" 的 任 一 开 覆 盖 必 有 有 限 子 覆盖 ， 
则 称 S 为 紧 集 (compact set). 

定理 7.1.44 SC6" 为 有 界 闭 集 的 充 要 条 件 是 S 为 紧 集 . 

Ж 有 限 覆 盖 定 理 (Heine-Borel Theorem) 含 于 此 定理 中 . 


7.2 多 元 函数 
7.2.1 映射 


定义 7.2.1 设 有 两 个 集合 X 与 Y, 若 存在 某 对 应 规律 fE 
对 每 一 元 素 xEX 都 有 惟一 元 素 yEY 与 之 对 应 , 则 称 了 为 从 X 
到 Y 的 一 个 映射 (mapping) (变换 (transform), 算 子 (operator))， 
ЗЕ f:X —Y.,x у, В y Hx 的 象 (image), 记 作 у= f(x), 
称 x 为 y 的 原 象 (original) , 称 X 为 三 的 定义 域 , 称 集合 {y|xEX， 
y=F(x)} 为 了 的 值 域 , 记 作 F(CX), 若 值 域 为 整个 时 , 称 为 满 映 


射 (surjection). 
例 7.2.2 (1) 定 积分 运算 Гое ж: Га .6]8] 60—71 


映射 . 
КОШУ 


(2) Ca OJE ERTE ЖОК ЗЕ W Q ВА C' [ab] 


到 CLa,6] 的 一 个 映射 : 


Al po rr эсде ИР 
qz: С'[а,ь) C[a,b], f(z)— (х). 


定义 7.2.3 RAMA X EY HRY S AIHE хх; € X, 
aE A SADES) WEK f 是 从 X 到 Y 的 一 一 映射 (one- 
one mapping)( 单 叶 映 射 ) , 记 作 1-1. 

例如 , 例 7. 2. 2 中 的 (1) 及 (2) 都 不 是 1-1 的 . 

定义 7.2.4 设 F:X 一 ~Y, 若 存在 一 个 映射 g 使 得 对 任意 
y€Ef(X) 都 有 惟一 确定 的 xE XX 与 之 对 应 ,x 二 g(y), 并 满足 
g《f(x))==x, 则 称 此 映射 为 的 逆 映 射 (inverse mapping) , ip fE 
Г.Ж x= f (y). 

定理 7.2.5 了 存在 逆 映 射 的 充 要 条 件 是 了 是 从 x 到 f(x) 的 
一 一 映射 . 

例如 ,nXn 矩阵 4 在 6" 中 确定 一 个 线性 变换 у = Ax, 当 
detAZ0 时 ,4 就 是 一 一 变换 , 它 有 逆 变 换 . 

定义 7.2.6 设 有 集合 X,Y,Z, 且 有 映射 g:X>Y К.Ү 
Z. 若 可 得 到 从 X 到 Z 的 一 个 映射 , 则 称 它 为 g 与 了 的 复合 映射 
(composite mapping), 记 作 fog: XZ, BI fog)(x) = f(g(x)). 

Ж 设 g 的 定义 域 是 X, 只 要 g 的 值 域 包含 于 f 的 定义 域 ， 
就 可 得 到 复合 函数 fos HENRYK X. 


7.2.2 多 元 函数 的 概念 


定义 7.2.7 设 有 nn 维 点 集 QC6", 若 按 某 一 对 应 规则 六 每 
一 点 P(r1,…,X,)EQ 有 惟一 的 一 个 实数 y 与 之 对 应 , 当 点 P B 
ЖП 的 各 点 时 ,y 构成 实数 集 MC6' ,就 称 f 是 定义 在 Q Еп 
元 函数 (function of n-variables) , 记 作 
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/:0С&"—=МС&ё\, Р(х," san) yE (ху, z,) 


或 简 记 作 у= /zz Соо) EN, RIE у=/(Р), 
PEDO. 称 9 为 函数 的 定义 域 , M 为 函数 的 定 值 域 . ”元 函数 
f(zi,"…,X,) 也 可 用 向 量 表示 为 f(x), х= (о.о) EN С". 

特殊 情形 : 

(1) n=2, 二 元 函数 z= F(z,y),(z,y)EDCCE:. 

(2) п= 3,726 u= F(z,y,z),(z.y,z) ENCE. 

定义 7.2.8 пл 

/‹0С4&"—=@!, (ху, san) y= fT 7) 

的 图 象 是 5 条 :中 的 一 个 点 集 

(бауну) у fT TT ) TT) ENCE", 


称 它 为 < 空间 的 一 个 超 曲 面 (hypersurface). 
特殊 情形 : 
(1) 二 元 函数 z= 二 f(x,y),(z,y) EDC6? 的 图 象 是 点 集 . 


((z,y,z)|z=f(z,y),(z,y)€ D)Cë:, 


称 它 为 6: 中 的 一 个 曲面 (surface). 
(2) 由 参数 方程 
х=х(и,®), 
[азо (u,v) E DTE? 
lz=z(u,v), 
所 确定 的 二 元 函数 的 图 象 是 点 集 
((z=,y,z)|z=<z(u,u),y=y(u,u),z==<x(u,o),(u,u)€ D}, 
也 称 为 6 中 的 一 个 曲面 . 
定义 7.2.9 У. DC6" 一 《在 定义 域 2 上 是 连续 的 且 是 
1-1 的 ( 即 对 点 Р(х,+е,х„),Р/'(х\,+зе, хл) € 0,53 PEPA 
FPES), WERE y= faor E Q 上 是 简单 曲面 
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(simple surface)( 即 曲面 不 断裂 且 不 自 相 交 ). 

特殊 情形 : 

(1) 二 元 函数 z= FCz,y) 的 图 象 是 6: 中 的 简单 曲面 . 

(2) # r=x(u,),y=y(u,u),z==<x(u,u) 在 (u,v)ED 上 是 
1-1 的 , 则 其 图 象 称 为 简单 曲面 . 

定义 7.2.10 设 有 f:QC6" 习 6' 及 实数 c, 若 在 点 PEQ， 
J(CP)=c, 则 称 这 些 点 组 成 的 集合 为 等 值 c 的 集合 (level set of 
value) , 记 成 {PEQ|f(P)=c}C6", 当 n=3, 称 此 集合 为 等 值 面 
(level surface) , 当 "一 2, 称 此 集合 为 等 值 线 (level curve). 


7.3 多 元 函数 的 极限 及 连续 性 


7.3.1 多 元 函数 的 极限 
Ж n OAR u= fa) flar) ENCE >E HE x, = 


(Zz1,…,Z,) 的 极限 . 

定义 7.3.1 ix 是 QC6" 的 聚 点 ,f(x) 在 0N\x。 有 定义 ， 
АЄ R,# Ve>0, 30> 0, Á x € B, (x; 8) ПО. RA 
| f(x) 一 A| <e, ЖЛЕ Q E 4 xx 时 , f(x) 以 A 为 极限 (limit)， 
记 作 limf(x)=A 或 limf(x)=A 或 lim Соо) =A. 

ЕЕ у Ta 

定理 7.3.2 设 x 是 0 的 聚 点 ,f(x) 在 Q\x。 有 定义 , 则 
limf/(x) 二 A 的 充 要 条 件 是 :对 任意 SCA, x 为 S 的 聚 点 , 均 有 
теп 
limf(x)=A. 
хє8 

推论 7.3.3 在 上 述 定理 条 件 下 ,又 设 x X S,,S,C 0 的 聚 
点 , 若 
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іт о) Аз, limf(x)=A:, АЖА, 
ES, res, 
则 limf(x) 不 存在 . 
zen 


定理 7.3.4 设 x 是 2 的 聚 点 ,7(Cx) 在 ONxo 有 定义 , 则 以 下 
条 件 之 一 均 为 lim/(x) 存 在 的 充 要 条 件 : 


єп 
(1) 对 2 Е х, зех 且 对 lim x, = xo 的 点 列 x, A 
limf(x,) 存 在 且 相 等 . 


(2) Ye>0,36>0,x, XEN Hx’ ЄВ, (x; 0), Z € 
Bolxo;0) 时 ,就 有 |f(x) 一 f(x )|<e. 

定理 7.3.5 设 x E Q 的 聚 点 ,f(x),g(x) 在 Q\x。 上 有 定 
义 ,limf(x)=A, іт g(x)=B, 则 : 

(1) lim(f(x)+g(x))=A+tB; 

(2) lim (fa) + g(x))=AB; 


F s. 


(3) Е zr 


А (во). 


7.3.2 二 元 函数 的 累 次 极限 


定义 7.3.6 iË f(z,y) 在 2={((z,y) |0<|z—x=| < a, 
0<|y 一 %| 雪 外 上 有 定义 . 对 任意 固定 的 yE (0<|y—yx |<), 
若 lim frp FE E Фу) = limf, y) ЖЖ lim Ф(у), in 
Віто) = тусу) PARA fO, y) fE TORRT S 

后 对 y 的 累 次 极限 (repeated limits) ,类 似 地 , 称 lim lim /(т, у) 


为 F(z,y) 在 点 (zo,yo) 先 对 y 后 对 xz 的 累 次 极限 . 
定理 7.3.7 wD lim IE у) = А; (2) 对 任意 yE 


‘Wm 
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(0 二 |y 一 y <Р lim f(x,y), 则 累 次 极限 lim limf(z,y) = A. 


推论 7.3.8 im. 
(0 lim f(r,y)=A; 


zo". 


(2) 对 任意 y€ (0<|y—yx|<b),lim f(r, y) FE XE È 
z€(0<|zr—z|<a).,lim f(x,y) FFH. M і 
lim уез у) = lim Бау) А, 
此 推论 给 出 极限 次 序 可 交换 的 充分 条 件 . 
推论 7.3.9 车 lim limf(z,y) 与 lim lim f(e, y) FEAE BARA 
БЕ im СЕНЕ. С 


у 


7.3.3 多 元 函数 的 连续 性 


定义 7.3.10 É Fr):0CE" 一 6 为 ED, # Ve>0, 3> 
0, 4 x€ B(x,; 0) ПО RA | 0х) – f(x.) | <e, Bl lim f (x) = 


fO xo), MU SR f(x) 在 点 x, 连续 (continuity). 车 ОКЕ О 上 

任 一 点 均 连 续 , 则 称 f(x) 在 Q 上 连续 . 记 作 fO) € C(OQ,6'). 
特殊 情形 : 设 (ro ,yo ) 为 二 元 函数 f(x,y) 的 定义 域 DE 6 的 

一 个 内 点 , 若 ， lim fz. y) = f (zs, yo), ДК 和 (zyy) 在 点 


РЕ 


oy E. E «= fa EKR D € 6* 上 各 点 均 连 续 , 则 称 其 
# D 上 连续 ,其 图 形 是 在 6 中 无 裂缝 的 曲面 . 

定义 7.3.11 与 定义 7.3.10 等 价 的 定义 : 设 u= f(x), QC 
661, 十 AxED, 若 

Лт Ди lim (f(x+ Ax) — f(x))=0, 

其 中 Ax=x 一 to, 则 称 /(x) 在 点 x, 连续 . 

定理 7.3.12 设 /(х):0С&"—=&!, g(x): NCE"—>E', H 
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f(x) воо x, € Q 处 连续 , 则 f(x) 土 g(x) f(x) + gL 


(x) 
(g(xo) 隆 0) 也 在 x, 处 连续 . 
定理 7.3.13 设 y=g(x) 在 xo€0 连续 ,u= f(y) 在 y= 
g(xo) 连 续 , 则 复合 函数 4 二 f(g(x)) 在 x; € Q 也 连续 . 
定义 7.3.14 称 f(x) 的 不 连续 点 为 间断 点 (point of discon- 
tinuity). #2 хо 是 (x) 的 间断 点 ,但 limf(x) 存 在 , 则 称 xo 为 可 去 


间断 点 (point of removable discontinuity). 

定理 7.3.15 若 f(x) 在 有 界 闭 区 域 QCE" 上 连续 , 即 f(x) 
EC(Q,61), 则 f(x) 在 Q 上 有 界 , 即 3 M0, 使 得 | G| <M. 
хє0. 

ЖХ 7.3.16 设 f(x) 是 点 集 S 上 的 函数 ,S 的 每 个 点 均 为 S 
的 聚 点 , 若 Ve>0, 36(e)0, 使 任意 两 点 x ,XES, 当 |x 一 x 过 
6(e) 时 , 均 有 | f(x ) 一 f(x)|<e, 则 称 f(x) 在 S 上 一 致 连续 (uni- 
formly continuous). 

定理 7.3.17 # f(x) 在 有 界 闭 区 域 0CE" 上 连续 , 则 f(x) 
在 Q 上 一 致 连续 . 

定理 7.3.18 若 QC6" 是 有 界 闭 区 域 (或 有 界 闭 集 ) ,f(x)€ 
CCLQ,61), 则 f(x) 在 Q 上 可 取 到 最 小 值 和 最 大 值 , 即 3x* ,x** € 
Q,Vx€0,# f(x )<f(x)< f(x` `), В f(x* )=minf (x), 
ЖОР, = тах/ (x). 


7.4 多 元 向 量 函 数 及 其 极限 .连续 性 


7.4.1 概念 


定义 7.4.1 ШИ а.з, 为 自 变量 的 一 组 函数 
Рб) р Сх) Р, Ti Tn) = f, (x), 
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其 中 向 量 x= (xz,… ,zx,)E QC6",x 有 惟一 确定 与 之 对 应 的 向 量 
Го)Є 6". 


f(x) Л (mi sss  z,) 


f(x)= 


Jata) Д„(ху,***эх„) 
称 为 从 CC6" 到 6" 的 一 个 向 量 函 数 (vector function) ,0 X K 
数 的 定义 域 ,7(O) 为 定 值 域 , 记 作 
f:QCér—f(0Q)Cé", х» f(x). (7.1) 
注 7.4.2 在 定义 7.4. 1 中 
(1) 34 n=1,m=1 时 ,了 是 一 元 数值 函数 . 
(2) 3 n=1,m>1 时 ,f 是 一 元 向 量 函数 ,表示 一 元 m AR 
数组 . 
(3) 当 n>1,m 二 1 f, f 是 7 元 数值 函数 . 
(4) {п>1,т>1 时 ,了 是 n 元 向 量 函 数 ,表示 nn 元 m ` 8 
数组 . 
后 两 类 情形 有 时 统称 为 多 元 函数 . 
例 7.4.3 设 有 以 x,y 为 自 变量 的 3 个 函数 : 
Л\(х,у)= re” —sin у, 
Р(х,у) = ху, 
Абу) = х фе. 
可 用 向 量 表达 这 一 组 函数 如 下 : 
Jf =fi(xr,y) ,flr y) ,f(r,y)) 
= (хе — sin у,ху,х+е), 


也 可 用 列 向 量 表 为 
fi(r,y) хе” — sin у 
Ј(х,у) = |f. (z=,y)| = ту 
fi (m,y) zte 


Ж wa=(z,y), 则 此 例 为 了 :CE 一 人,a — f(a). 
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定义 7.4.4 i f.g.0Cé"n— 6”. 
(1) 定义 和 函数 (summation) 
f+g: QCé"—6", x —(f+g)(x) 

为 (f+g)(x)=f(x)+g(x). 

(2) 定义 实数 c 乘 函数 (multiplied by a constant) 

af :0C6" 一 -=E”， X i— (cf )(x) 

为 (cf )(x)=cf (x). 

(3) 定义 复合 函数 (composition) 如 下 : 设 


Tı > u 
x= ， у= и= ， 
Tn у Um 
并 设 
y=g(x): NC6"—> x C6', 
u= (у): <Cé!—-ë", 
即 有 
yı AER D) u Finy) 
yı BCT To) Pas: f. О.у) 
复合 函数 为 f(g(x))= f°g(x), Bl 
u Р Са баео) gi CE s z,)) 


и, ) Р Сва Сао) о gi CEt Tn )) 
7.4.2 向 量 函 数 的 极限 及 连续 性 


考察 向 量 函数 
fx)= (f(x), , fn (x)) 
= (fi lErEn) ott fn Ti z,))s 
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当 xe = (T ,zy) 的 极限 问题 , 即 考察 函数 组 f;(x) 整 体 的 极 
Rlim f, (х) G=1, m). 


定义 7.4.5 向 量 函 数 的 极限 (limits of vector functions) 


设 (1) x= (zi, z.) QC" 的 聚 点 ; 
(2) 向 量 函 数 fx) 二 (fi(x),… ,f(x)) 定 义 在 0\x。 上 ; 
(3) а=(а,,+,а„)Є&". Æ Ye>0, 336>0,34 x€ Q, 0< 
| х=х |< 就 有 


{уд -al = [олсо а] < e, 
ЛИТЕ О 上, 当 x 一 xo 时 ,f(x) 以 a 为 极限 , 记 作 limf x) 二 a 或 


хєп 
简 记 limf(x)=a. 
注 此 定义 表明 limf(x) =a 的 充 要 条 件 是 


бъл) а, ї=1,+,т. 


下 面 各 条 件 是 等 价 的 ， 均 可 作为 连续 性 的 定义 . 

定义 7.4.6 (1) 设 f(x) g X. tE 8 Осе L.x € Q. # 
Ve>0, 36>0,34 x€ Q 1 B(x, ;0) 时 ,就 有 

|| fO) fæ) || <e, | 
Л SOE О 上 的 x。 连续 , 记 作 f(x)E CCLQ,6") 并 表示 值 域 属 
Fer, 

(2) 设 fx) QC é"—6”,x, E00, 若 对 任意 点 列 х,Є0.х,— 
xo H lim Гбх) = fx) WER f(x)£ x, 连续 (continuity). 

(3) u= f(x): QC 6"— E", Xo, Xo +АхЄП,# lim Au = 
lim(f xo FAx)— f(x, )) =0. Ж Ax 二 x 一 xo, 则 称 f (x) x, 
连续 . 

定理 7.4.7 连续 函数 将 有 界 闭 集 映 射 为 有 界 闭 集 ( 即 设 有 
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界 闭 集 QC6",f(x)EC(Q,6"), 则 f(Q) 是 6" 中 的 有 界 闭 集 ), 且 
FE x ,x"" € Q 使 得 
ХШ, Пл) рО) | = [| /(х`›—/(х°`) |. 

推论 7.4.8 设 Q2C6" 是 有 界 闭 集 ,JCxz)ECC2,5"), 则 

SOEN 上 取 到 最 小 值 和 最 大 值 , 即 3x* ,x"“ ED,YxE0, 有 
Јо оО Јо) f(x" `), 

其 中 fx = тіп f(x). f(x" )= тах f(x). 

定理 7.4.9 设 QC6" 是 有 界 闭 集 ( 或 有 界 闭 区 域 ),f (x) € 
C(Q,6"), 则 f(x) 在 Q 上 一 致 连续 . 即 Ve>0, 3006) >20, № х, 
REN, || x, —x, || <ó(e) ,就 有 上 (x1) 一 了 (xs) | <. 


7.5 附录 Y 中 的 几何 图 形 及 公式 


(1) 一 些 名 词 与 基本 公式 


点 与 直角 坐标 16) 
空间 直角 坐标 系 中 一 点 已 与 坐标 (zy,z) 一 一 г 
对 应 


距离 
两 点 Pi Cri ,yi ,zi),P:(zrzvyavzz) 间 的 距离 
d=|PiP:|= М) Суу) T (zz а) 


方向 角 
起 点 为 原点 O 的 直线 OP 与 三 个 坐标 轴 的 夹 角 a,P,Y 
称 为 OP 的 方向 角 


续 表 


方向 余弦 Р ' 
方向 角 的 余弦 称 为 方向 余弦 ;cos а, сов B, cos 7, 过 Ёо) 
两 点 Pi (ri, yi, zi) ,Ps(xz,yzvzz) 的 直线 的 方向 Pia. 2) 
余弦 为 о! — 
cos a= ZETE, cos 021, cos уе 89 

À 
方向 数 


与 直线 了 上 的 方向 余 细 成 比例 的 任 一 组 数 m,n, B 


l: m: n=cos а: cos 8: cos У 


定 比分 点 公式 
设 点 PCz ,yn ,z1) ,Po(x2.y2，z2) 连 成 的 直线 Pi P, 上 有 任 一 点 P, 且 PEP: 
_РР 
分 比 = рр; 
当天 一 1, 定 比分 点 已 的 坐标 为 
т=® +m: 一 也 十 yz _ 21+ 


ITA ° Уту, C I+ 
ҖЕ Р.Р. 的 中 点 MCOz,y.z); 


i - =- 
х= бт tre), з= 401+»), х= (m +z) 


(2) 直角 坐标 系 中 的 平面 方程 
定理 7.5.1 平面 的 方程 必 是 zx,y,z 的 一 次 方程 
Arz 十 By 十 Czx 十 D=0， 
Ж А,В,С 不 同时 为 零 . 反 之 ,上 面 的 一 次 方程 的 图 形 必 是 6 中 
的 平面 ,其 中 的 系数 A,B,C 为 该 平面 的 法 线 方向 数 , 即 法 向 量 可 
n=Ai+Bj+Ck. 称 此 方程 为 平面 的 一 般 式 . 
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——N —_—.————.————— 
平面 方程 与 图 形 说 明 


a,b,c 分 别称 为 平面 在 


去 + 这 二 二 =1(a,0,c 天 0) 三 个 坐标 轴 上 的 截 距 
三 点 式 
平面 过 三 点 ， 
z y ж 1 
M.G, yi) 
anal 
=0 M2 (x2,y2 ,22) 
пу @ 1 
Му (хз yy za) 
аз уз z l 
点 法 式 
平面 过 点 Mo (zo, yos 
Alr— ro) +B(y— y) 
В zo) HAR n 的 方向 数 
+C(z—zo)=0 
为 4,B,C 
(A,B,C 不 同时 为 零 ) 
apB,7 为 平面 的 法 线 的 
法 线 式 


HAM. p> 为 原点 到 


xcos a+ ycos + zcos y— p=0 
平面 的 距离 


向 量 式 平面 过 ro ЖАВ n 
A ей 


(r—ro) *n=0 


(3) 直线 方程 
定义 7.5.2 空间 直线 了 是 由 两 个 平面 相交 而 成 . 
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@ 直线 一 般 式 
1Aiz 十 By 十 Ciz 十 D =0, 
Р \А,х-+ В у+С,2+ 0, =0. 


L 的 方向 数 为 
B, С, С, А, A В 
lim: n= : : А 
В, С, С, А, А, В; 
© 直线 的 标准 式 
І. P= eh 26. 
1 т п 


设 直线 了 过 点 Mo (zo + yo s zo) ,方向 数 为 2,m mu， 
@ 直线 的 参数 式 


х=л+ И, 


L: у= у, т, —00<1< +оо, 


Ф 直线 的 两 点 式 
WBS LARA M (х,у m) М, (х,у ох) 
Бу х5 У-У 2—21 
aT уу ATZ’ 
© 直线 的 向 量 式 
设 直线 过 r, 的 端点 且 与 已 知 a 平行 
〈 见 图 7.1) 
г=ғ іа. 


(4) 点 \ 直 线 . 平 面 间 的 关系 
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з /Li, sz 14 
ф= (8.9) = L, $ L: 的 夹 角 


п тт + nin: 


со pa, 
М +т tns B +m +Š 
<p <z 
L enana пз ису а-а 
1 m т h m т 
2-20 у-у 2—2 ГА Я 
Lis L m2 т а= т А 
h m m h 
h m m k 
d 
最 外 面 的 符号 "| ”1 "表示 绝对 值 
二 直线 共 面 的 条 件 " d=0, 即 
L =n ss п-п у-у а-а 
у k; һ m т 0 
b m m 
直线 工 与 平面 也 的 夹 角 9 
1.229.592 
т т п 
П.Ат+ Ву+Сг+р= 
| [А+ Bm+ Cn | 
sin g= 


. 225 ° 


方程 


续 表 


二 平面 的 夹 角 ç 
了 :Aiz+Biy 二 Ciz 十 Di=0 
П :Azx+B:y+C:z+D:=0 


9= (n,n2) 
А.А: + Bi B: +C C; 


po 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 
VA +B +OVA +B TC . 


cos 


ШЕШ! 


平面 束 卫 的 方程 

过 二 不 平行 平面 了 ,fl 之 交 线 了 上 的 
全 体 平面 的 集合 , 称 为 平面 束 

In: Aiz+Biy+Ciz+ Di =0 

I: 4zz 十 Bey 十 Czz 十 De 一 0 


П. MCAz 十 By 十 Ciz 十 Di ) 十 
Hp(hAzz 十 Bzy 十 Czz 十 Dz)=0 
Au 为 参数 ,一 co 一 )<< 十 co, 一 cc<<p< 十 co) 


三 个 平面 1.2.5 共 线 的 条 件 
љ. 同上 
пз: Asz+ Ba y+-C;z+ D; =0 


点 Po (zo ,yevzo) 到 平面 也 的 距离 4 
H, Ar+By+Cz+D=0 


(5) 直线 与 平面 平行 与 正 交 条 件 


正 交 条 件 


线 与 线 Аһ ++ тут +тт=0 

面 与 面 АА +ВВ.+С.С:=0 
= Р зир. ЖЕП 

线 与 面 Al+Bm+Cn=0 A= p =Z 
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(6) 二 次 曲面 


球面 
m +y += =R 
球 心 (0,0,0) 
+&к 


球面 
(z 一 0)2 十 (一 六 ?十 (z 一 cz 一 及 
а.о 
半径 只 


椭 球 面 
Ea 一 
арі 


a,b.c0 


旋转 抛物 面 

z=a2 (r +y?) 

由 Охх 平面 上 的 曲线 z = a: z2 绕 = 轴 旋 转 
而 得 
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椭圆 锥 面 


当 a=6 时 为 圆锥 面 


椭圆 柱 面 
yusa l 
Еу =! 
当 a=b B A B tt ñi 


+y =a 


Ш “ 准 线 在 坐标 面 上 (如 Ory 面 ), 母 线 平行 于 坐标 轴 ( 如 = 轴 ) 的 柱 面 ,其 方程 必 
缺 一 变量 (如 z). 


(7) 柱 坐 标 (cylindrical coordinates) , 球 坐 标 (spherical coor- 
dinates) 

© 柱 坐标 是 用 下 列 三 个 正 交 曲面 族 : 

圆柱 面 族 2+у =r; 

平面 族  z=c; 

平面 族 ах+Ьу=0 
来 表示 空间 的 位 置 ,以 表示 az 十 by=0 与 坐标 
面 Orx 的 夹 角 , 则 空间 一 点 已 与 (~,g,z) 一 一 对 
应 , 称 为 点 已 的 柱 坐标 , 记 作 P(r,b, х), 如 
图 7.2 所 示 , 一 点 的 柱 坐 标 与 直角 坐标 间 的 关 
系 为 


x=rcos 0, 
у= ғіп 0, 
z= =, 
Iti 0<г< оо, 0<0<2z, —co<xz<+=co. 
例如 , 柱 坐 标 中 r = a 表示 底 半径 为 ,对 称 轴 为 = 轴 的 圆 
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Ж. 
© 球 坐 标 是 用 下 列 三 个 正 交 曲面 族 : 
球面 族 іну += =R, 
平面 族 ar+by=0; 
圆锥 面 族 < +y =c 
来 表示 空间 点 的 位 置 И фр RRA r’ +y =c 与 x 轴 间 的 
夹 角 , 以 9 表示 平面 az 十 by==0 与 坐标 面 Охх 的 夹 角 , 则 空间 一 
点 与 (p,8,0) 一 一 对 应 , 称 为 P 的 球 坐 标 , 记 作 P(o,9,9) ,如 
图 7. 3 所 示 . 
一 点 的 球 坐 标 (p,q,9) 与 直角 坐标 
(zx,y,，z) 间 的 关系 为 
x=psin Ф cos 0, 
y=psin 9 sin 0, 
==рсоз Ф. 
Ж 020, 0<g<=, 0<0<2x. 
例如 , 球 坐标 中 оК 表示 球 心 在 х 
原点 ,半径 为 R 的 球面 . 
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8 多 元 函数 的 微分 学 


本 章 涉 及 自 变量 是 (zi,…,z,)E 6", 函 数值 是 实数 的 函数 
Рот) ВРА ГО) HEP x= lasan), Bp 
DC6E" 一 6， х f(x). 


8.1 偏 导数 


定义 8.1.1 设 f(x) 在 点 x 二 (Zi,…,Z;,…,Z,) 的 菜 个 邻 
域 有 定义 ,车 对 i 二 1,2,…,n, 有 
tim керш 


к—0 


i 二 
ко h 


存在 , 则 称 这 极限 为 /(x) 在 x, 对 z, -mesa it E 


дх, 
fil. ЭР f(x) 在 xo 对 xz 的 偏 导数 存在 . 
求 偏 导数 的 运算 实质 上 是 对 一 元 函数 求 导 数 , 故 有 
„ы = К TE | 
例如 ,二 元 函数 F(z,y) 在 (zo,yo) 的 一 阶 偏 导数 为 


9f (zxo, yo) lim Се КА, yo)— f(zo, yo) 
дт aro Ах 


Еи ‚Ж /(%), fu CG e. л), 


4 
Jaf 2:56) 


ВЕРА 
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9jf(zro,yo) у. /(,у»+Ау)— (оу) _ d 
3y lim АУ ay G°) ER 


IRER <= /‹г. y) 偏 导数 的 几何 解释 ( 见 图 8.1)， 
оо в = угу ЖШ у-у 的 交 线 
== (х,у), 


n: 
у= уо 


在 点 М, (zo syo zo) ER = fC ro yo ЖИА Т, 对 Oz 轴 的 
вк Lo 一 tan о, зев A Le ап В. 


图 8.1 


定义 8.1.2 # f(x) 在 每 一 点 xEQCe6" 都 有 对 x; 的 偏 导 
数 , 则 在 任意 点 xEQ AE f (x) z, 的 偏 导数 仍 是 x 一 (zi，…zn) 
的 函数 , 称 作 f 对 x, 的 偏 导 函 数 ,简称 偏 导 数 (partial deriva- 
tive), 记 作 25 A, a fi R f. 

定理 8.1.3 设 f(z,y) 在 开 区 域 DC6? 内 处 处 存在 有 界 偏 
导数 SLA f. BD 

[fi(z | <M, |f,G@,y)|<M, (zyED， 
其 中 M 与 x,y 无关, 则 f(x,y) 在 D 内 处 处 连续 . 
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定理 8.1.4 微分 中 值 定理 fO faa fE 8 


xz 一 (zi…yzo) 的 某 邻 域 B(xo) 存 在 偏 导数 , 则 对 任意 xE 
Bx) ,至少 存 在 一 组 点 a . ,a, 使 得 


fO) — f(x) у) а, тә 
8.2 全 微分 


定义 8.2.1 = РО) ХЕНК О 上 ,xo= (zi, 


Zz,) 为 Q 的 内 点 . 车 存在 一 个 线性 函数 工 *h= 工 hh 十 … 十 Lh，， 
其 中 


L=(Li,"",L,), 
h, 2-21 
в= |: |= 
h, 
==, 


使 得 и= ГО) z, 的 全 增 量 可 表 为 
Au= f(x)— }(х„)=1,, ht+o(p), 
此 处 o= УА Th Дух 有关, 与 hh,…,h, 无 关 , 则 称 
u= f(x)#z xo 可 微 (differentiable), 称 一 次 式 L， h H u = f(x)#gE 
хо 的 全 微分 (total differential) ў Еди |... 或 df(xo). 
E u= fE A 内 处 处 可 微 , 则 称 x=f(x) 在 0 可 微 ,此 函数 
在 任意 点 xEQ 的 全 微分 记 作 du=df(x)==L*h. 
由 于 Au 一 df(x) 二 ol(p), 故 称 全 微分 df (x) =L * hh 为 Au 的 
线性 主 部 . 
若 规定 自 变量 zi (i 二 1,…,n) 的 全 微分 为 dz. G=1,-:-,n) WA 
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СЕД 
df(x)=L *h=L * dx= (L; s, La) 


ах, 
定理 8.2.2 Ж и= f x)fE x, 可 微 的 充 要 条 件 是 Au 可 
表示 为 
Au=L * h+alh)p, 
其 中 lim a(h) =0. 
定理 8. 2.3 Ж и /xz) 在 хо 可 微 , 则 必 在 该 点 连续 . 
定理 8.2.4 Я и= ГО) хо 可 微 , 则 必 有 : 
a A 存在 (i=1,…,n); 


(2) L, a= 


于 是 必 有 


(i=1,° n). 


dz 
af x0) ... 9 fo) _ <a 9 f(x.) 
дх\ * Әх, ) 之 dx. 


12 И» 


а(х) ( 


dz, 
定理 8.2.5 #u= f(x) 的 偏 导数 3 G= 1, ,n) fE x, M 


某 邻 域 上 存在 且 在 x, 连续 , 则 
u = f(x) #E xo 可 微 . 

定义 8.2.6 设 点 P, 是 曲 
面 S 上 一 点 , ПР, 的 一 
平面 . 记 S 上 动 点 Q 到 P, ЮВЕ 
ЖУ а= 1QP。|,Q ЯП HER 
为 h( 如 图 8.2). 4 Q— P, #Ж 


入 -0, 则 称 平面 也 为 曲面 S 在 图 8.2 
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点 Р, 的 切 平面 (tangent plane) , 称 Р, 为 切 点 . 
二 元 函数 == jz,y) 的 全 微分 dz=| .的 几何 意义 : 
аео = (ж, + f. (zo syo dha 
是 曲面 = f(x,y) 在 点 P(xzo ,yo,f(zxo，yo)) 的 切 平面 了 在 自 变 量 
х,у 分 别 由 ль,» WE To Hh көзи 时 ,= 的 增 量 ( 见 图 8. 3). 


定理 8. 2.7 全 微分 的 运算 法 则 : 设 f(x) ,g(x) 在 z 可 微 , 则 
(1) dCACxz) 十 gECx))s=a 一 dfF(xo) 十 dg(ro); 
(2) d(f(x)g(x)),-, = f(x )dg (xo) + df(xo)g(x.); 


Гоо g(xXo)df(xo)— Оо) а(х) 
з) (20) = g (xo) 


(g(x, ) 天 0)， 


8.3 复合 函数 的 偏 导数 与 全 微分 


定理 8.3.1 链 式 法 则 (chain rule) i: 
(1) t= (hist stn), х (ау) 3 
(2) в:ОС "6", t>x=g(t)=(gi (0), 6666 (t), 
Р.т Сё"->ё!, хни f(x)= f(T, Tn) 
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其 中 0 及 r+ 都 是 开 区 域 . 此 处 复合 函数 u= f(x)= f(g(t))JE t 
为 自 变量 ,x 为 中 间 变量 . 
# g() 在 t 存 在 偏 导数 ,f(x) 在 相应 的 x==g(?) 可 微 , 则 复合 
函数 
u= Р(х) =f) = fg (t), g, (t)) 
在 上 存在 偏 导数 , 且 


ди У ди д2; n af дв; (D) . les 
д £! дх; д > 9r; д (жп) 
写成 矩阵 形式 ， 
дх\ „„ дт 
I Ən ЕТА 
Ou ,, ди\ ү ди ди Я А 
(эк зт.) (22; E) 
дхһ .,。 9=, 
дї Ita 
32 .. дт 
дї 8t, 
=(2£ " Z£) : 
IL “grm 
dgn .. 985 
Ən A 


H 8.3.2 Я и= (=. у.х) k х=а(5,!). у= (5,1), 
z=Y(s,t) W8 E E BB IU 2: ДЯ А и f(z,y,z)= Ј (аб 5,0), 
Ё(з),У(з,)). 有 下 列 偏 导数 

ди _д/дх | д/ду ,9f9s 
3s azas ayas 9593 
2u_afðx | 91ay | ӘјӘх 
3 22921959. T Iza 
推论 8.3.3 设 1 取 实数 ,于 是 定理 中 相应 条 件 改 为 
fila, b)TE >E", 
T= gi (L), Im = En (t) fE t AF 其 余 条 件 不 变 , 则 = 
s 2877 


fD g, ОО гае, В 
推论 8.3.4 设 工 取 实 数 ,定理 中 相应 的 条 件 改 为 
8:0<6"—=6', o LS ау) х= 600), 
(ab)CE 一 = 人， r—u= f(r), 
u=f ЕАО z— g (tf) 可 微 . 其 余 条 件 不 变 , 则 u= fa) = 
FEME t FERTA H 


ди _4/(х)дх i=1 
91; ағ д” 


定义 8.3.5 设 f(xy,…,z,) 满 足 恒等式 
Рал) = (ху, тәл„), 
其 中 为 实数 , 则 称 f(x,…,z,) 是 一 个 上 次 的 齐 次 函数 (homo- 
geneous function). 
定理 8.3.6 Euler AR BAAR f(x1,… .zx,) 是 上 次 齐 
次 函数 , 则 


зәп, 


AF р ағ _ 
mar + +=, = kf. 


Tn 
定理 8.3.7 复合 函数 的 可 微 性 ”假设 条 件 及 符号 与 定理 
8.3.1 相 同 . 车工 二 gi(t) k=l e,m HEA t р.и f(x) 
在 相应 的 点 x=8(t) 可 微 , 则 复合 函数 u= f(g(t) fE t пу, B. 


47060) = SS 2L ов) а, = > Han, 


= 1 22; 1 
或 
дғ\ gg 
д аг, | | 和 
а а - . |ë 
алва) (2..2) i : | SW 
9gm да» | |a 
да» | | at, 
at, 21, 
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дх\ д 
дц 21, 
afe = (28... а) | : lat, 
2an дт, 
Ən Ш 
其 中 
dt, 
d= |: |є&" 
dt。 


定理 8.3.8 一 阶 全 微分 形式 的 不 变性 ”无论 ri ,…,zn 为 
自 变 量 或 中 间 变 量 ,全 微分 公式 
dz эт. = аы +- +a, 


恒 成 立 . 此 处 假定 / 可 微 , 且 假定 x ，… ,zx 为 中 间 变 量 时 ,{zi} 也 
可 微 . 
8.4 方向 导数 与 梯度 


8.4.1 方向 导数 
定义 8.4.1 设 /(x) 定 义 在 开 区 域 9C6" 上 ,x 一 (zi,…， 
т„) € 0, Ž f m І = (соз 0, =, cos б) € Z", Ф 
lim о ае т өк узд тї ДЭ; F(z) 在 x, 沿 方向 


lim 


1 的 方向 导数 (directional derivative) , i fE аз 或 


х=хҗ, 


f(x 在 任意 点 * 处 沿 1 的 方向 导数 记 作 2X922 或 37，， 


方向 导数 也 可 定义 为 
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9f (xo) lim fzititeos 0, stesa, + teos 0) 一 zzo) 
д1 ` 


1-0 t 
方向 导数 的 几何 解释 ”连续 函数 = fy ER C yo) 
I= (cos a,cosB) 的 方向 导数 是 曲面 一/(z,y) 与 平面 
ЫП. cos a, 
П: А 
у= у, +k sin а 
的 交 线 工 上 点 Mo(zo,yo,f(z,yo)) 处 在 平面 也 内 的 切线 上 与 向 
量 (cosa,cosB,0) 的 夹 角 t+ 的 正切 tan r, 参 见 图 8. 4. 


定理 8.4.2 设 u=f(x) 在 x 可 微 , 则 沿 L= (cos h,e, 
cos 0,) 的 方向 导数 < 人 > 存在 , 且 


Ifa) of(xo) 
кус] кай > =. cos б,. 


8.42 梯度 


定义 8.4.3 设 /(x) 在 点 x 二 (zi,…,z,) 存 在 偏 导 数 , 则 称 


ARLO е, ta AUO e, 为 函数 ОТЕ х 的 梯度 向 量 , 简 


称 梯度 (gradient) ,其 中 偏 导数 算 子 向 量 e 3- 十 … 十 e, Ж 
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Hamilton( 哈 密 顿 ) 算 子 (Hamilton operator) ,或 Nabla 算 子 , 记 作 
grad V , Bp 


grad=Y =e, z +e, 39. 
f(x) 在 点 x 的 梯度 记 作 
grad Ју f= (JE, 21). 


梯度 是 向 量 x 的 向 量 函 数 , 即 对 每 一 组 自 变量 z... z, 对 应 
一 个 梯度 向 量 (n 个 值 ). 例如 ,x= FCz,y'z) 在 (z,y,z) 的 梯度 为 


ди ди. 3 
grad u= v = i4% ы 


ar! Iy! 2z 
Жр ijk 为 标准 向 量 基 
i 一 (1,0,0)， j=(0,1,0), k=(0,0,1). 
Ў u= [(х,у,2) =хту+ух, Mj 
Vu=yi+(r+zxz)j+yk=(y,z+z,y). 
定理 8. 4. 2 可 改写 为 如 下 定理 . 


定理 8.4.4 设 f(x) 在 x 可 微 , 则 grad f EE B SF = 


grad f • l= | grad f|cos(grad f,D). 
推论 : 


《D 若 grad /一 0, 则 沿 任何 方向 1 一 0. 


d a gad f 9 Ë af _ 
(2) 若 gred f0, WJ 1— Te т.к, B 3 = 


| grad f| , 即 梯度 向 量 grad f 指向 函数 值 f(x) 变 化 最 快 的 方向 ， 
它 的 长 度 |grad f | $ f 在 这 个 方向 上 的 变化 率 . 
性 质 8.4.5 梯度 有 下 列 性 质 : 
(1) V (au 十 czus)= 二 cy Уш +c: Уи, Ё с.с 是 常数 ; 
(2) V (uv)=uVvut Ми; 
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‹з› v (5) = (оу, 


(4) Vf) = f'(u)Vu, 


8.5 高 阶 偏 导数 与 高 阶 全 微分 
8.5.1 高 阶 偏 导数 
定义 8.5.1 и) = fera Tn) ЮЙ РГ 


<< x ЖЯ х тона й 2 (2/ ) 存 在 , 则 称 


它 为 f(x) 在 x 处 的 二 阶 偏 导 数 , 记 作 
ZLD 2 (L), Rf’ RSB. 


dzigri дх;\ Ix: 
Ф, TRR == f(z,y) n] ЕРЛЖ: 
of 2 (92), Pf 2 (af) 


ðr? дх\дх дудх ду\дх!’ 
of 2 (27 of 2 (3f) 
дхду Ir 5) ду? ду\ду/` 


类 似 地 可 定义 三 阶 ,四 阶 ,…,n 阶 偏 导数 . 
Ж u= fx) = Cr ,…,zm) 的 n 一 1(n 为 大 于 1 的 正 整数 ) 阶 偏 
导数 了 一 在 z 处 对 ,的 偏 导数 了 (00) 


Эль, ah Әль даь dh дл, 
存在 , 则 称 它 为 /(x) 在 x 处 的 n 阶 偏 导 数 (n-order partial deriva- 
tive) , 记 作 


9"f (x) 9 ( а"! f(x) ) 


Iri, ILe, IL дт, \дхь_, "дл, дт, л 
定义 8.5.2 ”对 不 同 自 变 量 的 高 阶 偏 导数 称 为 混合 偏 导数 
(mixed partial derivative). 
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定理 8.5.3 若 x=/Gr)= 帮 rz,…zo) 的 二 阶 混合 偏 导 数 
ČS g ČL (i 天 让 在 点 x 处 连续 , 则 在 点 x 必 有 -2 了 = 


gzigzi дхтдх, gxi97) 
0 
CESCE TE 

推论 8.5.4 若 所 有 的 阶 混合 偏 导数 在 某 点 连续 , 则 在 该 
点 处 的 n 阶 混合 偏 导数 与 求 导 次 序 无 关 . 


例 8.5.5 若 二 元 函数 z=f(z,y) 的 n 阶 偏 导数 均 连 续 , 则 
EHA n 十 1 4 n 阶 偏 导数 
д": 
ду" FIr 
例 8.5.6 设 二 元 函数 z=f(z,y)€ C'(B(z=,y)),z= zx + 
thi y= yo +th,. 复合 函数 u= f(x 1А, ,yo 十 th;) 对 1 的 二 阶 和 nn 
阶 导 数 如 下 : 


d: а/а а а? а? 3? 
u Emt En) TA t2 ZE hihat Гм, 


k=0,1,.",n 


4? Jy 
可 记 成 
Фи (д а ра 
аё (м дт? +2 дхду ` м 3⁄2) 
д EW 
= (h az th Ea f 
2 
д? 
= k k 
= > (C; =i hi) f 
2 
= е дх?*9 Ам 
d'u д / m а d'u ñ 
dr = DC gaaat H 或 s = (m Z +h АМ, 


Bi 8.5.7 a ` х= 


“= (5) f(x+th), 
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(ху, sEm) h= (А, 


Riko У)" f (x+th). 


定义 8.5.8 i f.QCé"n—¿6!, f€ C'(B(x,)), B(x) СО, 
пхп = 


PF) Pf) 
д2 PESTES 
H; (x)= : z 
Pf) Ëf) 
дх„дх\ ax 


为 f(x) 在 xo 的 Неѕѕіап( Ж Æ) 4E B£ (Hessian matrix). 
8.5.2 高 阶 全 微分 
定义 8.5.9 Жи = f(x) = frin) E Cr 的 全 微分 


du = У) Zde, 的 全 微分 称 为 oo 的 二 阶 全 微分 , 记 作 


Фи = 404) 或 df, 
称 f(x) 的 2 一 1 阶 全 微分 的 全 微分 为 fCx) 的 n 阶 全 微分 (n-order 
total differentials) , 记 作 
Фи = ddu) 或 df. 
018.5.10 = = /(х.у) 的 二 阶 和 n 阶 全 微分 如 下 : 
dz fdz r2 Z£ drdy +3 fay 


злез] 了 


- Ха сі armay, 


& * 52 ду 


Фе = [az Z. + dy 5) = Уе бу” tay, 
其 中 在 求 偏 导数 时 , 自 变量 的 微分 dz,dy 应 视 为 常量 , 记 dzx* = 
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tdr) do = (dz): 
例如 ,mm 元 函数 x = f(x) = Рб оо) 的 二 阶 微分 为 


ёи = (Ха 2) / 


对 复合 函数 ,没有 高 阶 (n 之 2) 全 微分 形式 的 不 变性 . 
8.6 Taylor 公式 


定理 8.6.1 i f(x) = C='!'(B(xo)),x +h € В(х,),ћ = 
СА од) WE f(x) E x, H n И Taylor AR: 


fo +h) = favt D (20%) Go) HR. 
ARG ' r) 
其 中 


Р" 
= сат (Х^ Эт) f(x, +h0), 


i=1 


称 为 Lagrange 余 项 ,0 一 0 一 1. 

注 1 将 BCxo) 改 为 凸 开 域 2,Taylor 公式 仍 成 立 . 

注 2 此 定理 又 可 用 梯度 表达 如 下 : 设 fCxr)EC” 2)，xo， 
x +h € Q (0 委 : 委 1) , 则 存在 数 0€ (0,1) 使 得 


Sæt fa t EA n Уа) 


pae УЭТ" оо tOh) 
(Cn 十 1)1 
定理 8.6.2 设 f(x) ЄС'(В(х,)), ДЖ Taylor AR: 


flxo + h) = Go + У, PPE Z) а +В, 


Ж К,=о(|В|”),|в| = у hi —0. Щ x=0 = (0, ,0) 
时 的 Taylor 公式 称 为 Maclaurin 公式 . 
例 8.6.3 ф#х=(л,+еэл„), X= (a tEn) = (T Thi es, 
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Z,+h,), fO): 6"—¿!, у(х) ЄС (B(x0)), 则 f(x) 在 x 的 二 阶 
Taylor 公式 为 


af уу gat 
fœ = fao + Èh ыз +a Dh эр) fn) 


十 oa (060) 
_ n, If) аё fœ, 
= f(x) + Уһ аа: +52) Әдл" 
+o(| h |°). 
还 可 利用 和 矩阵 将 f(x) 在 x, 的 二 阶 А 公式 表示 为 


f(x) = f(x.) + (V + h) f(x.) + Bh HCx ht ol h |?) 


(h — 0), 
ЖЕ h ЕШ T 是 转 置 记号 , H O) E /(х){Е x, 的 Hessian 


矩阵， 
х 
h, 并 一 工 ， 
推论 8.6.4 j f(x) € C°(B(x.)), х +h€ BC). 


h=(hi, ,ha), 则 有 FOE xo 的 Taylor 级 数 展开 式 : 
В.У) уо) hey V f(xo) 
1! 2! 


f(xoth)= f(x.) + 


(А ° VVF) | 


十 … 十 ПП 


8.7 隐 范 数 及 其 微分 法 
定理 8.7.1 隐 范 数 的 存在 与 惟一 性 ”对 于 


Flai stt y) = 0, 
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设 : 
(1) Ебх,у) = Еб. у) ТЕД Җ (ху, ув) = (ху, Tns 
Yo) 为 中 心 的 长 方 体 Q= [ху А, Hh En — hns 2, + hns 
yo 一 有 ,yo 十 h CE Р; 
(2) F(xo syo) =0; 
(3) Кс» жо 上 连续 , 且 


则 存在 B(xo)CB(x。,y,)CQ, 在 其 上 方程 式 F(x.y)= 0 1È 
一 地 确定 у 为 x ЮА у= f(x)= f(zi ，… ,zx,), 它 满足 : 

(1) 34 x€ Bx it, (x, f(x))€ B(x syo), H F(x, f(x))=0; 

(2) (хо) = y; 

(3) f(x) 在 B(xo。)C6" 内 连续 . 

推论 8.7.2 HFE Fa, y) 二 0, 设 二 元 函数 F(x,y) 
满足 : 

(1) Fir y ÆA Cr. yo) 为 中 心 的 菜 和 矩形 域 R= {(x,y)| 
|z=—z 4 |<a,|y—y <b) FE; 

(2) Flos yo)=0; ` 


ƏF(xo, yo) 
ду #0. 


(3) ар 上 连续 ， нао 0, 则 存在 6>0, 当 


zE 和 F(z,y) 一 0 惟一 地 确定 у= 
f(z), 它 满足 : 

(1) Е(х,/(х))==0 (хЄ(х,—8,х,+8))% 

(2) f(zo)= yo; 

(3) f(z)# z€ (z, —Ó,z, +0) Ж. 

例 8.7.3 Ж у'—х=0. 在 点 (zo,yo) 一 (8,2) 的 邻 域内 惟 


一 地 确定 了 连续 函数 у= Vr (参见 图 8. 5). 因为 F(z,y) 一 六 一 并 
ыы 3, ке 2) -12 天 0 满足 推论 的 条 件 . 但 定理 
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8.7.1( 及 推论 8.7.2) 中 的 条 件 是 
充分 的 而 并 非 必要 的 . 如 在 点 (x。， 
КӨ ож 
O) ,但 方程 у'—х=0 在 原点 (0， 
0) 仍 能 确定 惟一 的 连续 函数 
›=Ут. 

定理 8.7.4 ” 隐 函 数 的 可 微 性 设 定理 8.7.1 中 的 条 件 都 满 
R. B. Ебу) = ЕО. у) ЄС (CQ); 则 由 F(x,y) =0 及 初 值 
(xo + yo ) 所 确定 的 隐 函 数 为 C 级 连续 函数 , 即 Y= ftin) E 
C!(B(x,)), E. 


yo) = (0,0), 


8.8 空间 曲线 及 其 切线 


定义 8.8.1 xr) ЄС [а,Ь], &"){ЕЕ 8 (a, b] k 
[a,o) ЕЖ—— Ж] Уй, {ЕХ (Ө) E 4 At Җ axx), 
即 曲线 连续 且 不 自身 相交 , 则 称 此 函数 值 的 集合 

(x|x=x(t),t€ (ab] 或 ¿€[a,b)) 
为 6"*! 中 的 简单 曲线 (simple curve). x= x(t) #К 28 ⁄ f B. Bi Н) 
参数 方程 . ЖЖ x(a) 一 x(0), 则 称 它 为 简单 闭 曲线 (simple closed 
curve). ХЖ xG) Є C'[a b). А x #0, x (а) =х' (b), В 
既 无 尖 点 又 无 角 点 , 则 称 该 曲线 是 光滑 曲线 (smooth curve) (参见 
8.6). 

定义 8.8.2 WWE х'(0) =0, Вр ri OHer (0) 0 的 点 
称 为 曲线 x*=x(i) 的 奇 点 (singular point) ,否则 称 为 常 点 (regular 
point)( 非 奇 点 ); 特 别 是 满足 
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BELY GERY BELY 0 


д(х,у) 9(y,z) a(z,7) 
的 点 称 为 曲线 
І.Е(х,у.2) =0. С(2,у,2) =0 
的 育 点 ,否则 称 为 常 点 ( 非 奇 点 ). 
i е җи), 
хаанаа 曲线 自身 相交 
x 
x 
76 „Со 简单 闭 曲线 
а b x(b) a b N чь 
(a) (b) (°) 


x(ay=x(b) 
ү N 
曲线 自身 相交 ЫЕ 


х Ha x 
ү" x 曲线 有 Хе BARMA 
а b a b a b 
(d) (е (f) 
图 8.6 


Ж (1) 在 常 点 附近 的 曲线 是 简单 光滑 的 ,在 其 上 任 一 点 附 
近 切 线 方向 连续 变化 . 


a(F,G) |E El aro |F F. 
(2) 52:0. Ë = Р 
z) je с 292 |С 
aCF,G)_ |F Ё 
(е, (у gl 
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简单 曲线 方程 及 切线 方程 


简单 曲线 L 的 方程 曲线 L 在 点 xo 的 切线 方程 
а) рсе" 
参数 方程 а-а 
TIC) — (to) 


х=х €C! С[а,5],&"› 
Вр ri = ari (t) petan = Ta (0) 
1Є[а.6) 


=T) EL 


或 x 一 x 一 hx'(to) 
其 中 (10)= (YG). 


n (10)) 为 L 


在 点 的 切 向 量 ,4 为 参数 


为 上 上 的 常 点 
(2) LCE? 
参数 方程 х—ло_ у-у —® 
т=х(,у=у@ч),е= г) го) уб) z (to) 
1Є [а,ь) ЖЕК Cro s yo s zo) Bi L 的 法 平面 为 


点 (Troyoyze) 一 (rz(to),y(to)， 
z(t))€ L 


To о) (хто) +y (o)(y—yo) 
+z (0) (2—5) =0 


为 L 上 的 常 点 
У— Уо 
(3) сёз 2(F,G) 
Für,y,z)=0 alza) |r 
‘ [G(r,y,z)=0 z-z 
点 PCzavyevzo) 为 上 上 的 常 点 RA 


8.9 光滑 曲面 与 切 平面 
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定义 8.9.1 

(1) 曲面 S:*= fa ERE /十 “=0 的 点 称 为 S 的 奇 
点 (singular point). 

(2) 曲面 S:F(z,y,z)=0 上 满足 F#+F2LF2=0 的 点 称 为 
S 的 奇 点 . 

(3) 曲面 S:z=x(u,u),y 一 y(x,u),z 一 zx(xkvu) 上 满足 


p= Ni aCz， 2y | (з=) (200 =o 


еу, (БО оз Ə(u,u) 
的 点 称 为 S 的 奇 点 . 
(4) ШЇ 5.2 (и 0) убио) (ио) а ха 
的 点 称 为 5 的 奇 点 . 


注 ”这 四 种 定义 是 统一 的 ,根据 曲面 方程 的 形式 不 同 ,定义 的 
表达 方式 不 同 . 


8.10 极 值 


8. 10.1 极 值 


定义 8.10.1 对 于 f(x) 及 定点 xo, 若 存在 B(xo) 使 得 对 一 切 
LEB H fS (或 f(xo) 达 f(x)), 则 称 (x) 在 x 处 
有 极 大 值 (或 极 小 值 ) (xo). 点 х, 称 为 极 大 值 点 (或 极 小 值 点 ). 极 
大 值 . 极 小 值 统 称 为 极 值 (extremum), 极 大 值 点 与 极 小 值 点 统称 
为 极 值 点 (extreme point). 


定理 8.10.2 极 值 的 必要 条 件 设 ОХЕ x= (Ti, z.) 
有 极 值 ， 并 存在 偏 导数 2 2 100) WAE 


9f(xo) = 


дх, 


i 二 1,…,n 或 grad f(x,)=0. 
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定义 8.10.3 设 u=f(x) 在 点 x, 存在 偏 导数 , 且 


df(xo) _ 
Or 


则 称 点 x, 为 FCx) 的 平稳 点 (stationary poin) REA. 

З Р, (ль y) =.FCz,y) 的 一 个 平稳 点 , 则 过 Po 的 切 平面 
是 <= F(zo,y), 它 与 坐标 面 Oxy 平行 . 

定理 8.10.4 (BrE Tn), x= (T er.) k OOE 
СВО) В f(x)£E x, 有 极 小 值 ( 或 极 大 值 ), 则 f(x) 在 x 的 
Hessian 矩阵 H, (x, ) 是 正定 的 或 半 正 定 的 ( 负 定 的 或 半 负 定 的 ). 
(又 ,正定 的 或 半 正 定 的 以 及 负 定 的 或 半 负 定 的 统称 为 有 定 的 . ) 

推论 8.10.5 设 f(x)EC (B(xo)),f(x) 在 x。 有 极 小 值 (或 
极 大 值 ), 记 


i=1l,. ns, 


fs G) с f, Go) 
di(xo)= : 
fa Q) с Ом) 
则 di(xo) 宇 0 (或 (一 Di'd;(x0) 宕 0) (i=1,…,n). 
推论 8.10.6 Ж Го) ЄС Вх). Н, (х) ЖЕНА Й, 
W xo 不 是 f(x) 的 极 值 点 . 
定理 8.10.7 极 值 的 充分 条 件 SECB) E 


YD ура, л), Hy(xs) 是 正定 的 (或 负 定 的 ), 则 SO 


在 x。 有 极 小 值 (或 极 大 值 ). 


推论 8.10.8 设 f(x)EC(B(xo))， ие 


=0 Gi=1.2,---, 


п). 
(1) # 4, (хо) 220 (i=1,… ,nn), 则 x, 是 f(x) 的 极 小 点 . 
(2) #(—1)'d,(x,)2>0 (i==1.…,n), 则 xo 是 f(x) 的 极 大 点 . 
推论 8.10.9 设 二 元 函数 z= flr, y) € C'(B(P,)), P. = 
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(ху) СЕ, BA fitos yo) =l or »»)=0,1@ A= / (х,у). 
B= f} (хе ›у„),С= ff (zo syo). 

(1) # d, (to, yo) =A>0, d, (хә. у») = AC— B° > 0, А] 
Р, (х,у) f(z,y) 的 极 小 点 . 

(2) Ф а, (т. у) = А<<0,4, (хь, yo) = AC— B? > 0, W 
Р, (хоу) f(x,y) 的 极 大 点 . 

(3) # а,(\х»,у„) = АС— В <0. W) Р, (х,у) ЖЕ (х,у) 
的 极 值 点 . 


8. 10.2 条 件 极 值 


定义 8.10.10 函数 /(x)(xE QCe6") 在 条 件 g(x)=0 下 的 

极 值 称 之 为 条 件 极 值 (constrained extremum) ,其 中 
g(x)=(gi (x), sg. (x)), s<n, 

称 之 为 约束 条 件 (constrained conditions). 

定理 8.10.11 xo = (Ttt T) u = Ооо) С 
C!'(B(x,)), gi (X) =g: (2,32) СС (В(х„))(#Ё=1,+,5).,{ 
处 s<n. 若 

(1) 变量 x,,…,z, 之 间 有 约束 条 件 


g,(x)=g,(mi, s z,)=0, Ё=1,+°,5% (*) 
(2) 矩阵 
дв. де. 
Ix IEn 
д, = 
(28), Ж: 
дх\ GEM 


在 名 二 (Z1，,…,Z,) 处 的 秩 为 5, 则 xo 二 (zy,…,Z,) 是 /(х)= 
f(zi,…,z,) 在 条 件 ( < ) 下 的 极 值 点 的 必要 条 件 为 :存在 常数 
А.А, ff dB x = x, 时 
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БА У^ 56 o бунт. 

gh = 0, Бену 

此 必要 条 件 等 价 于 :存在 1= (А.А) € E EA) 是 函数 
L(x,A) = f(x) + • g(x) 


或 
L(z °° Z, À) ) = РО zw) 十 УА (mis Tn) 
kel 


的 平稳 点 ( 驻 点 ). 

定义 8.10.12 定理 8.10.11 中 所 述 的 求 函数 f(z) 在 条 件 
g ,(x)=0 (二 1,…，,s，s<n) 下 的 求 极 值 方法 称 为 Lagrange 乘 数 
法 . 函数 


L= Рб) + D Ag балоо) 
=! 
称 为 (Lagrange) 函数 ,4 (& 王 1,…,s) 称 为 Lagrange 乘 数 


(Lagrange multipliers). 
推论 8.10.13 БОЖИХ Р, (zo yo za )CO,f(r,y,z),g, 
(rm,y,.z),gx(z,y,z)€ C'(Q), В 
50) 901,82) ү, [90а g.) Y 
e7 J( (s к) i +( 9(y,z) ) +( Ə(z,z) ) 70. 
# P, (zo ,yo zo ) J x=F(z,y,z) 在 曲线 
ў; НЕ ВИ 
5: (7,у,2)=0 
ЕН ДЕЕ Аа 使 得 点 Ро (zo. yo zo) JE 
L(r,yrzAd pp) = f(r y ,2)+Ag, (2, у,2) Бид, (rT, yz) 


的 平稳 点 ( 驻 点 ), 即 点 Р, 是 方程 组 
aL aL ә. IL әт^@ 
932—0: эу 09' 350° RO p 
的 解 . 
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9 向 量 函 数 的 微分 学 


9.1 一 元 向 量 函 数 的 微分 学 


在 定义 7. 4. 1 中 已 对 多 元 向 量 函 数 下 过 定义 ,一 元 向 量 函 数 
是 其 中 最 简单 的 特殊 情形 , 即 0С 6", О), НТВ 
式 为 

= а), fa) = (е, i=1,2,%,m. 
这 类 向 量 函 数 有 丰富 的 物理 背景 :质点 .刚体 及 有 限 多 自由 度 系 统 
的 位 形 (con-figuration) ,速度 ,加 速度 ;几何 背景 则 有 :6 中 的 曲 
线 , 曲 面 的 几何 性 质 ,6" 中 的 曲线 等 . 

定义 9.1.1 RE 


+S fO, кето 


lim 
ко 


在 6 中 存在 , 则 称 向 量 函 数 f:0S6>6" 在 :CQ 中 可 微 (differen- 
tiable) ,此 极限 称 为 了 对 1 之 导数 (derivative) ,并 记 作 roa 
( 当 上 表示 时 间 变 量 时 , 常 记 作 f C). 注意 :f(t) 的 导数 仍 为 6" 中 
的 向 量 , 但 为 不 同 于 7(z) 的 一 个 新 向 量 . 
定理 9.1.2 函数 f. QC6->6" 在 :CQ 可 微 的 充 要 条 件 是 

(4) 的 每 个 分 量 函 数 fi: ОСЕ fE CO 可 微 .车 f 在 it 可 微 ， 
其 导数 可 表 为 下 列 各 种 形式 : 

РО) = СР) РО), 

SD = fies i= 1,2,**›,т, 
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о = (fia... f.) 上 是 时 间 ， 
ÍD = fie, i= 1,2, sm, tÆ, 


其 中 所 0) 或 六 (2) 为 分 量 函数 的 导数 ,e; 为 6" 中 的 标准 基 向 量 . 

定理 9.1.3 车 f(1),g(1),9(1) 为 可 微 向 量 函 数 及 函数 , 则 
V fACE” g: NCEE" p NCES 有 以 下 求 导 公式 : 

D СРО) =f (0 +g (O; 

(2) (fa) в) = р СО вО ЈО) * gG); 

(3) 在 6 中 有 

(хв) = р) хе) РО) Хв A); 

CERCO OMETAO ра) фа) р 0): 

(5) (уф) D= EME (O. 

ЖХ 9.1.4 车 函数 f.0QC ее". B f :0С6 6" 
续 , 则 称 f 连续 可 微 (continuous differentiable) ,或 称 卫 属于 С! 
类 函数 , 记 作 fj(，)EC О), ВР 阶 导数 存在 且 连 续 , 则 称 f 
属于 C* 类 函数 , 记 作 f( + )€ C' (Q). 

定义 9.1.5 8" 中 的 曲线 С 类 函数 f.0C е6" Erp 
所 形成 的 子 集 G=J(C2) 称 为 了 在 6" 中 的 曲线 . 4 m= 3 时 ,全 中 
的 曲线 又 称 为 了 的 向 量 端 图 (hodograph). 

定义 9.1.6 Ж /.0Се усе" РС 类 (连续 可 微 )， 
且 对 于 所 有 的 EN, f O0, MER SO ) 353638 (smooth) $). 

例如 ,f(t)== (a(t 一 sin t) ,a(1— cos t) ) 不 是 光滑 函数 ,这 是 
因为 :=2nr(n 为 任何 正 整 数 ) 时 ,fC(2nr) 二 有 (2nr) 二 0, 因 而 在 


这 些 点 9 中 不 存在 ,曲线 出 现 了 人 尖 点 ,破坏 了 连续 可 微 性 ( 见 
图 9. 1). 
定义 9.1.7 车 f:Q0S6>6" 在 1:1€EQ 内 可 微 , 则 导数 / (Ж 


为 曲线 C=f(0) 在 1 处 的 切 向 量 (tangent vector). 
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9.1 


对 于 6 中 的 函数 Со) , 切 向 量 f(t) 沿 向 量 端 图 的 切线 方向 ， 
指向 上 的 增加 方向 ,如 图 9. 2 所 示 . 


{( + Аз) 


图 9.2 图 9.3 


ЖЕ 9.1.8 当 f:0S6>6" 的 长 度 或 模 不 变 时 ,f 与 保持 
正 交 ;特别 是 当 f(4) 为 单位 向 量 时 (长 度 为 1),f 与 了 保持 正 交 ; 
类 似 地 有 УЕ. 

应 用 9.1.9 6 中 的 曲线 理论 BERKER rac 
&—>&% s тс) ИК ;为 自 变量 的 向 量 函 数 ,并 设 r 在 ;EQ 
内 对 s 三 阶 可 微 , 则 有 曲线 的 内 蕴 性 质 ( 即 曲线 本 身 所 固有 的 性 
质 , 与 坐标 选择 无 关 ) 如 下 (如 图 9. 3): 


саас км 点 的 切 向 量 ,又 因 |E] =1, 故 1 是 
曲线 G 上 M 点 的 单位 切 向 量 (unit tangent уесїог). 
D 非 负 实数 x(s)= | 至 | = |E | 是 曲线 弯曲 程度 的 度量 ， 
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1 


称 为 曲线 G 上 M 点 的 曲率 (curvature). об) = суй M 点 的 


曲率 半径 (radius of curvature). 
y _ dt ||| dt 

(3) 4 к(5) 520 BÍ ,n | T 
[U] J ré 0) 8 (0 [А] ҖЕ, Pk Ж 88 0 E А fE) 


Æ (principal normal vector). 

(4) t 5 n 构成 之 平面 称 为 M 
点 的 密切 面 (osculating plane). 定义 
单位 向 量 b==tXn 为 单位 副 法 向 量 
(binormal).t,n,b 构成 曲线 G EM 
点 的 自然 标 架 (intrinsic frame) (如 
9.4). 

(5) 向 量 t,n,b 对 s 的 导数 公式 
由 著名 的 Seret-Frénet 定理 表达 : 


士 华 =p 华 是 恒 指 向 曲线 内 


其 中 曲率 к= OLL, e 称 为 扭 率 (torsion)，r = 


r (s) Xr” (s) *т”($) 
xT 曲率 是 曲线 在 密切 面 的 弯曲 度量 , 扭 率 是 曲 


线 脱离 密切 面 的 扭曲 度量 . 

应 用 9.1.10 质点 运动 学 设 如 中 的 位 置 向 量 r:0S6>65 
ELIK ;为 自 变量 的 向 量 函 数 ,并 设 r 在 ;EQ 内 三 阶 可 微 ; 此 
外 设 so Cé # t€ c 内 二 阶 可 微 , 则 有 : 

(1) r=r(s(1) ) 表 示 质 点 M 沿 6 中 的 轨道 r=r(s) 运 动 的 规 
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律 , 称 为 运动 方程 (equation of motion). 

D osf- ; йо 二 $4, 向 量 v 称 为 质点 的 速度 (velocity)， 
其 分 量 ; 即 速率 (speed) ,方向 沿 r(s) 上 M 点 的 切线 方向 . 

(3) 定义 a= Š. 为 质点 的 加 速度 (acceleration). 加 速度 在 自 


然 标 架 上 的 表达 式 为 
ао а. а ОЁ 
а= g P5 ++ a: 


= St mw 二 av， 
其 中 aq = 5t 是 加 速度 的 切线 分 量 , 称 为 切线 加 速度 (tangential 
accerlation) а, =$ n 是 加 速度 的 主 法 线 分 量 , 称 为 法 线 加 速度 


(normal accerlation). 切线 加 速度 可 度量 速度 数值 的 变化 率 , 法 
线 加 速度 可 度量 速度 方向 的 变化 率 . 


9.2 多 元 向 量 函 数 的 可 微 性 与 导数 


9.2.1 基本 概念 
我 们 用 列 向 量 (column vector) 表 示 向 量 函 数 (vector func- 


tion) : 
filaira) 
fœw=]|: 
\/„(х\,***,х„) 


NCEE, 


也 可 写成 
f(x) 一 (PCxz)FCxz))T， 
x = (т\,***,х„) — f(x) = (fi (xz), fix), 
括号 内 f(x),… ,f(x) 表 示 向 量 函 数 f(x) 的 分 量 . 
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若 要 用 行 向 量 (row vector), 则 用 列 向 量 的 转 置 (transpose) 
表达 ,例如 行 向 量 函 数 
T 


fi (x) 
f (х= 


f... (x) 
R ех) = (fi (x),=-,f,(x)). 
和 矩阵 用 圆 括号 表示 , 列 向 量 即 列 和 矩阵 (column matrix). 
研究 多 元 向 量 函 数 f(x) :人 一 "时 ,f(x) 既 可 按 列 向 量 函 数 
Кет) 
f(x)= 


万 (zyZn) 
研究 ,也 可 以 按 行 向 量 函 数 进行 研究 . 

定义 9.2.1 以 下 变换 L(6" 一 6") 为 线性 变换 (linear trans- 
form) 


Yı Sant Te Tayz,, 


Ym = âm zi + Ба, „х,. 
其 中 ww 为 常数 . 上 式 可 缩写 成 矩阵 形式 
y=Ax. 
其 中 
[> ЕЯ 
у= |: 
l. 
线性 变换 工 БЕР 4 在 运算 上 是 一 一 对 应 的 , 即 和 :Li +L, > 
A А; 乘积 (复合 )LL: 4,4:; 实 数 乘 La4;: 道 :L OA, 
故 有 时 称 和 矩阵 4 为 线性 变换 4. 
定义 9.2.2 设 有 向 量 函 数 
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A= (а) „х„ 


2, ам “г ва 


ДА(ху,эл„) 
f(x)= 


fn Tl z.) 


及 点 x= (zi z.) € 0Cé". 车 存在 线性 变换 A:6" 一 6" 使 得 
Jf(x)= /(х,)+А(х— х)+о(х—х), ү ы 
则 称 f(x) 在 x。 可 微 (differentiable), 称 A 为 f(x) 在 x 的 导数 
(derivative) , 记 作 
Df(x,)=Df(x)|,-,, = f'(x,)=A. 
# fx) fEJF X 3 Q 内 每 一 点 可 微 , 则 称 f (x) # Q 内 可 微 . 
SOE A 内 的 导数 记 作 
Df(x)=f (x). 
定理 9.2.3 若 f(x) 在 x 可 微 , 则 f(x) 在 xo 连续 . 
定理 9.2.4 (OE x 可 微 的 充 要 条 件 是 :f(x) 的 每 个 分 量 


f.G0) G= mE x, 可 微 ,这 时 4 二 (20082) ҮШ f(x) 在 
xo 的 导数 为 


ӘЛ). 9fi(xo) 
дх\ дх, 
D(f) = є (к) = ; : 
Gfn(xo) . 9fn(xo) 
CESI дт„ 


于 是 f(x)= f(x) КА(х— хо) +об(х— хо) (хх) RRA 


> ар о) ar, 


fi(x) ШЕЛ ДА ar, 4 
$ = : + Ч +оо). 
BN KE я 
fn(x) f. (xo У 2-0%) 4. 
і=1 д2; 


其 中 Ат,=т,—ху, p= V(AT1) "十 … 十 (Az,)7. 
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0] 9.2.5 (1) m==1, 即 多 元 数值 函数 
f(x) = ftis 7) f:6"— 6€!, 


Dye = (LR m ED), 


дх, 
2 — +e 
D русу T S), 
ту 
Ia — yte) д(т—у+е) layte) 
ру‹ )= gz ду = 
Tran Ilay) lay) aCzy) 
az ду Iz 
-(® 1 =] 
y 2ry 0/7 
afix) /i=1,---,m 
推论 9.2.6 若 7(z) 的 所 有 偏 导数 “55 (тд 


хо 连续 , 则 /(х){Е x, 可 微 . 
定理 9.2.7 车 f(D 在 可 微 , 则 所 有 2 (T) g 


ху \ў=1з›п 
存在 , 且 
Ifilo) 
дх; 
9f(xo) _ š ты 
Әт = Н , i=l, e,n 
дү, (хо) 
д2; 


ЕХ 9.2.8 设 有 可 微 函 数 f(x):6" 一 6", 称 下 式 右 端 为 
在 x 的 Jacobi Ж BẸ (Jacobi matrix) , 记 作 


дх\ IEn 
Ji(x)= р» 
afa fa 
Әлү Ian 
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# т=п, Jacobi 方 阵 的 行列 式 为 f(x) 在 x 的 Jacobi 行列 式 
(Jacobi deferminant) , 记 作 


л. Әл 

| дл, дх, 

froto f.) _ А 
det Jr 一 有 一 EOR 
дл; д2, 


可 见 р Со) = рє )) =] Сх). 

对 向 量 函 数 /(х) = О О) е ОО) bp 7 (х) € 
ССО) G=1, ,т), W f(x) ECN, E”), Ж é" E BH f (x) 
的 值 域 属 于 E” ,也 简 记 为 SOEC, X f(x)€ C(0)& Ж 
f(x) 在 0 上 连续 . 

定理 9.2.9 f(x)EC'(Q) 的 充 要 条 件 是 :矩阵 函数 


Әр). Ifi) 


дт ах, 
рух) = 
3 fm (Xx) „. 9fn(x) 
дх\ дх, 


在 Q ржа аита CO ECM 01, тј 
1,965). 
ДЕ 9.2.10 设 列 向 量 函数 
Silar stn) 
Хо) = 

„Ох, z.) 
在 x 可 微 , 则 行 向 量 函 数 f! (x) Е x, 的 导数 为 DFTCxo ) = 
(Df(x,))! ,BlI 
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D(f, Gy sss Ое) 
др, (х) Ж д/„(х) 


дх\ LEJI 
д/,(х,) Z 9fn (xo) 
дг, дт, 


9.22 求 导 法 则 


命题 9.2. 11 Leibnitz Ж] 设 f(x):NC6">6" ,g(x): 
QC6">6",g(x) :QC6">6. ЖЕ х Нр, Д: 
(1) D[ f(x) +g(x)]=Df(x)+Dg(x), 
(2) Р[е(х)/(х)]=Ре(х)/(х)+ ех) О/(х), 
(3) D[ f(x) • g(x) ]=Df(x) + g(x) + f(x) * Dg(x), 
(4) 34 m=3 ВЇ, D[ f(x) Xg(x)]= Оу (х) X g(x)+ f(x) X 
Р(х). 
定理 9.2. 12 链 式 法 则 设 
(1) x=(zi,,r,),y= (yi Ym). 
(2) Е:0С&"—=@";х+»у=р(х), 
gi(mi so  z,) 
g(x)= : , 
Bn(Tls° Tn) 
/:5С&"”->@#; уҥ+и=/(у), 
IC) 
f(y)= 
fo yi, Ym) 
(3) g(x)£E x, € Q 可 微 ,f(y) 在 y= 二 g(xo)ES п. 
则 复合 函数 u(x)=f(g(x))= ЈЕО) x, 可 微 , 且 
Df (g(xo))=Df (уо) • Dg(xo). 
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Ж x 换 成 ,本 定理 又 可 表示 为 矩阵 形式 
Df(g(x))=Df(y)* Dg(x) 


an o AD ən дй 
ду ду„ СЕД дх, 
Pf) ӘР) 9g, .. 98» 
ду, ФУ» уер дх\ дх, 
Ж 9.2.13 若 n=m= р. £ RA 

ш (х) fi (g(x)) 
u(x)= = : 

un (xX) f. (g(x)) 


在 x 可 微 , 且 
Әби," sun) 
CA e zi) 


Вр det J ,(x)=det J,(y) * det J, (х). 
推论 9.2.14 若 y=g(x)EC?,f(y)EC?, 则 
f(g(x))EC?. 
定义 9.2.15 x= (rsr) E Ey = yey) Є, 
向 量 函 数 S tot yon oy) Оу) Є". RAEE y, 
f(x,y) 作 为 x 的 函数 是 可 微 的 , 则 称 这 导数 为 f(x,y) 对 向 量 x 的 
偏 导 数 (partial derivative) , 记 作 


Ə(fis f.) Я 9(gi g.) 
(у, Yn) Әбу.) 


gfi(x,y) др, (х,у) 
д2} PEF 
Df (x.y) = : X 
9fn(x,y) 9fn (х,у) 
дх\ 929 


类 似 地 有 f(x,y) 对 向 量 y 的 偏 导数 D, fy). 
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9.2.3 方向 导数 


定义 9.2.16 设 !=cos йе +: + соз be, fx):DCC" 一 
&" ,其 中 cos 8,(i 二 1,…,n) 为 1 的 方向 余弦 ,车 
9f (xo) z m ОС Ла) 
21 


r Гү 


存在 , 则 称 它 为 f(x) 在 x。 沿 1 ык сы deriva- 
tive). 

特殊 情形 : 

(1) 当 1=e,, 这 时 方向 导数 就 是 f(x) 在 x。 对 z, 的 偏 导 数 


If) 
az 


(2) 当 m= 二 1, 方 向 导数 就 是 数量 函数 f(z) 的 方向 导数 


A 2590 ш; оой 92700, 


ЖЕЁ 9.2.17 iZ f(x)#E x, 可 微 , 则 对 任意 1= (соз 0 ,… 
cos б SORE x ffe a ФЕС ҮР. Н 


| > ооо; 8, 


DCxo) 


ЕП = Df(x.) el = 


> ду, xo) Ән) aos 0, 
Эт, i 


t 
9.2.4 Taylor 公式 


定理 9.2.18 微分 中 值 不 等 式 ” 设 QCE" 是 凸 开 集 , (x)E€ 
EEN 可 微 , 则 对 任意 ae,bpEO, 必 存在 5ED 使 得 
7С) fa < IDES) |l iba ll. 
定理 9.2.19 Taylor 公式 i QC n" FE. f(x) Є 
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CC(Q,6"), 则 对 任意 a,a 十 hEQ, 必 存在 7;E[0,1] (i=1,…， 
m) ,使 得 


Б (в. Уул) ачу ту (a+ ов) 
= 
/\а+ В) = : 
2. С Умма) рати У) r (aq zh | 
PE E E УЯ 


又 称 Taylor 公式 . 
推论 9.2.20 设 QCe6" 是 凸 开 集 ,f(x)EC*(Q,6"), 则 对 
任意 a, a 十 hE Q.# Taylor 级 数 展开 式 
(h+ VY ау 
f(a+h)=f0(a)+(h + V)fayi—— 
Ch + V)*f Ca) 
— 
Ë! 


9.3 Буй НКО 


EX 9.3.1 设 向 量 函 数 
fila Ts 
=f(x)= 


Anesa 
ELEN 上 . 若 对 任意 yc f(Q) 都 有 一 确定 的 xEQ 与 之 对 应 ,使 
它 满足 
(бно). 
或 f(x)=y. 
Salain) у 
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则 由 此 确定 的 y 为 自 变 量 的 函数 x, 称 为 y= 二 了 (x) 的 反 沙 数 (in- 
verse function) ЈЕ x= f! (y). 此 反 函 数 的 定义 域 是 1(0), 值 
域 是 Q.y 二 f(x) 的 反 函 数 常 记 作 у= f a). 
定义 9.3.2 # xi,.x, € Q, Щ x Z x, 时 , 必 有 f(x, ) £ 
fx) WER ГОО Q FE —— АЎ 69 (one-to-one functions) , 记 
成 1-1. 
Ж (1) f(x) 在 Q 上 存在 反 函 数 的 充 要 条 件 是 f(x) 在 Q 上 
是 1-1 的. 
(2) 设 f(x) 在 Q 上 是 1-1 的 , 则 
JO a=, хє0, 
fOf'Oy))=y, уЄ/‹0). 
定理 9.3.3 БЖЖ 5 Н] Ё (inverse function 
theorem) 设 :(1)QCe6" 是 开 集 ,f(x) ECA, 6"); (2) 60. 
det Df(xo) 关 0, 则 存在 一 开 球 B= B(x ,0)CO, 使 得 : 
(1) f(z) 在 B 上 是 1-1 的 ,因而 存在 反 函 数 x= 广 (y),y€V. 
(2) V=f(B)CE" 是 开 集 . 


(3) FEC), A D O= 


推论 9.3.4 уо) a) fa OCE", MEE 
H 9.3.3 的 条 件 下 ,有 
дуусу 1 
Os) dr zn) 
Dy rey | 


Ж хЄВ,уЄУ. 
推论 9.3.5 在 定理 9. 3. 3 的 条 件 下 ELESECAN, 
é") (К>), 
fO) € СУ). 
例 9.3.6 直角 坐标 (r,y,z) 与 球 坐 标 (p,q,9) 间 的 变换 公式 
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是 方程 组 


х= рзіп ф cos 0, 
| Ф sin 0, 


z=pcos Ф, 
0: ((0,Ф,0 € R: |0220,0<ф<п,0<0<2п). 


由 于 
sin gcos 0 pcos gcos  —рѕіп psin 0 
= sin psin Ө pcos gsin 0 p sin gcos 0| =P sing, 
‚Ф› 
cos Ф —р sing 0 
о 
= 2 ЛР) 
д us e 
4 
2 
2 ⁄ 
p 
A: ilp p0) ER? |020,0<ф<я, VV 含 一 切 点 (+,y,z) ER3 且 半 平 面 
0<8<:2х} {‹(х,у, ER? |2220,у=0) 5 


图 9.5 
所 以 在 Q 上 p?sin p 隆 0, 又 方程 组 在 Q 上 是 1- 1 的 ( 见 
图 9. 5) , 故 方程 组 在 有 :中 除去 半 平 面 r>0,y=0 可 惟一 确定 出 
2,92,0 为 zx,yvz(z>0) 的 函数 如 下 : 
p= Мау Е, 


= = 
аксон, У:{б?%\(х,у,) ER? |2220,у=0). 


0=arctan >, 
T 
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9.4 由 方程 组 确定 的 隐 函 数组 


定义 9.4.1 设 有 方程 组 
F (ai, z, YY )=0, 
| : (9.1) 

Fp, CTi sz, yi y,)=0, 
在 其 中 取 定 zx; ，…，,Zzw, 则 (9.1) 成 为 含有 ?个 未 知 数 y, уп 个 方 

程式 的 方程 组 ,可 记 作 向 量 函 数 如 下 : 

Е(х.у) =0, (9. 2) 
其 中 xE 6",yE 6",F(x,y)E6", 设 有 菜 点 集 QCE”" 上 的 函数 组 


PE Pi (Ti, Tm), 
| H (9.3) 
Yn = Ф, (21, Tm), 
或 记 成 
у= ф(х). (9. 4) 


其 中 xE QE 6", ф(х) Є". 若 将 (9.4) 蔡 换 (9.2) 中 的 y 后 能 使 
(9. 2) 式 成 为 恒等式 : 
Е(х,ф(х))=0, x€ENCE”, 

则 称 函 数组 (9. DRO. 4) 为 方程 组 (9. DRO DEN 上 的 解 ,也 
称 (9.3) 或 (9.4) 是 由 方程 组 (9. 1) 或 (9. 2) 确 定 的 隐 范 数组 . 

定理 9.4.2 隐 函 数 存在 与 惟一 性 设 和 CE"X6" 是 一 开 
集 ,xE6",yE 6", 若 F(x,y) 满 足 : 

(1) F(x,y)ECO,E") ,П,Е(х, у) ECA); 

(2) (хо. yo) EN, F(xo, уь) =0; 
ӘСЕ, set Fa) 
gy Ya) (ор 
则 存在 B(x。 ) 及 惟一 函数 p(x) 使 得 : 
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(3) дер, Е (хо, yo) = #0. 


(1) @(x) ЄС(В(х,)); 

(2) x€ Вх, )вў. (х,Ф(х)) EA Н Е(х,ф(х)) = 0; 

(3) ф(х,) = yo. 

ЖЕ 9.4.3 隐 范 数 存在 、 惟 一 及 可 微 ”在 定理 (9.4.2) 中 ， 
将 条 件 (1) 改 为 :F(x,y) ECA, E) ,其 余 条 件 不 变 , 则 存在 
B(xo ) 及 惟一 函数 p(x) 使 得 : 

(1) p(x) EC!' (B(xo) ,6"). 

(2) x€ В(х,)ЕЇ. (х,Фф(х)) Єл. Н Е(х,ф(х)) = 0. 

(3) ф(х) = уо. 

ЖЮ 9.4.4 在 定理 (9.4.3) 的 条 件 下 ,又 设 FCx,y)EC“(A， 
6"), фо) ЄС*(В(х,)). Жф k>. 
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10.1 含 参 量 积分 


定义 10.1.1 设 :(1)f(zx,y) 定 义 在 和 矩形 闭 域 D:{(x,y)| 
а<т<Ь, a<y<ÜB) Е. (2) 对 任意 的 TE[a,6b],f(x,y) 在 [a,B] 上 
对 y 可 积 , 则 称 积分 | /Cr,y)dy 为 含 参量 积分 (integral with 
parameters) , È fE T — ` z BJ 583 ie tE 
IG) = [суду z € [a.b]. 
称 xz 为 参 变量 . 类 似 地 ,可 定义 含 参量 积分 
F(y) = Гласова y € [а,8. 


EZX 10.1.2 #Ж{#(1),(2) 同 定义 10.1.1, 再 设 (3)P(z)， 
Ka) 定义 在 [a,6b] E, EWE < < ф(х) < B, a < pa) < B, 则 也 称 


积分 | f(x,y)dy HASERA сояат —4 工 的 函数 , 记 作 


Hr) 
Ja) =f f(z,y)dy, z€ [a,b]. 
Kar) 


此 处 积分 限 含有 参 变量 r. 
定理 10.1.3 fy) E СР), W Ir) Є C[a,6], 即 被 积 
函数 若 连续 , 则 含 参 量 积分 e) 也 连续 , 故 结论 为 


П з 
limf / се, уду = | КОКУ 
B 
= | limflziydy,， а € Га 
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( 即 取 极限 与 积分 的 顺序 可 交换 ). 
定理 10.1.4 fy) € C(D), 则 
[hrsway Jaz = соаг]. 
定理 10.1.5 设 f(z,y)， LED є сүр), WI) Lab] 


上 可 微 , 且 有 
8 B 
2 ayay = [ dy 
( 即 求 导 与 积分 的 运算 顺序 可 交换 ). 
ж 10.1.6 #8. (1)/(т,у) € СО), (2)8(z),Wz) € 


CLa,6b], 并 满足 
a< ф(х) SB, a<r) SR z€ [ab]. 
W JC) € C[a.b]. 
定理 10.1.7 8. Dfe, LED є Ср); (2) < 


g(z) < В,а< (z) < B, х € [a,b], НҢ oa) pa) 在 [a,bj 可 微 ， 
则 J (z) Eet] 可 微 , 且 
2 (9 еса, у)ду = F дууа фс Со) 


дх) ко 
— Р(х.ф(х)) Ф (х). 
本 定理 的 几 种 特殊 情形 : 
ОР аё) 
а) af горду = feo =a, 


) а ауду -f 2.5) 4у, 
(3) ape fu, vaf” LATENTO O 
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10.2 ESE NES 


定义 10.2.1 设 :(1) 函数 fy EXf#EG= ((z,y)| a< 
r<b, а<у< оо} 上 ;(2) 对 任意 固定 的 x E Са) | сеу 
均 收敛, 则 称 由 此 广义 积分 所 确定 的 函数 
K(z) = Гое», х Є [а,6] 


为 在 [a,b] 上 的 含 参量 z 的 无 穷 限 广义 积分 . 
定义 10.2.2 若 :(1) 函数 f(r,y) 定义 在 Q={(z,y) | a < 
290, 9<у< 8) 上 ;(2) 对 某 些 zx 值 ,> = BE f(z,y) 的 瑕 点 ， 


ENH з € [4], 积分 | /zy)dy БИЙ. АСО = 


[осоо 为 含 参量 = 的 无 界 函数 的 广义 积分 ,简称 含 参量 广义 


积分 . 含 参量 无 穷 限 广义 积分 与 含 参量 无 界 函 数 广义 积分 之 间 可 
互相 转化 . 


10. 2.1 ”一 致 收敛 性 
定义 10.2.3 设 f(r,y) Є C(G),Ve>0, Э №) >а, B> 
Ne) 时 ,对 一 切 z E [ab] IA Шев Гло = 


|у суф | ена аа KO = [ову 


在 [La,5] 上 一 致 收敛 (uniform convergent). 
此 定义 表明 : 当 吾 一 十 co 时 ,对 [a.O] 上 的 一 切 工 值 , 积 分 


F(x,B) = [х,у 一 致 地 趋向 于 了 T(z) = ү flr,y)dy. 


定理 10.2.4 ” 含 参量 无 穷 限 广 义 积分 一 致 收敛 的 Cauchy Ж 
+ 276 + 


W ут,» € C(G), 积 分 | yayayta << Е—Ж 
收敛 的 充 要 条 件 是 :Ye 之 0,3NCe) > 0,34 В, > B, > N(e) 时， 
对 一 切 x Є [a,6] 有 
лау 
в 
定理 10.2.5 Weierstrass M 检验 法 (Weierstrass М tes) 设 
fy) € СОС), Ж go) 使 得 
| /(х.у)|< gy). а<х<Ь, ау, 


B| kody Ж. ready Та) Е виа. 

定理 10.2.6 Dirichlet 检验 法 (Dirichlet test) É f(x,y) 
€ COE: 对 一 切 日 > ааа | /(z,y)dy 对 参量 x 
在 [a,b] -RARP IM>0,YB>ak ух € [ab] A 
ЕЕ M): D Ж gay) 满足 :DVz Є [a,b],g(z， 


у 是 ?的 单调 下 降 函 数 ;@ 当 y 一 2, 对 参量 xz € [a,b],g(z,y) 
一 致 地 趋 于 零 ( 即 Ye > 0,3N2>05 x 33.3 y> N 时 ,对 一 


Da € [aa] A ley) < ©. 则 含 参 量 广义 积分 | f(z， 


y)g(z,y)dy 在 a < x= < b E—1838. 
定理 10.2.7 Abel 检 验 法 (Abel test) 设 f/(z,y) € C(G)， 


жасо [асуу 在 [a,6] E—S#0R8 (2) V z Є Га.0], 802. 
у) Жун, Н Ууга, Ух € [ab] gy) #E[a,b] 上 
一 致 有 界 . 则 合 参 量 广义 积分 |” Sey dyta < z < b 


上 一 致 收敛 . 
ЖУ 10.2.8 设 对 某 些 z 值 ,y = ВЕНА. Ve> 0.30< 
B—a, 当 0 二 7 二 6 时 ,对 一 切 x € lab] HA 


< є. 
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Е 
则 称 含 参量 广义 积分 MXCz) = | rtz,y)dy Ea 二 二 5 上 一 致 
к. 
10.2.2 。 含 参量 广义 积分 的 性 质 


定理 10.2.9 ig fy) ЄС), K(z) =[ fwdy 


在 [a,6] 上 一 致 收敛 , 则 КО) € CLa,6b], 即 取 极 限 与 积分 运算 的 
顺序 可 以 交换 , 设 ro E [а,б], 


lim| fCz,y)dy = [лесов = [ j lim f(x, y)dy. 
定理 10.2.10 ”积分 顺序 的 交换 性 假设 条 件 同 定理 
10. 2.9, 则 Кох) = Гое» 在 [a,6] 上 可 积 , 且 


[Шеф] = Гусев 有 限 数 ). 
定理 10.2. 11 积分 顺序 的 交换 性 ”车 f(x,y) {Ех >> a, 
уа 连续 , 且 :(1) | f(z,y)dz 在 任何 区 间 a < y< B Еа 


| /zy)dy 在 任何 区 间 a ССА Еа Ж 


[О ли»! asje sf [| лсо az Jay 中 至 
少 有 一 个 收敛 . MJ 
Гое f [[ edz асе яв. 
推论 10. 2. 12 ”积分 顺序 的 可 交换 性 ENBA f(x,y) 
在 + 之 a, y 之 a 连续 ,上 且 : of fz y)dx # y > a 连续 ; 
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DS усуд Er >a 连续 ;(3) naf I . лее] 


[ “ [f асуу |4х = Їй f er)dz]dy 

定理 10.213 含 参量 积分 的 求 导  #: (00у), 
25у l E z € [ab] y 之 a 连续; of “f(zoy)dy Ж; 
of” Uday 在 a < z < b E— i 9. 则 K(x) = 
[лса лега) 上 有 连 绽 的 导数 , 且 


К'‹х) = |, “fi, yydy = | 7 29:5) 4, 
dzJ。 a z 


( 即 在 此 定理 条 件 下 , 求 导 与 积分 运算 的 顺序 可 以 交换 . ) 
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1 重 积分 


11.1 8" 中 的 Jordan 可 测 集 


定义 11.1.1 EPAR R= (а.а) [ааль 
l, n) = Га br] X = X [a,, b, J #K 23 — £ n ЖЕМ 
(n-dimensional closed rectangle) , Ж Е X g o(R)= (b, а) * 
Cb: —az) Ф, — an). 
记 有 限 个 对 维 闭 矩形 的 并 集 为 Q. ARBARA n # Bl 
和 矩形 两 两 无 公共 内 点 (或 说 两 两 没有 重合 的 部 分 ), 称 这 些 闭 矩 
形 的 容积 之 和 为 Q 的 容积 (content) , 记 作 V(Q). 约定 空 集 的 容 
定义 11.1.2 设 有 有 界 集合 QC6", 令 
V (2)=зир{У(О)|ОС 2°}. 
V+ (0Q)=inf{V(Q ACR}, 
Ар 02° 为 0 的 内 部 ,Q& 为 Q 之 内 部 ( 见 定义 7.1.11),9 50 之 
闭 包 ( 见 定义 7.1.20), 称 V (DR VDA Q 的 内 容积 (inner 
content) 及 外 容积 (outer content). 当 V (0)==V* (0) 时 , 称 此 公 
共 值 
VQ)=V (0) =Ү (0) 
为 0 的 Jordan 测度 (Jordan measure) ,并 称 N 为 Jordan 可 测 集 
(Jordan measurable set). 
例如 ,任何 由 有 限 个 点 构成 的 集合 的 Jordan 测度 为 零 . 
定理 11.1.3 sea 为 可 测 集 , 且 两 两 无 公共 内 点 ， 
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则 有 ， 
v(U a)= Dva. 

定理 11.1.4 有 界 集合 QC é" Jordan 可 测 的 充 要 条 件 是 
边界 90Q 的 测度 为 零 , 即 Ye>0, 存 在 有 限 个 ” 维 闭 矩形 的 并 集 Q. 
使 得 30CQ" VQ e. 

ИШ, Em E ДЖ О={(т,у)|0<\х,у<1, х,у 为 有 理 
数 ) ,由 于 ОЛ ЖӘП={\(х,у)|0<х<1, Фусу 
1, 故 集合 Q 是 不 可 测 的 . 

定理 11.1.5 设 有 限 个 集合 2, ,…',O。 是 可 测 的 , 则 : 


a) Ua 是 可 测 的 ; 


(2) Па, 是 可 测 的 ; 

(3) 2\0, 是 可 测 的 ,特别 地 ,2 一 ON\a0; 是 可 测 的 . 

定理 11.1.6 ， 设 有 一 可 求 长 曲线 TEE REX 12. 1.4), 0 r 
的 测度 为 零 . 特别 地 ,可 求 长 曲线 所 围 区 域 D 为 一 平面 可 测 集 . 

定理 11.1.7 B SEHBA TSS sts Tiis List T) 
所 表示 的 曲面 ,其 中 上 在 有 界 闭 集 DCE” :上 连续 , 则 S 的 测度 
为 零 . 特别 地 ,由 有 限 个 连续 显 函 数 表示 的 曲面 所 围 的 区 域 是 6" 
中 的 可 测 集 . 


11.2 68" 上 的 Riemann 积分 

定义 11.2.1 设 可 测 集 QCe6", 若 将 Q 划分 为 有 限 个 可 测 集 
0...0, 之 和 , 它 具 有 下 列 性 质 ， 

DA= Sa: 


(2) 34 j 时 ,2, 与 0 无 公共 内 点 , 即 О; ПО; =@ (i=j. 
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i,J= 1, ,m), 则 称 这 种 划分 为 2 的 一 种 划分 (partition), 记 作 
A, 即 
A= M ,0,). 
WNA, 的 最 大 直径 为 A = тах (400,)), lal KA 
刻画 了 此 分 法 的 精细 程度 . 
记 0 的 测度 为 V，Q1,… OQ. 的 测度 分 别 为 Aw ,… ,AV。 ,或 
V(Q1),…,V(Q,), 则 由 定理 11.1.3 得 :V = Sav. 


ENX 11.2.2 设 有 可 测 集 QC6" 及 数值 函数 / :0 一 61, 若 存 
在 一 实数 1, 具 有 下 列 性 质 : Ye>0. 3920,3 0 的 任 一 分 法 a= 
(Qa. 0.) RE Al <e RA 

|$ лоду, —1|<‹е. 
其 中 是 Q,(i==1,…,m) 的 任 一 点 , 则 称 f # Q 上 Riemann 可 
积 , 称 [ 是 了 在 2 上 的 重 积 分 (multiple integral) , 记 作 


Í, yD | ЈЗУ = 1= llim DAEA 


和 式 X) fC& AV, 称 为 积分 和 或 Riemann 和 |. 
щл = 2, 记 二 重 积分 
[ясау 2 im. Аа mAV. 
其 中 (7 ) HA: CEG = 1.…,m) 中 的 任 一 点 . 
当 n=3, 记 三 重 积分 
fs ardyds = im DAE EAV. 


EPE, pA GTE G=, т) Е. 
定理 11.2.3 设 有 可 测 闭 区 域 90C6", 且 函数 f:0 一 6' 在 0 
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上 可 积 , 则 了 在 Q 上 有 界 . 

定义 11.2.4 设 有 可 测 集 QCE", 且 函数 SOCCER. 设 有 
O 的 一 划分 A= (2 Q.) E М, = ир f(z)) ,m, = inf {f(z)}, 
则 称 


S*(f.A) = MVA). S (7.4) = >утУ(0,), 


分 别 为 /关于 划分 A 的 大 和 (upper sum) 及 小 和 (lower вит). 
定理 11.2.5 设 有 可 测 集 QC6", 且 函数 f:Q 一 6!' 有 界 , 则 
对 任 一 划分 A={0Q1,…,0Q。) 有 


sup Df EIVN,) = S*(f.A). 
sen 11 


1<i<m 


inf FEOV) = S. cf.A). 
“60; i=l 
1<i<m 
定义 11.2.6 称 集合 {ST(f,A)} 的 下 确 界 为 f 在 0 的 上 积 
分 (upper integral) , 记 作 


Jroa = inf{S™(f,A)}. 
称 集合 {S (/.4)} КЕЎ ы SEO 的 下 积分 (lower integral), 
记 作 | fav =suptS- C.a). 


Ж 11.2.7 Darboux 定理 设 有 可 测 集 О.Н /:0— 
EHRM 

lim S* (4) = Jav. lim S- (f,4) = КСА 
Darboux 定理 说 明 上 (下 ) 积 分 不 仅 是 大 (小 ) 和 的 下 (上 ) 确 界 ,也 
是 当 划 分 满足 | A | 一 0 时 大 (小 ) 和 的 极限 . 

定理 11.2.8 设 0QC6" 是 可 测 集 ,f:0 一 6' 有 界 , 则 在 QQ 
上 Riemann 可 积 的 充 要 条 件 为 下 列 任 一 等 价 条 件 : 
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(D lim [S-Cf.a) — 8. (/.4)] = im Deva = 0; 
(2) Ve>0, IAHT AES (FA) 一 9 (f.A)<:; 
(3) [av = | av 
其 中 必 = M, — m, WRH f E: 上 的 振幅 (amplitude). 显然 , 若 在 
яи ас e: 上 了 可 积 , 则 | fav = | fav = | fov. 


定理 11.2.9 设 有 闭 可 测 集 Q C é". f fE Q 上 连续 , 则 /在 
A ETF. 特别 地 ,车 /在 闭 区 域 DC ¿° 上 连续 ,此 处 忆 是 由 可 求 


长 曲线 所 围 , 则 /在 D 上 的 二 重 积分 | f(z,y)dzdy 存 在 . 又 若 / 
在 闭 区 域 QC E 上 连续 ,此 处 Q 是 由 有 限 个 连续 显 函数 表示 的 申 
面 所 围 , 则 /在 4 上 的 三 重 积分 人 7(z,y,=)dzdyds 存在 ， 


定理 11.2.10 设 有 闭 可 测 集 Q C é" ,G C 0, B G 的 测度 
VO 为 零 ,f 0 上 有 界 且 在 ONG 上 连续 , 则 f {ЕП 上 可 积 . 

定理 11.2.11 设 可 测 集 QC6",f,g 在 Q 上 可 积 , 则 有 下 列 
性 质 : 

(1) fg ЕП 上 可 积 , 且 


[+ ov = [av + | eav. 
(2) kf 在 Q 上 可 积 (为 常数 ), 且 
Е fdV = | sav. 
(3) 若 在 2 上 f/f<<g, 则 
| „74У < [z av. 
(4) [fl 在 Q 上 可 积 , 且 
учела 
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(5) f: g #EQ 上 可 积 . 

(6) 若 存在 常数 а220, Elgi) | 之 a(rE0), 则 f/g 在 0 
上 可 积 . 

(7) # Q 是 闭 可 测 区 域 ,f 在 Q 上 连续 , 则 存在 6E 0, 使 


[av = FEVD. 
(8) 2 Q, .Q, C ë" HAWE, О N= Z ,i& Q= Q, U Q , WJ 
了 在 2 上 可 积 的 充 要 条 件 是 /在 Q 及 О; 上 可 积 , 且 
|, yav = |, уу + |, УАУ. 
推论 11.212 设 了 在 可 测 集 2 上 有 界 且 可 积 ,GCQ H 
V(G) =0, 若 在 G 上 改变 三 的 值 ,但 保持 它 的 有 界 性 , 记 改变 后 的 
RAH gM f gav = | fav. 
推论 11.2.13 设 了 在 闭 可 测 集 2 上 可 积 , 作 2 的 一 类 特殊 
ЯТА (0, 0。50D。 Rano) ,其 中 闲 区 域 01 ，… Q. 在 A 
P. EEFE ,0 Ani ERAIN 的 点 的 集合 , 则 
| = im |]. fav, 
ESE 上 的 积分 可 看 成 是 含 于 2 内 部 的 小 区 域 上 的 积分 和 的 
极限 . 


11.3 重 积 分 的 计算 


设 Ri ,R, 分 别 为 m ER ИНЕШ: 
Ку={х=(х,+›л„)|а,&х,<Ь,, ї=1,+,т}, 
R,=(y=(y y) |су Kdi, 1,6,0). 

则 
R, XR: =[a; sbi J Lan sbn JLo ,di Je Ceisd] 
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为 m+ EAE. 
定理 11.3.1 设 f(z,y) 在 R, X R, 上 可 积 ,积分 记 作 


f, „ FEDVE y € Е. fer.) 在 R 上 可 积 ， 
积分 记 作 | ，7(z,y)dV'" , 则 后 者 作为 y 的 函数 在 R, 上 可 积 , 且 


Г, rasa Jave = судие, 
в, LJ R, Ј R, XR, 


Ж8 11.3.2 设 : 

(1) é° Ф р 可 表示 为 

D= ((z,y) | a <x z< SƏb5b@ (х) < y< plr) С°, 
其 中 pp Ela bl ЕЖЕ. m pR D 是 可 测 的 . 

(2) F(z,y) 在 D 上 可 积 . 

(3) НЕ — хЄ[а,6]. (х. у) Ж [Ф (т).ф (z)J EXT у 
可 积 . 
则 二 重 积 分 

| rewardy = [a° лао, 

特别 地 , 若 F(z,y) 在 D 上 连续 ,(2) 及 (3) 就 保证 满足 ,上 面 的 公 
式 必 成 立 . 

定理 11.3.3 设 : 

(1) 6 中 闲 区 域 可 表示 为 

D= ((z,y) |с< у<4, APITI AICE, 
HF д, 是 [c,dj 上 的 连续 函数 ,显然 D 是 可 测 的 . 

(2) fry E D ETR. 

(3) 对 任 一 yE [с.а], fr у) КГА (у), 0] ЕЖ хт 
可 积 . 
则 二 重 积分 等 于 


d fw 
[ Frzyy)dzdy = | | Cryy)dzr， 
D ‹ AE 
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特别 地 , 若 f(x,y) 在 D 上 连续 ,(2) 及 (3) 就 保证 满足 ,上 面 的 公 
式 必 成 立 . 

定理 11.3.4 设 : 

D 6 ФБ Ж 
0 = ((z.y,z)|(z,y) € Р, g(z.y) S x < @(z,y)) CE’, 
其 中 DC ¿° 是 可 测 的 ,p(x,y) ,82(x,y) 在 D 上 连续 ， 

(2) fry ЕП ETH. 

(3) 对 任 一 (x,y) € D, f(x,y,z) 作为 = 的 函数 [PCz,y)， 
@(z,y)J 上 可 积 . 
则 三 重 积 分 


ПИЕ = КОЛ 
特别 地 , 若 f(x,y,z) 在 Q 上 连续 ,(2) 及 (3) 就 保证 满足 ,上 面 的 
公式 必 成 立 . 

Ж n 重 积分 常 记 作 


个 


[ву = кү зе дубка. 
例 11.3.5 设 f(zi,…,z,) 在 nn 维 闭 矩形 О [а , b ] х X 
[a,,b,] 上 连续 , 则 л 重 积分 
[| fav" Е N dz da 人 Fe уа 
Ф] 11.3.6 n 维 球 (mdimensional sphere) 体 积 ҢҒ В, (К) = 
(x|x€£",|x|= у +z СК) ЕН E 42 К 
п 维 球体 . 试 证 其 体积 为 VCB,(R)) 一 一 下 一 _R". 
г(-ул+1) 
证 明 先 证 V(B,(R)) 与 其 半径 尺 的 ?次 方 成 正比 , 即 
V(B,(R))=a, К". Ж фа, 为 比例 常数 . 为 此 ,用 数学 归纳 法 论 
‚287. 


ade 


Е: 4 п=1,В,(Ю)={х|хтЄ&!,|хт|<КЮ}=—Ё<х<Ю,&# 
3 V(B,(R))=2R. 

设 n=& 一 1 时 ,VCB CR))=aoRe, 今 欲 证 此 式 当 ?= 
亦 成 立 , 由 VCB,CR))= |, 4” ВЖЕ z, € [- R.R] k 


维 球 被 超 平面 x 二 c 截 出 的 图 形 是 半径 为 X= (R? 一 z2)+ 的 & 一 1 
ESR RERI VB- AD аА а (Rr T @Ж# 


*-1 


R 
V(B,(R)) = | аг, | ааба 
-R 1% 


в, 


R 2 k- 
= f ar (R? — 21) 7 dz, 
-R 
R Pm 
= 2а, | (R? — х) T dz, 
° 
ЮЖ z, = Кіп 9, 则 
Е соѕ*040 = а„Е*. 
Jo 


于 是 按 数 学 归纳 法 , 第 一 部 分 得 证 . 其 次 是 求 a 由 于 а = 


сз 1 cos*0d9, 但 
° 


V(B,(R))= 2а. R* 


ооо TË) 
f costoao МА k> 100.4 #8072). 
i 2 r t41) 
2 
故 有 
V(B,(R)) = шаа 
(==) 
或 


2т т 
ув.) =", п=2т.п 为 偶数 ， 
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2К?”`!(2х)” 


VB RD = y FIT 


п=2т--1.п 为 奇数 . 


HIDE, VB: (R) =1R VB; (RD) =FR’. 


11.4 重 积分 的 变量 代 换 


11.4.1 正则 变换 
定义 11.4.1 设 有 开 集 GCE" 及 变换 T.G—- é", (ш, 


u) x= (ту, ,х„), х=Т(и): 


x, [zi u stun) 
Ta | ао бщ e stn) 
> | ма.) 


若 变 换 满足 : 
(1) TEC'(G), 即 ,zo，,… z, ЖС 上 有 连续 一 阶 偏 导数 . 
(2)T 在 G 上 是 一 一 变换 . 
(3) 对 任 一 иЄ G.Jacobi 行列 式 det DT(w) 关 0. 
ИЖ T Æ G 内 的 一 个 正则 变换 (regular transformation). 
例 11.4.2 变换 (如 图 11. DT: 


d тсоѕф 


| G6=|(r,p 2, о<е<- |. 


y rsing 


显然 变换 了 满足 条 件 (1) 及 (2). 又 由 于 


det DT(r,9)= | 汪汪 一 sin ФИ, 
arg) | sin Ф rcos ф| 
ТТЕ G 内 是 正则 变换 . 


例 11.4.3 ЖТ. 
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(= ry. G= ((r,g@)|1<r<2,0<g<4x). 


y rsing 
此 变换 满足 条 件 (1) 及 (3) ,但 在 G 内 不 是 一 一 的 ,不 满足 (2)， 
Ж Т ТЕ G 内 不 是 正则 变换 . 
例 11.4.4 变换 T: 
E=) E E ee E h 
> j КД 
显然 此 变换 满足 条 件 (1) 及 (2) ,但 由 于 
2 |9G y| — Зи 0 ЖЕЛТ; 
det pra, = | | |= 


在 и=0 时 为 零 , 不 满足 (3), 故 T 在 G 内 不 是 正则 变换 . 

定理 11.4.5 正则 变换 的 性 质 : 

(1) 正则 变换 ЖЖЖ G 变 为 开 集 T(G). 

(2) 存在 TT 的 道 变 换 T-!:T(G) 一 G, T :也 是 正则 变换 . 

G) E TRENER OC 类 变换 的 复合 :T= 二 To。 , MJ T, , T, 也 
是 正则 变换 . 

(4) 设 ACG,T(A)CT(G), 则 T 将 A 的 内 点 、 外 点 及 边界 点 
分 别 变 为 TCA) 的 内 点 、 外 点 及 边界 点 . 

(5) 变换 了 将 G 内 的 区 域 及 闭 区 域 分 别 变 为 T(G) 内 的 区 域 
АК. 

EH 11.4.6 HARFE ССе",ТЄС! (С), ТОС) Сё", X i 
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有 点 集 " C G, EAEC GAR VOo) =0,Ш У(Т(о))=0. 
定理 11.47 设 开 集 GC6",T:G 一 T(G) 是 正则 变换 ， 
Jordan 可 测 集 OCG. HAE RCG, 则 T(Q) 也 是 可 测 集 . 
定理 11.4.8 设 有 开 集 G C6" 及 正则 变换 T:G 一 T(G), 若 
Q ЖС 内 的 闭 Jordan TWE, f 是 定义 在 T(Q) 上 的 连续 函数 ， 
则 有 
[соза тейл, = [Гета | det DTCu) | аш °: du, 
或 写成 
уу = [рет | det DT | dV. 


т 


定理 11.49 设 有 开 集 GCCE",TEC'(G) ,Jordan 可 测 闭 区 
B OCG E TERRY 的 正则 变换 ,了 是 定义 在 TC2) 上 的 连续 
函数 , 则 有 


Ы DT| dV. 


$ 定理 11.4.6 指出 ,车 T 在 Q 上 , 除 测度 为 零 的 集合 外 都 
是 正则 变换 ,上 述 公式 仍 成 立 . 

定义 11.4.10 车 在 区 域 G CE: 内 任 一 封闭 曲线 均 可 不 经 过 
G 以 外 的 点 而 连续 收缩 于 属于 G 的 某 一 点 , 则 称 G 为 单 连通 域 
(simply connected domain) ,否则 称 为 多 连通 域 (multiply con- 
nected domain). 

定理 11.4.11 设 

(1) G C6? 是 单 连通 的 开 区 域 ,有 正则 变换 


I=I(u,v), 
| 


(usv) EG. 
y=ylu,v), 
(2) LCG 是 任 一 可 求 长 的 简单 闭 曲线 ( 见 12.1 节 ), 则 工 经 
T 变换 为 可 求 长 的 简单 闭 曲 线 C=T(L), 且 : 
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Ф Ë det РТ(и, о) >20, MTL) =C; 
@ # det тки, ъ) <0. J T(L + )=C 


11.4.2 特殊 情形 


(1) 二 重 积分 的 变量 代 换 
定理 11.4.12 若 G 是 6 中 的 开 集 :GC6?; 设 
(1) т.р CG>TD' )=D, 
х=хт(и,®), 
T(u,v): (uv)ED (х,у) Єр, 
у= у(и,о), 
Дф D° CG J uu 平面 上 由 可 求 长 曲线 ( 见 12. 1 节 ) 所 围 成 的 闭 
区 域 ,D 是 zy 平面 上 的 闭 区 域 . 
(2) TEC'(G),T 是 在 内 集 (D" )” 上 的 正则 变换 . 
(3) 函数 fay) ECD, E), W 


Nowaray = |]. Feun yano |200) 


dudv. 


例 11.4.13 二 重 积分 的 极 坐标 代 换 计算 e, 
у)ахду. 


жт. | 


x=rcos 0 
I (r, ED’ CGCé*—(z,y)€ DC é*:, 
y=rsin 0, 


G= ((r,0)|r, (6) <<, (0) ,a<0<B). 
设 /一 CCD) тт) 


Гле =f. fCrcos0, по |5) 


=r>0, САВ 11. 2) 


drd 


з 
= | | „(гео 0,rsin 0)rdrd0, 


каев |50 


= rdrd0 称 为 极 坐 标 下 的 面积 微 元 (area 


element in polar coordinates). 
° 292 • 


(2) 三 重 积分 的 变量 代 换 
定理 11.4.14 车 G 是 6 中 的 开 集 :GC6i. 设 
A) T:Q* CGT )=0, 


X=X(u,vV,w), 
变换 Tu, v w): Pe 
Z= =z(u,u,t), 

(и,о, ш) €)" —(x,y,z)€ T(Q* ) =A, 
其 中 Q* CG 是 wvw 空间 中 由 有 限 个 连续 显 函数 表示 的 曲面 所 围 
成 的 闭 区 域 ,2 是 zyz 空间 中 的 闭 区 域 . 
(2) TEC'(G),T 是 在 内 集 (Q*" )” 上 的 正则 变换 . 
(3) 函数 f(z,y,z)EC(Q,61) 经 变换 后 为 站 * 《u,v,w) € 
ССО" ,61), 则 
ПИТА = [ао erz 


例 11.4.15 三 重 积分 的 柱 坐 标 (cylindrical coordinates) 变 换 


dudvdw. 


工 一 rcos 0, 
FHT: р 0, (r,0,z= €Q" CGCE (ryz) ENCE, 
=, 
G= ((r,0,z=)|r>0,0<0<2x,—co<zx<+-eo). 
H+ 
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cos0 一 rsin0 0 


9(х,у»х) 
д(и,о,и) 


=|sn0 rcos0 0| =>, 
0 0 1 
T 在 (Q* )" 为 正则 变换 . 又 设 /(z,y,z) =С(0,&!),=Ш ЛШ 
柱 坐 标 变 换 公式 为 
|| res. ardyds = Í.. f (rcos 0,rsin 0, z)rdrdôdz. 


上 式 中 的 rdr 40 dz 称 为 柱 坐 标 下 的 体积 微 元 (volume element in 
cylindrical coordinates), 见 图 11. 3. 


例 11.4.16 三 重 积分 的 球 坐标 变换 
х= рѕіп 9 cos 0, 
变换 T: == 9 sin 0, 
z=pcos Ф, 
(0,Ф,0 EN” ССС (х,у) Є0Се°, 
G= {00,0 Є 6° |r>0,0<e<x,0<0<2x). 
sin Ф соз Ө pcos Ф соѕ  —рѕіп ọ sin 0 
det РтТ(р,ф,0) = | sin ф sin pcos ф sin 0 osin @ cos 0 
созф — рѕіпф 0 
=ø sinp, 
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HATER )" 上 为 正则 变换 ,又 设 f= 二 CC(Q,6'), 则 三 重 积分 的 
球 坐标 变换 公式 为 
|| zea 9. атау 
к= jJ. flpsin ф cos 0,osin Ф sin 0,ocos Ф)? sin фа odçd0. 
上 式 中 的 因子 Psin g do dp d0 称 为 球 坐标 下 的 体积 微 元 (volume 


element in spherical coordinates) , 见 图 11. 4. 


E A = (0,9,0) 10, (Ф,0) <е<р, (Ф, 0), Ф, (0) <<, (0), 
0, <0<80,) CG, 


[| Zea. pazayas 


o [aO _ О) 
= | asf К) „f Cesin Фсовб,рвїп фвїп@,рсов p) ø do. 
a 


9 "© (e. 


例 11.4.17 n 维 球 的 体积 
定义 О:21+- 22КЕ H n 维 球 ,其 体积 应 表示 为 


= 
v = | ау = ача. 
п п 


J п ERRER т.070 如 下 : 
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Tı =pPCOS Q ， 
2. =0sing, созф,, 


ту =рѕіпф, singo cosg,, 


Zr-1 =psin 9 sin f, “sing, ,COs9,_,, 

х„==0вїп p sin p, "sing,_, sing,,. 

人 ={((о,ф,+,ф,_,)|0<р<К,0<е,.ф,,+=,ф_,<л,0< 
@-  <2x). 

det DT, p, spa) | 


=o sin gp sin" p, esin e _, 5їпф,_,, 


V = [fø dof sino, de, Г sin™g,dg, = sing, йе, ,| dy,, 
0 o 0 6 o 


Ке К 27 БРА 
=== [к ар, | sin ар | sing, de, , |27. 


作 变量 代 换 :9 =#++uG= 1,- ,n—2) 


V= Жа" costa da | cos" ?us из "~ | соз u,_, du, ; 
d z 


п + -4 
= 2R'z sgr | costu du| со uz du, °° ed 
n Jo ° ° 
ЖЯ Г 函数 ,可 得 与 例 11. 3. 9 同样 的 结果 : 
R 
NA/za 十 2 
(=) 
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12 曲线 积分 与 曲面 积分 


12.1 可 求 长 曲线 


本 章 12. 1 W £ 12.5 节 研 究 简单 曲线 ( 见 8.8 节 )LCE6 ”上 的 

积分 ,它们 易于 推广 至 6" 中 . 设 有 
L:z=z(t),y=y(t),z==z(t), a<t<b 
或 写成 
г=г=х(ї+х@а)]+х()К®, 

Hp ijik 8 6 中 之 基 向 量 , 且 20), уб), 0) E Cla, b]. ж 
r(a)Zr(b) , 则 简单 曲线 是 开 的 ,否则 是 闭 的 . 

定义 12.1.1 设 点 A,B 为 曲线 的 端点 ,存在 从 A 至 B 及 从 
B 至 A 两 个 方向 ,规定 其 中 之 一 为 正方 向 , 记 作 LL? ,反方 向 则 记 
EL .这 一 规定 称 之 为 定向 简单 曲线 (oriented simple curve)( 见 
图 12.1). 


图 12.1 


定义 12.1.2 MAYÉ (diameter of an arc) 弧 AB 上 任意 
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两 点 Му. M, ЖКМ МЖК #8 АВ 00 8 ë , jË fE 
а‹Ай›. 

定理 12.1.3 HRAB: =r) IRTA, dAB) 0 的 充 要 
条 件 是 一 4 一 0. 其 中 点 A 对 应 r(4) ,点 ВАЙ гп). 

定义 12.1.4 设 有 曲线 上 :r 二 r(2) ,从 端点 A 到 端点 B J 
向 依次 任 取 分 点 A=Ao ,Al,…,A, 二 B, 它 们 对 应 于 递增 的 参数 
a= h sh 二 b, 于 是 得 一 折线 Р, 二 A,Ai…A,. 当 max d, = 


max а СА, 1A,) 一 0 时 ,车 折线 P, 的 长 趋向 !( 此 定 值 与 分 法 无 
关 ) , 则 称 AB 为 可 求 长 曲线 (rectifiable curve) ,其 长 度 为 L 

定理 12.1.5 设 点 M 为 可 求 长 曲线 AB 上 任 一 点 , 则 AM， 
MB 均 可 求 长 , 且 = +L. 其 中 Lh. 分 别 为 AB, AM, MB 的 
长 度 . 

定理 12.1.6 设 简单 曲线 LL:z==zx(1),y 二 y(t),z 二 z(t) 是 连 
续 可 微 的 , 即 zx ,y(t) ,z(t)E Ci[a,b], 则 工 是 可 求 长 的 ,其 长 
度 为 


Бы f Vir О? уор + [е DF dr; 
由 此 定理 及 8. 8 节 的 内 容 可 知 , 光 滑 曲线 必 可 求 长 . 


12.2 第 一 型 曲线 积分 


定义 12.2.1 设 /(z,y,x) 定 义 在 可 求 长 曲线 LC6” 上 ,从 
端点 A 到 端点 B 依次 用 分 点 A 三 Ao A e A, =B IR n 小 段 ， 
记 每 个 小 段 A;_1A; 统 长 为 As (i=1,…,n), 在 A, 1A; 上 任 取 一 点 


P=, tG). 车 极限 lim >) ACPD As; = lim 2 fsb)As 
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存在 ( 它 不 依赖 于 Р, 的 选取 及 曲线 AB 的 分 法 ), 其 中 d = 
max{As) , 则 称 此 极限 为 /(x,y,z) 在 曲线 工 上 的 第 一 型 曲线 积 
分 (line integral of the first kind) , 记 作 
[оё = | raya) 一 lm D/C , Аз. 
4 L 为 闭 曲 线 时 , 常 记 作 
фу = ф.»әФ% = lim D/C& sp tO As. 


定理 12.2.2 设 有 可 求 长 曲线 С°. Н f(x,y,z) 及 gl. 
y,z) 在 L 上 第 一 型 曲线 积分 存在 , 则 有 以 下 性 质 ; 
С) 若 改变 工 的 定向 ,积分 值 不 变 , 即 
Kon = W 


(2) 对 任意 常数 ki sko 
[Dn fy 十 AgCzyyyz)]ds 


= a| солода асуд 
(3) 设 曲 线 L ЖЕ HR L. KL ( 除 连接 点 外 ,无 公共 
点 ) 的 和 集 , 则 
[ræsa f, Fæyzdds+ [Улус 
EE 12.2.3 Ф (х,у, хк L Б, ДЕ 
L 上 的 第 一 型 曲线 积分 存在 , 且 有 
Глав = Го уба, 
其 中 ! ЮК. 的 参数 方程 为 
T 一 ZI(5)， y=y(s), z=z(s), 5Є[0,/], 


Н z(s),y(s),z(s) 均 为 连续 函数 . 
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Ж 12.2.4 设 工 是 一 光滑 曲线 ， 

L: м0) = х00)1+ус)ј +х00к, a<i<b, 
H f(r,y,z) 在 L 上 连续 , 则 /(z,y,z) 在 L 上 的 第 一 型 曲线 积分 
存在 , 且 


b 
f Asad усо уо 0) = (D Hy (O +z (t) dt. 


12.3 第 二 型 曲线 积分 


定义 12.3.1 设 有 以 A 为 起 点 ,B 为 终点 的 简单 定向 曲线 
АВСЕ?, 
тй=х + у О]+е(ЮК. Elab] 或 ¿/€[b.a], 
r(Ca),r(0) 分 别 对 应 于 А,В 两 点 . 
设 向 量 函 数 
F(z,y,z)= P(z,y,z)i--Q(z=,y,z)j +R(z,y,z)k 
定义 在 AB 上 ， ккк Sy A= А.А, 
A,= =B HABS л В. ÁA, „А.А, А,,- ЧАА, А, ,相应 地 得 到 x 
AARAA, = Ar , AA, = др, АА = Ar, ENEH r 
的 增 量 , 取 和 式 
Drm) 。 Ar = Ујвар.) “Ar,, 
i=) i=l 


其 中 M, = (&, з, t) € АА, (i = 1, т), ја А 
така АА, 1А), Ж 
укм) + Аг, = НС ‚Аг, 


FE. ERIRE F AB 的 分 法 及 M, 的 选 法 , 则 称 此 极限 是 


F(x,y,z) 沿 定向 曲线 AB 的 第 二 型 曲线 积分 (line integral of the 
+ 300. 


second kind) , 记 作 
JaF .dr 一 lm DFE nb) - Ал. 


简称 为 下 沿 AB 的 积分 ,又 由 于 7 
Ar 一 Azii 十 AyJ 十 Az,K， 
lim) FM) д = lim РОМ А, +Q(M.)Ay, 


十 RCM,)AZ,)， 
故 也 可 用 记号 


à 
fat ‘dr = Ja Pd + Qdy 十 Rdz. 
AB АВ 


这 时 


far .dr = [5Р4 + [ев + | Rdz, 


584 
其 中 | Paz = lim 3YPCM)dz 称 作 P(z,y.z)dz 沿 AB 的 第 二 型 


积分 ,其 他 类 似 . 
定理 12.3.2 第 二 型 曲线 积分 有 下 列 性 质 : 


D Јева f F -arf в-а | E ar. 
(2) 车 Е.С 沿 AB 的 积分 均 存 在 , 则 
[sa F+ aG) dr = „|в sdr tefe idn 
AB AB AB 
HP ki sko 为 常数 . 
(3) 车 下 沿 AoAli,AlA,,…,A,-_1A, 的 积分 均 存 在 , 则 
far аг = 21 ағ. 


Ж 12.3.3 设 工 是 可 求 长 曲线 ,向 量 函 数 
F(r,y,.z)=P(z,y,z)i+Q(rz,y,z)j+R(xz,y,z)k 
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是 上 上 的 连续 函数 ( 即 P,Q,R 是 连续 的 ), 则 | ,F .dr 存在. 


定理 12.3.4 ， 设 有 一 光滑 定向 曲线 4 ， 
та) = z( i+ y(0j*F- zt)k, t€ [a,b]. 
X 
F=P(r,y,z)i+Q(rz,y,z)j +R(rz.y,z)k 
在 AB 上 和 连续 , 则 | .下 + dr 存在 , 且 


far 。dr = [Paz +Qdy + ка 
AB AB 


b 
= [iewww + QU) ya), 


zy 00) HRE) ya) z (Ci)]dt， 
其 中 r(a),r(b) 分 别 对 应 起 点 A 及 终点 B. 
特别 地 ,有 


b 
fayde = f Pz sy) z(D)z (QD dt. 


[осуду [ов (х,у,х) ах 也 有 类 似 的 等 式 . 


定理 12.3.5 设 :(1) 有 开 区 域 GCe: 及 可 求 长 曲线 ABC 
G; DHA AZA A AA, =B Ж АВА А 至 B 依次 分 


为 n 段 ,相应 地 得 到 折线 г, = U AnA: (3) кш ИЙЕ. 
Q(r,y.z)j+R(z,y,z)k E G 内 的 连续 函数 , 则 下 沿 AB 的 积分 
可 用 下 沿 折线 Г, 的 积分 来 逼近 , 即 


lim| Е -dr = [oF Чг, 
АВ 


2-0) rw 
其 中 4= maxd,(A,-,A,). 
1<i<n 
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12.4 第 一 型 与 第 二 型 曲线 积分 的 联系 


定理 12.4.1 设 :(1) 光 滑 曲 线 AB 以 弧 长 ; 为 参数 的 方程 为 
х=т(з), у=у(з), z=z(s), »Є[0./], 

ДР! 为 AB 的 弧 长 ,起 点 A 对 应 * 一 0. 于 是 在 AB 上 点 (z()， 
y(s) ,xz(s)) 处 的 切线 单位 向 量 (指向 弧 长 增长 方向 ) 为 


dz; ‚ dy, у dz А ‚ А 
т РЕ + соѕ(т,2)1--соѕ(т, у) ј -соѕ(т,2)К; 


(2) Е=Р(л. у. х) +00, у, х) ј -К(х, у.х) КЖАВ Е 
续 , 则 


Гора + 94у + Rdz 


= {Р [Pcos(z,z) + Осоз(т, у) + Ксоѕ(т, х) 45, 
АВ 
即 
[оғ = = faf * t ds. 
AB AB 


12.5 Green 公式 


EX 12.5.1 设 区 域 DCE? 是 由 一 条 或 有 限 条 封闭 曲线 所 
围 成 , 当 人 沿边 界 行走 时 , 若 D 总 在 左手 边 , 如 图 12. 2, 则 此 时 各 


с2 (—® 


ар`=Ср+Су +C 
图 12.2 
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条 边界 线 的 方向 规定 为 区 域 D 的 边界 的 正 向 , 记 作 3aD- ,相反 方 
向 为 负 向 . 此 规定 称 为 区 域 边界 的 定向 (orientation of a domain s 
boundary). 

定理 12.5.2 设 :(1) DC ó ° 是 有 界 区 域 ,2D 是 有 限 条 封闭 的 
彼此 不 相交 的 可 求 长 曲线 的 并 集 ;(2)F=P(z,yi+Q(z,y)j € 
C! (D) , 则 

IRE = э )dzdy = j Рах + Оду. 

此 公式 称 为 Green( 格 林 ) 公式 (Green formula). 

Ж 若 3D 是 由 有 限 条 光滑 的 ,彼此 不 相交 的 曲线 组 成 ， 
Green 公式 当然 也 成 立 . 

定理 12.5.3 i DC ¿° 是 有 界 区 域 ,0D 是 有 限 条 封闭 的 彼 
此 不 相交 的 可 求 长 曲线 的 并 集 , 则 区 域 D 的 面积 为 


VD) = 4f _zdy— уйл. 
2 Jant 


12.6 曲面 面积 


定义 12.6.1 设 :(1)G 是 uv 平面 的 开 区 域 ,DCGC6? 是 由 
有 限 条 逐 段 光滑 的 简单 闭 曲 线 围 成 的 闭 区 域 ;(2) 曲 面 S 的 方程 
жу е(и, о) = 20и, о)і+ убио) ј (и.о), (usv) EG; (DE D W 


WRD Eriu оа I Н ru) ECG), Ex Ea 
0, 则 点 集 S=r(D) 为 Oryz 空间 的 内 部 光滑 曲面 (interior smooth 


загїасе). 
Ж (1) 本 定义 与 8. 9 节 之 定义 不 同 之 处 在 于 r(u,o) {ЮЛ 
3D 上 可 以 不 一 一 对 应 ,也 可 以 开 X 开 一 0. 
(2) 球面 、 锥 面 都 是 内 部 光滑 曲面 . 
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定理 12.6.2 i&GC¿é:,DCG H D E H# B £ ВЖ 
的 简单 曲线 所 围 成 的 闭 区 域 , 设 光滑 曲面 S:z= f(z,y), 
(Cry)ED 且 zyEC(CG), 则 曲面 S 对 应 D 上 的 面积 ( 仍 
记 作 S) 等 于 


s=| 1+ (5) +( ахау. 


Hit 12.6.3 设 光 滑 曲 面 S: F(x,y,z)==0, (х,у, )Є Q. 
E Flzr,y,z)EC'(Q), 则 曲面 S 对 应 D 上 的 面积 为 


F? +F? + Е? 
$ =f NEL FE PE yas, 
Е | 下 :| 


定理 12.6.4 设 闭 区 域 D 同上 定理 之 D,S 是 内 部 光滑 曲面 
r(u,u)=zx(u,u)i+y(u,u)j+z(u,u)k, (u,v) ED, 
E rlusv) EC'(D),r, Xr, #0, (u,v) E€ D , 0 ih H me SA 


S =f, |r, C(u,v) X r,(usv)| дидо 
- [ А? + B° +C dudv 
р 
- ], VEG — Е dxdv， 


其 中 
DCy,z) B д(т,т) д(х,у) 
Ə(u,ə)' д(и,®)” Ə(u,u) ` 
еу а сыы 
2 2 2 
25°” (5%) + (92) ta) 


дг ‚дг _дхдх дуду 9z9z 
ди до ƏuƏ9ə дидо диди 


定义 12.6.5 称 |r,(u,v)Xr,(u,v)|dudwv 为 内 部 光滑 曲面 
的 面积 微 元 (surface element) , 记 作 


F 
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dS = |г„(и,ъ) Xr,(u,o)|dudo= VA FBFC dudv 
= VEG—F dudv. 


12.7 第 一 型 曲面 积分 


定义 12.7.1 设 : (1)/(zx,y,z) 定 义 在 光滑 曲面 S 上 ; 
(2){AS,…,AS。} 是 S 的 一 个 划分 (partition) ,每 一 片 AS, 为 光 
滑 曲 面 , (AS, 二 S, 且 其 中 AS, 与 AS (4 关门 无 公共 内 点 ,在 每 一 
片 AS 上 任 取 一 点 М, (х. у а) (i 二 1,…,m); (3) EMR 


D fCzxi,yi,zi)ASi, 其 中 AS, 表示 分 片面 积 , 若 极限 
Ба) fy AS =I (А = тах(4(А5О}) 


存在 且 与 划分 法 及 М, ВКО К T Efa y z) SE 
第 一 型 曲面 积分 (surface integral of the first kind) , 记 作 


人 yesyads= lim $) fGa,yozOAS, = I, 
并 称 f ES 上 可 积 . р 
ж (1) 当 /= 1 [а= S 为 曲面 面积 . (2) 若 f tš z 在 内 
部 光滑 曲面 S 上 的 第 一 型 曲面 积分 存在 , 则 
S s+ keas = tff fas +f gas, 


其 中 心 , 为 任意 常数 . 
定理 12.7.2 设 :(1) 有 光滑 曲面 S: 
r(u,o)=z(u,o)i+y(u,u)j+z(u,o)k, (u,u)€ D, 
其 中 DD 是 有 界 闭 区 域 ; 
(2)f(z,y,z) 在 S 上 连续 , 则 | ç (х.у,х)05 存在 , 且 
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(КОС 


= [со оо ,usw)) JA FB FC dudv, 
9(y,z) д(,х) „_д(х›,у) 
ДФ Аза) "В (ии) "С збио) Е 
推论 12.7.3 设 光滑 曲面 S 由 显 函 数 给 出 :S:z= f(x,y)， 
(z,y)ED, 则 有 


ПИ = [ео + (2) + (25) 44у. 


推论 12.7.4 5 是 内 部 光滑 曲面 S RA 1) 仍 成 立 . 
推论 12.7.5 设 :(1) 5,5, 是 两 片 内 部 光滑 曲面 , 且 (Si\9S,) 
NASAIS =D S ULSS: D fay DE S EER, RE 


[ras = T, fas +f, fds. 


12.8 第 二 型 曲面 积分 


定义 12.8.1 设 S 是 一 内 部 光滑 曲面 , 且 假定 S 的 边界 上 任 
一 点 都 有 法 向 量 . 若 对 于 S 上 的 任 一 点 己 , 取 定 PP 的 法 向 量 的 一 
个 原始 方向 , 令 书 沿 S 上 过 点 P 的 闭 曲 线 运动 ,在 整个 运动 过 程 
中 法 向 量 的 方向 相应 地 连续 变化 . 若 动 点 回 至 原来 位 置 时 法 向 量 
也 恢复 至 原始 方向 , 则 称 此 内 部 光滑 曲面 5 是 双 侧 曲面 (orient- 
able surface) ,否则 称 为 单 侧 曲 面 (nonorientable surface). 

iË 由 z=f(z,y) 给 出 的 曲面 是 双 侧 的 . 

定义 12.8.2 设 S 是 双 侧 曲面 ,如 果 指 定 了 S 的 法 向 量 的 方 
向 , 则 称 曲面 S 的 全 部 点 连同 指定 的 法 向 量 为 曲面 的 一 个 定 侧 
(orientation). 

定义 12.8.3 设 S 是 双 侧 曲面 ,确定 侧 的 法 向 量 为 n,S 的 边 
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界 是 有 限 条 分 段 光滑 的 封闭 曲线 D ,…,T, Л п 的 方向 站 在 
S 的 边界 I,(i 二 1,…,m) 上 行进 ,车 曲面 S 位 于 左手 边 ,规定 此 方 
向 为 Ti(i 二 1,…,m) 的 正方 向 ,并 将 S 连同 按 上 述 规则 指定 的 工 
G= 1, ,m) KEHRA 5 的 一 个 定向 . 此 规定 称 为 双 侧 曲面 S 
的 边界 的 正方 向 (oriented edge of a smooth simple surface). 

定义 12.8.4 设 S 是 由 Si(i 二 1,…,&) 构 成 的 分 块 光滑 曲面 ， 
对 每 一 个 S (i 王 1,…，, 扫 都 有 两 个 定向 可 供 选择 , 若 存在 一 种 选择 方 
法 ,使 任意 两 个 有 公共 边界 的 光滑 曲面 ,它们 在 公共 部 分 边界 的 方 
向 正好 相反 , 则 称 此 分 块 光 滑 曲面 S 是 分 块 光滑 双 侧 曲面 (piecewise 
smooth oriented surface) ,否则 是 单 侧 的 . 

例如 ,多 面体 的 边界 面 都 是 分 块 光 滑 曲 面 ， Z ` ə⁄⁄ 
而 且 都 是 双 侧 曲面 , 见 图 12. 3. — 4 


定义 12.8.5 ”对 于 双 侧 曲面 S, 若 选择 其 | | 
Z 


法 向 量 正方 向 与 < 轴 正 方向 的 夹 角 Y<< 子 的 一 
侧 ,就 称 为 S 的 上 侧 (oriented upward), 记 作 图 12.3 
5 , 另 一 侧 (7 关 也 时 就 称 为 S 的 下 侧 (oriented downward), 记 


fE 57. 对 分 块 光滑 封闭 双 侧 曲面 S, 将 法 向 量 指向 曲面 外 部 (内 
部 ) 的 一 侧 , 称 为 外侧 (oriented outward) (内侧 (oriented 
inward)), 记 作 S+ (S-) ,如 图 12. 4. 


ER 


nyA 5°) 


图 12.4 
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EX 12.8.6 设 f(r,y,z) 定 义 在 双 侧 的 内 部 光滑 曲面 S 
上 , 选 定 S 的 一 侧 , 对 S 这 一 侧 作 划分 {AS;,…,AS,}), 记 
à= тах (4,С45,)), 在 每 一 小 片 曲面 AS (i 二 1,…,m) 上 任 取 一 
МСЕ.) МВВ SCE) HRA AS; 在 zy 平面 上 的 投 
影 的 面积 Ac ,Ac ,所 带 的 符号 由 AS, 的 侧 来 确定 (如 AS, 的 法 
向 量 与 > 轴 正 向 夹 角 为 锐角 ,就 取 正 号 ,否则 取 负 号 ), 若 
lim > /zyvz)ar 。 存在 , 它 与 对 曲面 S 的 划分 及 点 (6 pt) 
在 AS 上 的 取 法 无 关 , 则 称 此 极限 为 /(z,y,x) 在 S 被 指定 的 一 
侧 上 的 第 二 型 曲面 积分 (surface integral of the second kind)， 
记 作 

[rezsyadrdy = im стуу, Ао. 


定理 12.8.7 Ü f(r,y,z) 在 光滑 曲面 S:z 一 zx(z,y)， 
(Tz,y)ED 上 连续 , 则 


(КО = 二 | flzr.,y,z(z,y)J]Jdzdy. 
p 


此 处 之 正 ` 负 号 由 SS 所 指定 之 侧 为 上 侧 或 下 侧 而 定 AmA D 上 
的 二 重 积分 . 
类 似 地 ,有 另 两 个 第 二 型 曲面 积分 : 


[соо Гледах. 
5 5 
此 外 还 常 遇 到 三 者 相 加 的 情形 ,可 写成 

[раа + [овга +[® drdy 


= [| Р(х, у,)дуде + О(г, у.х) ахах + R(z,y,z)drdy 
5 


8 [Р dde + Ойгаг Ейхйу, 
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定理 12.8.8 iS 是 双 便 的 分 块 光滑 曲面 ;'S= U S ,指定 S 
的 一 侧 , 若 || Pdydz 十 Qdzdz + RdzdyGi = 1,2,…,m) 存在 , 则 


[раа + Qdzdz + Rdzrdy 


= 5f, Pdydz + Qdzdzx + Катду. 
定理 12.8.9 设 :(1) 曲 面 S 为 双 侧 按 片 内 部 光滑 的 ,指定 S 
H — M, п" = соѕа i+cos Bj 十 cos УК 为 S 的 单位 法 向 量 ;(2) 函 数 
F=P(z,y,z)i+Q(z.,y,z)j+R(z.y,z)k ES 上 连续 , 则 下 在 S 
上 的 第 二 型 曲面 积分 为 


[Р dydz +Qdzdz + агау =f, (Peos a+Qcos B+ Reos 7)dS 


=fr * п°45. 
例 12.8.10 设 :(1) 内 部 光滑 的 双 侧 曲面 
S:r(u,o)=z(u,u)i+y(u,u)j+z(u,u)k, (u,v) ED, 
曲面 S 的 单位 法 向 量 为 ( 见 8. 9 节 及 12.1) 
Pe Ai+Bj +Ck . 
* AFE TC 
(2) F=P(z,y,z=)i+Q(xz,y,z)j+R(z,y,z)k fE S 上 连续 ， 
则 下 在 S 上 的 第 二 型 曲面 积分 存在 , 且 有 


JJ paya + Фаг + Razdy =+ Pa 十 QB + RC) dudv. 


上 式 右 端的 正 负 号 由 S 所 指定 之 侧 来 确定 , 右 端 为 D 上 的 二 重 
积分 . 
例 12,8.11 设 有 曲面 
S:z= f(x,y), (zy) EDT’, 
其 上 任 一 点 之 单位 法 向 量 为 
` 310 + 


+ = 2 ( i Lja), 
а о ааа 
MJ Е= Pi+Qj+Rk # S 上 的 第 二 型 曲面 积分 的 计算 公式 为 


| Pdyds + Qdzdz 十 Rdzdy 


+] (— Р(х.у,/(х›,у)) 2f Qay fry)) af 
D дх ду 


+R(z,y,f(z.y))dzdy, 
其 中 右 端 积分 号 前 取 正 ( 负 ) 号 当 指定 曲面 为 上 (下 ) 侧 , 右 端 为 在 
DD 上 的 二 重 积分 . 
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13 标量 场 及 向 量 场 


13.1 引 论 


当空 间 内 或 空间 内 部 分 区 域 中 的 任 一 点 都 有 一 物理 量 与 之 对 
应 , 则 称 这 种 物理 量 的 分 布 空间 为 场 (field). 若 物理 量 是 向 量 , 则 
称 为 向 量 场 (vector field). 若 物理 量 是 标量 , 则 称 为 标量 场 (scalar 
field). 例如 ,连续 介质 中 的 密度 场 .温度 场 都 是 标量 场 ,固体 中 的 
位 移 场 ,流体 中 的 速度 场 都 是 向 量 场 . 

标量 场 可 表 为 空间 及 时 间 变 量 的 标量 函数 (zi, z; ,zs ,六 或 
@(x,1) ,向 量 场 则 可 表 为 空间 及 时 间 变 量 的 向 量 函 数 . 

u(x,t) = Xu (x.De, 或 u= Dug, 


其 中 e 及 g'(i 王 1,2,3) 分 别 为 6 中 之 标准 基 向 量 及 逆 变 基 向 
量 ,i 及 ui 分 别 为 & Же, 上 及 g 上 的 分 量 . 

无 论 标量 场 或 向 量 场 又 可 分 为 两 类 : 场 函 数 不 显 含 时 间 ! 时 ， 
称 为 平稳 场 (stationary field) ; 场 函 数 显 含 时 间 上 时 , 称 为 不 平稳 
场 (nonstationary field). 研究 弹性 静 力 学 及 流体 定常 流动 等 问题 
时 涉及 平稳 场 ; 研 究 弹性 波及 流体 的 非 定常 流动 等 问题 时 涉及 不 
平稳 场 .今后 如 无 特别 说 明 , 均 指 平稳 场 

本 章 所 述 理论 限制 在 ¿ ° 中 论述 ,其 中 某 些 问题 (如 梯度 、 散 
JE Laplace 算 子 ) 可 推广 至 Y" 是 显而易见 的 ;至 于 另 一 些 问题 
(如 旋 度 ) 向 é " 推广 则 要 借助 于 张 量 场 理论 ,而 多 维 空间 中 的 向 
量 场 理论 及 张 量 场 理 论 无 论 在 Riemann 几何 , Hamilton 力学 及 
广义 相对 论 中 均 有 重要 意义 . 
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定义 13.1.1 在 标量 场 (zi ,zzs) 中 , 场 函 数值 相同 之 点 
在 1° 中 形成 一 曲面 或 几 个 分 离 的 面 , 这 些 面 称 之 为 等 值 面 (level 
surface) 或 等 势 面 (equipotential surface). 等 值 面 的 方程 为 
Pli yzz , zs) = const. 
当 常数 取 不 同 值 时 , 便 得 到 一 系列 无 限 层 彼此 不 相交 的 密集 等 值 
HI. E é ° 中 等 值 面 退化 为 等 值 线 , 即 一 系列 封闭 或 不 封闭 的 平面 
曲线 ( 见 图 13. 1). 


图 13.1 图 13.2 


定义 13.1.2 若 在 向 量 场 中 作 一 曲线 ,使 曲线 上 任 一 点 的 切 
线 方 向 与 该 点 的 场 向 量 方向 一 致 , 则 该 曲线 称 为 向 量 场 中 的 向 量 
线 (vector line). 向 量 场 中 存在 无 限 多 条 密集 的 向 量 线 , 它 们 一 般 
互 不 相交 ,或 仅 存 在 有 限 个 交汇 点 . 若 曲线 

x(z (E) ,rz(6) ,zs(6)) 一 Zi(6)el 十 zz(6)es 十 zs(6)es 
是 向 量 场 u(x; tsr) = ие, Hue + изе 的 向 量 线 , 则 必 有 ахх 
u 二 0, 或 


de _ dz бл» 


u, Us u ` 


这 即 是 向 量 线 应 满足 的 微分 方程 . 向 量 线 有 明显 的 直观 意义 ,如 流 
体 中 的 流 线 , 电 磁场 中 的 磁力 线 等 ( 见 图 13. 2). 


13.2 标量 场 的 梯度 与 保守 场 
定义 13.2.1 iË G R E 的 一 开 域 .标量 场 函数 p(x) 在 内 


有 定义 , 任 取 一 分 块 光滑 封闭 曲面 SCG, 且 S 包含 点 M(x), 其 相 
* 313 + 


应 体积 记 作 V. í V 缩 为 一 点 M(x) 时 , 若 极限 


存在 (n HS 上 任 一 点 的 外 法 线 单位 向 量 ) , 它 与 S 的 选择 无 关 , 则 
称 此 极限 为 标量 场 PCx) 在 M 的 梯度 (gradient) , 记 作 


[[ pnas 


ws 


grad p= V ọ = lim V 


显然 ,梯度 的 定义 与 所 取 的 具体 坐标 无 关 , 它 反映 了 标量 场 的 一 种 
内 涵 性 质 , 在 定理 8. 4. 4 中 已 提 到 过 , 它 表 示 p(x) 在 M 的 最 大 变 
化 率 ,其 方向 则 沿 通 过 该 点 的 等 值 面 法 线 方向 . 

定理 13.2.2 设 g(x) 是 G 内 的 C! 标量 场 ,车 MEG,q 在 点 
M(x) 的 梯度 存在 , 则 有 


а? 
Әл 

定理 13.2.3 设 V 是 6 中 的 有 界 闭 域 ,V 的 边界 9V 是 一 分 
块 光滑 的 双 侧 闭 曲 面 ,p 二 p(x)E CV), 则 有 以 下 积分 定理 : 


[I vev = [| 9mdS， 
v ду 


其 中 9V 为 V 的 边界 , 选 定 外 侧 . 
定义 13.2.4 设 u=wel 十 uzes 十 uses ЖТ GCE? A HE 
续 向 量 场 , 若 存在 G 内 定义 的 函数 p(x) 使 grad p 一 4 或 
3? аФ а? 
дх\ м» Еі 913 
则 称 g(x) 为 向 量 场 wCx) 的 势 函数 (potential function) ,具有 势 函 
数 p(x) 的 向 量 场 u(x) 称 为 保守 场 (conservative field) 或 势 场 
(potential field). 
定理 13.2.5 定义 在 开 域 G 的 连续 场 u(x) 为 保守 场 的 充 要 
° 314 • 


аФ а? 
grad e= V 9 Эт atz e+ 
1 2 


из, 
CERI 


条 件 为 :在 G 内 由 A 点 沿 任意 光滑 曲线 PCPCG) 至 B 点 的 线 
积分 
|: а = Гав + udrs + издаз 
为 同一 值 而 与 的 选取 无 关 . 
推论 13.2.6 若 向 量 场 u(x) 在 开 域 G 内 保持 积分 |: ,dl 


Sih r EA Mo (ao) 至 终点 MO) MERX M u- d ARE 
数 的 全 微分 ,或 点 M(x) 的 势 函数 值 为 
ф(х) = Г u • dl. 


可 见 ,保守 场 的 势 函数 不 惟一 ,但 它们 之 间 只 差 一 个 任意 常数 , 在 
具体 问题 中 常规 定 p(x。) 二 0, 以 便 确定 任意 常数 . 
BJ 一 质量 为 m 的 质点 M 在 引力 场 中 所 受 的 力 为 


ит 
一 一 一 7 
Е 


其 中 r 一 |zr| 为 从 引力 中 心 O 点 至 M 的 距离 ,r 为 从 O 点 引 向 М 
的 向 径 . 积分 


реа far eseni) 


表示 引力 在 路 径 AB 上 的 功 . 显然 此 积分 与 自 A 至 B 之 路 径 无 关 ， 
故 引力 场 为 保守 场 ,引力 场 的 势 函数 为 


ФО) -=f 8 = ит(—-. 


r ro 


ER т оо рН Д ро) =, RERE grad o= F Ë 
定 得 到 满足 . 
定理 13.2.7 FRG 内 的 连续 场 u(x) 为 保守 场 的 充 要 条 件 
为 :对 G 内 任 一 分 段 光滑 的 简单 封闭 曲线 P, 以 下 的 线 积分 恒 为 零 
р 0 


фи «dl = 0. 

ЖХ 13.2.8 设 G 是 4° 中 的 开 域 . 若 对 G 内 任 一 分 段 光滑 
的 封闭 曲线 卫 , 存 在 G 内 一 分 块 光滑 双 侧 曲面 S. 使 ?S= 厂 , 则 称 G 
为 曲面 的 单 连通 区 域 (simply connected domain). 

定理 13.2.9 设 GCE 是 曲面 的 单 连通 区 域 ,u 一 we; 是 G 
内 的 C 向 量 场 , 则 u 为 保守 场 的 充 要 条 件 为 


ди, _ ди; ди, диз диз __ди, 
дх, Ixi даз gr ”gz IT; 


此 定理 的 证 明 需 借助 于 旋 度 概念 及 Stokes( 斯 托 克 斯 ) 定 理 ( 见 定 
理 13.4.4). 
推论 13.2.10 设 DCE? 是 平面 的 单 连通 区 域 ,wu 一 we 十 
ше, 是 DD 内 的 C' 向 量 场 , 则 为 保守 场 以 及 在 D 内 由 A 点 沿 任 
意 光 滑 曲线 (TCD) 至 B 点 的 线 积分 
Га . 4а = Гаа + udr: 


УНА £ В 间 的 路 径 无 关 的 充 要 条 件 为 
дш _ ди; 
дла az 


13.3 向量 场 的 散 度 及 Gauss 定理 


定义 13.3.1 给 定 一 向 量 场 w(x) 及 双 侧 曲面 S, 指 定 一 侧 的 
外 法 线 单位 向 量 mn, 向 量 场 函数 u(x) 沿 曲面 S 的 曲面 积分 
Je + dS =f u + ndS = [а a + игсоѕ B+ изсоѕ 7)dS 
称 为 向 量 场 wx) 通 过 曲面 S 的 通 量 (flux). HEF n= (cos a, cos B, 
cos У), a,B,7Y 为 n 的 方向 角 . 
定义 13.3.2 设 G 是 6 的 开 域 ,u(x) 在 G 内 有 定义 , 任 取 
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一 分 块 光滑 封闭 曲面 SCG, 且 S 包含 点 M(x) ,其 相应 体积 记 作 
V, 当 V 缩 为 一 点 MGCx) 时 , 若 极限 
mdS 

存在 且 与 S 的 选择 无 关 , 则 称 此 极限 为 向 量 场 在 M(x) 的 散 度 
(divergence) , 记 作 div u(x). 显然 , 散 度 的 定义 与 所 取 的 具体 坐标 
无 关 , 它 反映 了 向 量 场 的 一 种 内 涵 性 质 , 通 量 及 散 度 的 背景 来 源 于 
流体 的 流量 .静电 场 的 电 通 量 、 磁 场 的 磁 通 量 等 . 

定理 13.3.3 Hu EG 内 的 C! 向 量 场 , 若 对 于 МЄС,и 在 
M(x) 的 散 度 存在 , 则 有 
div иб) = 50-30 ia 


ху gr Ir, 


ПАУ 一 天 十 到 

定义 13.3.4 # p) € C (G),G È é ° 的 开 域 , 则 有 

а° а? д? 

div grad= Y • У = V #0 Laplace 算 子 (Laplace operator). 
定理 13. 3.5 Gauss 定理 (Gauss theorem) 设 V жез ж 

界 闭 域 ,其 边界 9V 是 一 分 块 光滑 的 双 侧 闭 曲 面 ,w=we + ure, + 

usesEC'(V), 则 有 以 下 的 Gauss 定理 : 


дщ | дш | диз 
ПКЕ Fox Кә; Jav 


= J Ada; dr; + u, dz, dz, + изіх dzz. 
2 


+e ИЯ div u= Ç * u. 


div grad g= Ç ° p= 


也 可 表示 为 


ащ | дш | дш -f 
Jatte- 004105 a + иг соз P+ uscos У)45, 
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其 中 соз а,соз B,cos У 为 9V 上 法 线 单位 向 量 n 的 分 量 ,n 指向 外 
侧 , Gauss 定理 实质 上 给 出 了 通 量 与 散 度 的 关系 ,又 可 表 为 以 下 的 


两 种 形式 : 
IB divu aV = || и «ndS, 


III иу = | un,dS. 
v әу 


ЖС ORRERA ) 对 z 的 偏 导数 . 
Ж 13.3.6 设 开 域 V 满足 :V 内 任意 双 侧 闭 曲面 所 围 的 域 


仍 包含 于 V 内 ,w= Due € CV) МЯ u -asv n 


面 形状 无 关 的 充 要 条 件 是 :对 V 内 任 一 点 都 有 div u = 0. 

定义 13.3.7 ЖУ 内 处 处 都 有 div и=0 的 场 称 为 无 源 场 
(field without sources) ,反之 则 称 为 有 源 场 (field with sources). 
通过 任意 封闭 过 线 的 向 量 线 的 管 形 称 为 向 量 管 (vector tube). Ж 
源 场 的 意义 在 于 :不 可 压缩 流体 在 任何 流 线 管 的 任何 截面 的 流量 
保持 不 变 ,或 在 任意 封闭 曲面 的 总 流量 为 零 . 相反 ,有 源 场 不 具有 
此 特性 , 常 表现 为 某 一 点 或 某 些 有 限 点 处 的 散 度 不 为 零 ,表示 流 场 
中 的 源头 的 发 散 强 度 或 漏洞 的 泄漏 强度 . 


13.4 向 量 场 的 旋 度 及 Stokes 定理 


定义 13.4.1 ио) СИС 向 量 场 ,而 G 是 4? 的 开 域 ， 
T E: G 内 任 一 条 分 段 光滑 的 封闭 曲线 , 取 定 古 为 某 一 定向 , 则 称 
RRI G u + di X З Г 的 环 量 (cireulation). 车 过 G 内 点 
M(x) 作 一 平面 芽 , 法 线 方向 为 n, 且 本 的 正 向 与 成 右手 系 如 
图 13.3% Г ЖМ 点 时 , 若 环 量 与 也 所 围 面 积 之 比 的 极限 存 
在 , 记 作 i 
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u » dl 

S 

# hS P HARER , MERER R hO) 29 E] #5 u ТЕМ 点 绕 
nn 方向 的 方向 旋 量 (directional curl). 方 向 旋 量 与 坐标 选取 无 关 . 


п 


h(x) = lim 
с-м 


图 13.3 


ЖХ 13.4.2 设 x(xz) 是 G 内 的 向 量 场 ,GCCE3,M 是 G 内 一 
点 以 在 M 点 绕 x; rar, 轴 的 方向 旋 量 分 别 为 hh ,hs ha, ШЖК 
向 量 

h=h,e, +h;e, +hs;e; 
为 向 量 场 4 在 M 点 的 旋 度 (curl) , 记 作 curl и. 

定理 13.4.3 izu EG 内 C! 向量 场 ,GCE3,M 是 G 内 一 
A WA: 

(1) u # M 点 的 旋 度 存 在 , 且 有 以 下 表达 式 : 


curl u (s= диз Jer + (2= диз Je үз (22 ди, Jes ， 


дх, IT дх; дл, 2m2m Ir: 
或 
е е е; 
д д д 


Эх Эт Эл, =V Xu(x); 


curl u= 
ш из из 
(2) u 在 M 点 绕 任 一 方向 n 的 方向 旋 量 h, 存在 , 且 有 
h,=curl u • n. 
定理 13.4.4 Stokes Æ (Stokes theorem) i% S E é’ rh 
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一 光滑 双 侧 曲面 , S 的 边界 3S 由 有 限 条 光滑 闭 曲 线 构成 ,又 设 u 
在 S 及 9S 上 有 连续 偏 导数 , 则 有 Stokes 定理 : 


| u » dl = |] curl u as, 
as S 


j: иіл 十 u: dr; + u; dz, 


д д 
КЕ диз _ 2а) )аеаз, T (3 u, _ диз Jdzsdz: 
EEA za длу 


或 


(= ди 


дх\ дт 
Stokes 定理 给 出 了 环 量 与 旋 度 的 关系 ,也 给 出 了 单 连通 开 域 
封闭 曲线 2S 上 的 线 积分 与 S 上 面积 分 的 关系 . 
定理 13.4.5 设 x(x) 满 足 Stokes 定理 有 关 条 件 ,V E é ° 的 
有 界 闭 域 .9V 是 一 分 块 光滑 的 双 侧 闭 曲 面 , 则 有 以 下 积分 定理 : 


en udV -[.: хи 45. 


由 上 述 定理 可 给 定 旋 度 的 另 一 等 价 定义 . 

定理 13.4.6 设 G 是 6s 的 开 域 ,向 量 场 函 数 u(x) 在 G 内 有 
定义 , 任 取 一 分 块 光滑 曲面 SCG, E S 包 含 点 M(x) ,其 相应 体积 
记 作 V, 当 V 缩 为 一 点 M(x) 时 , 若 极 限 


f п Хи 15 
i 
存在 , 且 与 S 的 选择 无 关 , 则 此 极限 等 于 M 点 的 旋 度 . 
旋 度 的 上 述 不 变性 定义 直接 表明 它 与 坐标 选取 无 关 , 反 映 了 
向 量 场 的 另 一 内 涵 性 质 , 其 背景 来 自流 体 、 电 磁场 中 的 涡流 现象 及 
性 质 . 
定义 13.4.7 HELF E 内 开 域 G 内 的 C' 向 量 场 u(x) 在 G 
内 处 处 有 curl w=0, 则 称 此 场 u(x) 为 无 旋 场 (irrotational field). 
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dridze. 


定理 13. 4.8 无 旋 场 必 为 势 场 ,反之 亦 然 . 


13.5 线性 微分 算 子 


13.5.1 Hamilton 算 子 及 Laplace 算 子 


定理 13. 5.1 推广 的 Gauss 定理 ” 若 工 为 线性 算 子 , 即 对 任 
意向 量 函数 u,v 及 常数 + 有 以 下 性 质 : 
L(u+vo)=LUu)+L(w), _ LQu)=AL(u), 
并 设 V 是 é ° 的 有 界 闭 域 ,aV 是 一 分 块 光 滑 双 侧 曲面 , 则 有 


[= )dV = [П.‹а›а5, 
Жр n оу 上 任 一 点 的 单位 法 线 向 量 , 取 外 侧 为 正 . 

本 定理 概括 了 场 论 中 一 切 有 关 体积 分 与 面积 分 的 转换 关系 的 
定理 . 当 L(V )= Ve, V * u, У X u 时 就 得 到 前 述 各 节 有 关 的 积 
分 定理 13. 2. 3, 定 理 13. 3. 5 ,定理 13.4.4. 

由 上 述 定理 及 积分 中 值 定理 可 得 到 L(V ) 的 表达 式 

[Lemas 

LV) = lim Š — 

令 L(V ) = V , 则 得 到 Hamilton # + (Hamilton operator) H Ж 
达 式 

п 15 

у=} — 

Ф109) =7 + Ç = Ç °, |18 (| Laplace 算 子 (Laplace operator) 
的 表达 式 
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应 指出 ,L(V ) 表达 式 概括 了 梯度 . 散 度 及 旋 度 的 不 变性 极限 定义 
13. 2. 1 ,定义 13. 3. 2.8 13.4. 6,7 及 V。V = V ?的 上 述 表 达 
式 同样 表达 了 它们 的 不 变性 , 即 与 坐标 选取 无 关 ， 


13.5.2 ”微分 算 子 公式 


(1) 微分 公式 

Ф grad (g + Ф) = grad p+ grad $, 

© grad (p 4) = ọ grad y+ ф grad ç, 

@ grad WP) = Z (9)grad p, 

@ div (u+o) = div u+ div v , 

@ div (pu) = @ div u + grad ọ • u, 

© div (uX v) = v» curl u — u • curl v , 

Ф@ curl (2 +) = curl u+ curl v , 

@ curl (фи) = ọ curl u + grad ọ X u, 

@ curl (u Xv) = (o * V )u— (u + У) v+u div v— vdiv u, 
Q grad (и.т) = (о. V )u+- (и. У) v+oX curl u+u X curl v , 


O grad 5 = (u » V )u+ u X curl u, 


@ div (curl u) = 0. 

@ curl (grad p) = 0, 

@ curl curl u = grad div u — V °u, 

@ div (p grad $ ) = pV ° ó+ grad ç • grad 4. 

@ у?(фф) = 如 :9 十 gw 20 2074) + (Уф). 

(2) 含 r 及 e, 的 微分 公式 。 公式 中 7 为 位 置 向 量 ,e, уг 2 


向 的 单位 向 量 , 即 e = =. 


D Y=, =-5 =, 


` 


@ Уу) = f(r) Vr = f'(r)e,, 
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@ div r = 3, div(r"r) = (n+ 3)r", 
@ curl r = 0, curl (rr) = 0, 


@ v: e) = f") +Š fo, 


@ ӯ?" = n(n+ Dr "2, 
Ф (u • grad)r = u, 
2 ӯ Fa L dir 
@ Vv: fer) = Ç [ro 2 |= ЛО]. 
@ У (р.р) = (Ур) *r+o, 
@ 7-1 = 1,ух1-=0, 
г r г 


Фу-е = 2,7хе = 0, 


df 


@ vx OD =0,У. (Or) = 3/00) rE 


@ Vx (00е) =0,Y + (fe) = 22+, 


@ grad (г.а) = а (a 为 常 向 量 )， 

@ div (r X a) = 0 (a 为 常 向 量 )， 

® сип (rX a) =— 2а (a 为 常 向 量 )， 

@ Vx (оха) = (а. У) о= У (а.о) (a 为 常 向 量 )， 
@ div (ra) =e, * a (a 为 常 向 量 )， 

Q curl (ra) = e, Ха (a 为 常 向 量 )， 


@ grad (2%) а-у — eoe (a 为 常 向 量 )， 


@ curl (6) =-a. v5 – Ха езе е (a 为 常 向 量 )， 


r т 


@ 含 r 的 微分 公式 表 (c 为 常 向 量 ). 
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(a+ wf vir 


r | 3 а 0 
схг 0 | 2e cxa | 0 

ert | nreo | пет e) пто адс | n+ Dee 
r'r | adr" | 0 | reatnr (re ar | nn 十 3)m2r 
сіп" се г/т rx с/т ба + г)с/2 с/т? 


(3) 含 oO 及 8 的 微分 公式 ”在 下 列 公 式 中 ,9 为 常 角速度 ， 
v=Qxrio 一 YXn 为 旋 度 向 量 . 
@ухо=20,ох(%хо)=—20х(0хт), 


@ Qx(Qx r) =- lgrad| хг. 
2 
@ v grad v =— амі! QX r |°, 


@ v- grad v = Ferad о-оо, 
© curl (о • grad v ) =— curl (v X @), 


@ curl (o X@) = (@— V) — (V * o)@ + (V * @) о 


— (w. у), 
О) Е ЕЯ (ө. 9) уф (У.о), 
O #70 = 0.87.0 0,90 = (w. Y) + curl $E, 


(4) 积分 公式 
O f era еду = | п çdS, 
g ду 


divu dv =] aads, 

v ду 

of curl u dv = Í п Хи dS, 
у зу 


of (v: Vu dV = | (v + mu dS, 
v aV 
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оду=[ 2° = | : 
ef s рау = [|$ dS = | п. Vo ds, 
© f Vèn av = | 2045 = | Ca + You as, 
v av дп av 
@ Green 第 一 公式 
9 
КА Ф • grad Фау = | p% as, 
v у Ən 
@ Green 第 二 公式 
дф д 
2ф— , = m= — ф — |45, 
Гете вторау = |, (652—0 #5 
д 
ө | (grad рау = | Ф? ds, 其 中 9 满足 V9 = 0, 
v w Әд 


@ [re “Vutudivo]dV = | ибо mas. 


13.6 曲线 坐标 中 的 向 量 分 析 


为 了 张 量 分 析 的 需要 ,本 节 所 述 基本 理论 不 限于 6* ,相反 可 
适用 于 任意 é " 中 的 分 析 . 


13.6.1 曲线 坐标 系 


定义 13.6.1 设 用 {x') 表 示 6" 中 的 仿 射 坐标 ( 见 定义 
6. 1.4), 若 有 
gq =g (rz)=qg' (x! ,7 ,7"), ї=1,2,+,п (13.1) 
是 在 某 连 通 区 域 CCE" 内 的 单 值 可 逆光 滑 函 数 , 即 在 С 内 存在 反 
函数 


х'=хт'(д)=т'(ад!.д 9) 5=1, XLS 2) 
并 且 也 是 单 值 光 滑 的 ,于 是 在 G 内 有 
det| 3 |. det[ 3E |. 
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若 式 (13. 1) 不 退化 为 线性 变换 , 即 仿 射 变换 (affine trans-forma- 
tion), W {q } 称 为 定义 于 G 内 的 曲线 坐标 系 (curvilinear coordi- 
nate зузїет). 

若 给 定 4 一 系列 常数 , 则 得 到 6" 中 一 9 (zi z.) = const 
的 超 曲面 , 称 为 q' 坐标 面 (coordinate surface). E” 中 任 一 点 均 存 
在 ”个 坐标 面 , 它 们 之 间 的 交 线 称 为 坐标 线 (coordinate curve). т 
每 条 坐标 线 9 上 ,只 有 9 变化 ,其 余 曲线 坐标 不 变 ( 见 图 13. 4)， 


图 13.5 


Ф] 13.6.2 柱 坐 标 (cylindrical coordinates)( 如 图 13. 5) 
Tı =P cos Ф, 
| = sin 9， 
х=], 
其 中 
(o= Vi Fz, 
1 9 一 arctan Z, 
Tı 


(к=, ， 
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0< р «оо, 0< g <2x, 一 ce <z «оо, 

例 13.6.3 球 坐 标 (spherical coordinates)( 如 图 13. 6) 
xı =r sin 0 cos Ф, 

| =r sin 0 sin ф, 
zs =r cos б, 

其 中 

r= JAFAFA, 
9 一 arctan zz/Zi， 


0 一 arctan yti +T /zs， 


0< r <оо, 0< ф<2лх, 


13.6.2 曲线 坐标 系 中 的 基 向 量 及 度量 张 量 


本 卷 规定 :在 论述 与 曲线 坐标 系 有 关 的 问题 时 , 基 向 量 仍 用 
g, 表示 ,而 此 时 仿 射 坐标 系 中 的 基 向 量 则 改 用 g, 表示 ,以 示 区 别 . 
定义 13.6.4 将 (13.2) 式 写成 向 量 形式 , 则 有 
х=х(9 eq"). 


дх 


导数 了 是 一 个 п 维 向 量 ,此 向 量 沿 M 点 & 线 的 切线 方向 ,指向 9 


的 增 信 方向 见 图 13.4 至 图 13. 6) ,并 记 作 g;: 
3x Е 
g = Jg’ 1 一 1] n. 
в, 定义 为 曲线 坐标 系 中 的 协 变 基 向 量 . g, 与 仿 射 坐标 系 中 的 协 变 
ЖШ g, 之 间 有 如 下 的 转换 关系 : 
3x дт 
д’ 99 


其 中 : m= 35 ,Bi = 和 2 为 基 向 量 的 转换 系数 . 人 gj 构成 了 E" 内 M 
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- axa 
а =злут=ЙВ!Ё., g= sr 


点 的 局 部 标 架 ,其 特征 在 于 g, 的 长 度 及 方向 因 M 点 的 位 置 而 变 . 
定义 13.6.5 6 "中 弧 长 微分 平方 定义 为 
ds’ =dx • іх= g; dq'dg' ， 
其 中 g; = g, ° g; 称 为 曲线 坐标 中 的 度量 张 量 的 协 变 分 量 . 正定 
ITERE RE Cea ) 称 为 曲线 坐标 中 的 度量 矩阵 ,其 行列 式 det( g, ) = 
g>0. 以 上 关于 基 和 度量 的 定义 不 过 是 仿 射 坐标 系 中 有 关 定 义 
的 推广 . 
定义 13.6.6 满足 以 下 条 件 
= ай =й 1, isj 
кк © 10, 193 
的 线性 无 关 向 量 组 {8 } 称 为 {8:} 的 逆 变 基 , 逆 变 基 中 的 基 向 量 8 称 
ЭЁ ЗЕ Чр =g e g’ 称 为 曲线 坐标 中 度量 张 量 的 逆 变 分 量 . 
定理 13.6.7 在 协 变 基 与 逆 变 基 之 间 存 在 以 下 3 类 转换 
关系 : 
(1) (65) 50а) Н РЕ, В 0а) = (а). 
(2) 8 一 858 ，8 = g" Bi 
(3) Ж u 在 两 种 基 中 的 分 解 式 为 u 二 wg;.u 一 wg', 其 中 
и Ru 分 别称 为 向 量 的 协 变 分 量 及 逆 变 分 量 , 则 w 与 ui 之 间 
有 以 下 转换 关系 :ui 二 gjw u = дўи. 
定义 13.6.8 若 对 于 任意 指标 i 及 j (天 四 满足 以 下 条 件 : 
Zj =8: ° g; =0, котре р —0. 
则 称 坐 标 系 为 正 交 曲线 坐标 系 (orthogonal curvilinear coordinate 
system). XR$ (g; ) 或 (8 ) 皆 退化 为 对 角 阵 (gs Rg"). 
定义 13.6.9 记 


9 (2) 
hi z | J Í (э). (э) Маз + 
称 为 Lamé( 拉 梅 ) 参 数 (Lamé parameter). 定义 正 交 曲线 坐标 系 中 


的 单位 基 向 量 为 
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8, £: 


еттер (不 按 指标 求 和 ). 


任意 向 量 u 在 正 交 单位 基 向 量 {e;} 上 的 分 解 可 表示 为 
и= Xue: = ùh g’ = ИЕ: 
u, 称 为 u 的 物理 分 量 (physical component). 
物理 分 量 与 协 变 分 量 及 逆 变 分 量 之 间 的 关系 如 下 : 


u;=h;u', «=. 


13.6.3 基 向 量 的 导数 及 Christoffel 符号 


定义 13.6.10 第 二 类 Christoffel( 克 里 斯 托 费 尔 ) 符 号 (Chris- 
toffel's symbol of the second kind) 定 义 为 


E98 ‚у sani А 

T; Эд E “8. 8 “Эла ` дт 
其 中 记 ( =, 
99 


定义 13.6.11 第 一 类 Christoffel 符号 (Christoffel's symbol 
of the first kind) 定 义 为 
dr Pr 
Ta =. ° 8 = gr МЕЛЕ 
定理 13. 6. 12 Christoffel 符号 有 下 列 性 质 : 


1 
D Га = за Га. Tg Egirl Ta = Саал Кары 


gua]. 
(2) 对 指标 的 对 称 性 
Гф=Г, Га=Г. 
(3) 指标 升降 法 则 
Г» = 8al} o Гі =g" a. 
- 329 + 


(4) ГА= (In /g). Ж к= Чет (g). 
定理 13.6.13 任意 曲线 坐标 系 中 的 基 向 量 求 导 公 式 可 表 
示 为 
к= Гу, g =— Гав. 
giui = Г», gu = 8 Tige 


定理 13.6.14 若 w(zr) 为 Y 中 的 向 量 场 , 记 =, ЛЯ 


下 向 量 场 求 导 公式 : 
и. = (и! Hura) в: = Vu'gi, 
и. = (ш. ulh) g = Ҹи, 
其 中 记 
Уш'=ш!,+и*ГА, Уш, = tij ulh. 
Viu' Уи, уи" Ru: 的 绝对 导数 (absolute derivative) sk ИР 
导数 (covariant derivative). 协 变 导 数 与 普通 偏 导 数 的 差别 是 由 于 
曲线 坐标 中 基 向 量 随 空 间 的 点 而 不 断 改 变 长 度 及 方向 . 在 仿 射 坐 
标 系 中 不 存在 这 种 差别 . 
定理 13.6. 15 在 正 交 曲 线 坐 标 系 中 有 以 下 关于 向 量 导数 及 
Christoffel 符号 的 常用 公式 : 
(1) 单位 向 量 求 导 公 式 


е 


-[ l3h  1дһ 


3q' һәй "һә? А; 24 
д 1 дһ 1 аһ 35 1 дА 1 ањ 。 
3 Kan tr hadh 


Lab 
+ не] 


RP h, 为 Lame 参数 ,e; 为 正 交 曲线 坐标 中 的 单位 基 向 量 . 
° 330. 


(2) 单位 基 向 量 导数 的 特殊 性 质 : 


де, 。 13h; 

2 Thog? 2479 hag 

(3) 第 二 类 Christoffel 符号 的 特殊 性 质 : 

三 指标 不 同时 : $=0 (196), }з©ёЁ, А561): 

一 指标 ;Loh pp; lah 

TAR: Piee Tisa 

2 

三 指标 全 同时 ,4 一 下 52 《ij 小 非 求 和 指标 )。 
i oq 

(4) e; Pš — JR ik sÇ 

де, _ r 6, аһ, ;oh ТУР а 

Ган eagje CJ ERIR. 

1гё„дһї ‚дән _ ð; Ih? 

Al 


һәд hi9q h,Əq' 
13.7 ”曲线 坐标 系 中 的 微分 算 子 


isj 非 求 和 指标 . 


rt= 


г; 


] САКЕ 非 求 和 指标 ). 


13.7.1 任意 曲线 坐标 系 中 的 微分 算 子 
V = g э 


а 
grad p= Ур Sig 


div u = V e u = 2 фаг) = L -©®(/ и) (g= MMM), 
9q' Ук 29 
g. g: 8: 
1|9 9 РА 
ет a 9а, 24 = Є" и,./8:, 
и u из 
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其 中 e* 为 Eddington 张 量 ( 见 定义 6. 2. 5)， 


13.7.2 正 交 曲 线 坐标 系 中 的 微分 算 子 
取 单 位 基 向 量 el,e: ,e; ,任意 向 量 w 在 {e} 上 的 分 解 式 为 


и= ше jue, uses, 


HP asuy ts J u 的 物理 分 量 , 则 有 


КЕЕ |= (а) + ga hita) + эу heia |, ›], 
17213 


hie, hoe, hses 


ailea WE д, 10. 
Аз |99 дф дф |” 


Һи huz haus 


vo 1 [2 ЕЗ x). 3 (=+ 36). а (55 = | 
ҺА Әф Һ дф) ag таф 


h, аф h аф 
13.7.3 柱 坐标 中 的 微分 算 子 
如 图 13.7 所 示 , 有 
ху =P COS 9， 
ү sin Ф, 


(аз ==, 
gı =соѕ фе, зіп pez, К = си = 
g: =0(— ѕіп фе, +cos фе). | z=gxa =P, 
gi=@, 
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о, Pole. Wao, 
o, sË 0, зв 0. 
rh=rh=}, rh=-p, 


р 
Diz =T =p, Г = —р, 其 余 为 零 . 
e, =соѕ ре, +sin pe:， 
e, = — ѕіп фе, +-соѕ фе, 


e, =ез. 


向 量 & фе, .е Же, БЕЈ у и, и, si. 


=. T 99. Lap 24 
grad 6 (55:35'55): 


Р 197,238 1 аи 
а 一 ( ) 十 £ + 
уи о P pu p 


1 ди. ди, ди, ди. 19, - 1 ди, 
curl u ( mop 25° 5 дж Өр*”р PL 2 22). 
2, 1аү дфү, 124, дф 
viy EAE дф Ie 


° 333 * 


13.7.4 ЖЕТИЛ ИТ 
如 图 13. 8 所 示 , 有 


Zi 一 r зіп 0 cos 9, 

zz 一 rsin 0 sin Ф, 

23 =r cos 0. 

gı = (sin 0 cos p, sin Ө sin 9,cos 0), 

g: = (r cos 0 cos @, r cos 0 sin ф,— sin 0), 


g,=(—r sin б sin Ф, rsin 0 cos ф,0). 


B=gn=1, hi=ga=r2, ва =r'sin°0, 
98.0, ав. _ 1 д _1 


ðr 20 E Әр т 8°" 
98:1 2 _ дв; _ 
Bi 0 Ti эр 010 8; 
дз _ 1 28: _ 

a r bi 29 一 cotgg:， 


L EPS: = ç 
Эр < r sin Ө cos Ф, —г sin 0 sin ф,0). 


° 334 ° 


1 

3 

‚ Гһь=Гһ=—, 
r 


Г» r, Гіз = сог 0, Г, = —ғ sin°0, T$ sin 0 соз 0, 
Diz =La =r, Гоз = Газ =r зїп°б, 
Im = —r, Газ = Газ = r°sin 0 cos 0, 
эз =—r sin°0, Гуз; = —r°sin 0 cos 0, 其 余 为 零 . 
е, = (sin 0 соз 9,sin б зїп 9,cos 6). 


е, = (cos 0 соз @,cos # sin g, —sin 0), 


e, = (— ѕіп @, cos @,0). 
Ж ие ,е, Же, 上 的 物理 分 量 为 wue Kug 


дф 1дф 1 ə 
grad ф = (22. т 20° 0955): 


д 
r sin 0 


ПРИ ЕЕ ди, 
div u = z Ze u,) + sn Ou) 十 一 一 六 гаад әр’ 


аш) 1 ou, Ls 


1 
curlu ( КО? 2р) Й Әр тат 


r sin 0 


afa _1 ору 1 аф 
去 元 人 20) (+ Тып йз” 


13.8 由 旋 度 及 散 度 确定 的 向 量 场 

由 旋 度 curl u 及 散 度 div u 确定 的 向 量 场 w(x) 可 分 为 4 种 基 
本 类 型 ,各 有 典型 实例 . 
13.8.1 无 旋 场 ( 层 状 场 ) 


无 旋 场 或 层 状 场 (lamellar field) 是 指 满足 以 下 条 件 的 场 : 
div и=р(х) 50. curl и=0. 
335. 


实例 :有 源头 的 无 旋 流动 场 ,有 电荷 分 布 的 静电 场 ,有 热源 分 布 的 
定常 热传导 场 . 

定理 13.8.1 层 状 场 w 有 以 下 3 个 等 值 定义 : 

(1) curl u=0. 


софи dr 二 0 (C 为 任意 封闭 曲线 ). 


(3) u 二 Vp (Ф 为 标量 势 函数 )， 

定理 13.8.2 层 状 场 有 以 下 性 质 ( 见 图 13.9): 

(1) 场 中 任 一 点 的 向 量 线 恒 
与 该 点 的 等 位 面 (p(x) 王 常数 之 
面 ) 正 交 . 

(2) 两 相 邻 等 位 面 间 udr== 常 
数 , 即 u 的 值 与 层 的 间隔 成 反比 . maza 

EE 13.8.3 若 函 数 p(x) 满 
E: DDK C 函数;(2) 当 上 x 上 一 co 时 ,存在 有 限 值 A R 0<А< 
1,1 12701 <А. 则 Poisson J # V 2 e= р(х) EARS lB] I8 


的 基本 解 为 p(x) 一 一 I Dag, ДР E= G&9.D = 


lx—ël (== 8 + (у р? + (= V 是 包括 无 限 
远 空 间 的 积分 域 . 

定理 13.8.4 若 p(x) 满 足 定理 13. 8. 3 中 的 条 件 , 层 状 场 方 
F div и= р(х), curl u=0 在 无 限 空间 内 的 积分 为 


kS L grad | ауф = f È аус. 
т Vo: 4n ўуз» p 


13.8.2 无 源 场 (管状 场 ) 
无 源 场 或 管状 场 (solenoidal field) 是 指 满足 以 下 条 件 的 场 : 


div и=0, curl и= 050. 
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实例 : 无 源头 有 旋涡 分 布 的 流动 场 , 电 流通 过 引起 导体 内 的 
静 磁场 . 

定理 13. 8.5 管状 场 有 以 下 3 个 等 值 定义 : 

(1) div u=0; 


(2) фи ,dS = 0 (S 为 任意 封闭 曲面 ); 


G) u=curl w (YW 为 向 量 势 函数 ). 
定理 13.8.6 管状 场 有 以 下 性 质 : 
(1) 任 一 向 量 线 围 成 之 管状 面 称 为 向 量 管 或 流 管 (stream 
tube). 流 管 中 任 何 截面 上 的 通 量 保持 不 变 ( 见 图 13. 10): 
Q=| uds= | и> dS = const, 


v 


Si 


图 13.10 图 13.11 


(2) 向 量 势 函数 w 0 w = УА, FE u= curl(AVA) = 
VxXV4, 其 中 x) 二 Ci, X(x)=C, 表示 二 组 曲面 群 , 称 为 流 面 
(stream surface), u 则 沿 二 组 流 面 群 的 交 线 的 切线 方向 ( 见 
13.11). 

(3) 对 于 任何 物理 量 更 (向量 或 张 量 ) 有 以 下 关系 : 


div uQ y) =u: Vy 或 [„е#5 = |, u + V ydV, 


其 中 @ 为 张 量 积 ( 见 定义 14. 2. 8). 
(4) 对 于 向 量 w, 有 Poisson 恒等式 : 
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| (45. uu — 4učdS)= | сшїшхи dV. 

ду v 

(5) 对 于 任何 向 量 w, 有 Lamb-Thomson 恒等式 

Lf wav fas- (Ber uu sr) | r» curl uxu dv. 


推论 13.8.7 管状 场 中 的 向 量 管 不 可 能 在 场 内 发 端 或 终止 ， 
只 有 以 下 3 种 可 能 : 

(1) 向 量 管 为 封闭 管 . 

(2) 向 量 管 的 端点 位 于 场 的 边界 上 . 

(3) 延伸 至 无 限 远 (在 无 界 场 情况 ). 

定理 13.8.8 若 向 量 函 数 @(x) 满 足 定理 13. 8.3 中 p(x) 应 
满足 的 条 件 , 则 向 量 形式 的 Poisson EV’ y=-0 VERRE 


间 内 的 基本 解 为 V(x) 二 Ef Lav дф & ЖУ. 的 定 


义 见 定理 13. 8. 3. 

定理 13.8.9 若 向 量 函数 w(x) 满 足 :(1)div o=0; (DRE 
限 个 面 上 以 外 ,@(x) 为 C' 函数 ;(3) 在 这 些 有 限 面 上 ,@o 的 法 线 分 
Жо, 连续 , 仅 其 切线 分 量 w 可 以 不 连续 ;(4) 当 | x || 一 时， 
w(x) 满 足 定理 13. 8.3 中 p(x) 应 满足 的 条 件 . 则 管状 场 方程 
div u=0, curl u 二 w(x) 在 div y=0 条 件 下 ,在 无 限 空间 中 的 积分 
为 :u(x)= 二 curl у, 8 


ы. о(ё) _ 去 | охг 
u(x) = Tat"! Ë == dV (ë) = Tlu F dV(§), 


r 
其 中 水 为 定理 13. 8. 8 中 向 量 形式 Poisson 方程 的 基本 解 ， 

Ж 条 件 div w=0 并 不 影响 解 的 普遍 性 . 若 有 一 向 量 y (x) 
{# u= curl y, {Н div 和 天 0, 则 可 令 w= w, + тай 各, 适当 选取 内 
可 使 w=curl y 及 div y=0 都 得 到 满足 . 


13.8.3 Laplace 场 


Laplace 场 是 指 满足 以 下 条 件 的 场 : 
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div u=0, curl и=0. 

实例 :不 可 压缩 流体 的 无 旋 运 动 , 无 电荷 的 静电 场 , 电 流 流动 
引起 导体 外 侧 的 定常 磁场 ,平衡 状态 的 热传导 场 ,万 有 引力 场 等 . 
若 取 u= grad 9, 则 Laplace 场 方程 等 价 于 Laplace 方程 :VY *р=0. 
满足 Laplace 方程 的 С? 函数 称 为 调和 函数 (harmonic function). 

定理 13. 8. 10 ”调和 函数 有 以 下 基本 性 质 ， 

(1) 在 V 内 的 调和 函数 o 可 用 边界 9V 上 函数 值 及 法 向 导数 
表示 为 


ф(х) = I [° 2 ( 1 ) 1 52 Jas. 


4r JavL дп\т r дп 
(2) 在 V 内 的 调和 函数 9 在 边界 9V 上 的 法 向 导数 满足 以 下 
条 件 : 


| 22 ds =o. 


ay дп 
(3) 任意 两 个 在 Y 内 的 调和 函数 o 及 y 在 边界 9V 上 满足 以 
下 积分 关系 : 


3 ds = | аф 
Ф ən aS av 4 an 35. 


(4) #У 内 的 调和 函数 p 在 边界 9V БАА e= c= const, 
则 在 V 内 每 一 点 有 9 一 <. 

(5) 若 p 在 V 的 边界 9V 上 有 定 值 , 则 Laplace 方程 ?9 一 0 
在 V 内 有 惟一 解 . 


(6) Ж е E V 内 的 调和 函数 且 在 边界 9V 上 处 处 有 32 一 0, 则 


# V 内 每 一 点 有 V=const. 
(7) Ë p 及 p 为 Laplace 方 程 在 V 内 的 两 个 解 , 且 它们 在 边 
ROV 上 的 法 向 导数 取 相同 值 , 则 p 与 p 仅 差 一 常数 . 
定义 13.8.11 Neumann 问题 (Neumann problem) 是 求 一 
向 量 函 数 u(x) ,使 在 V 内 满足 Laplace 场 方程 : 
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div u=0, curl u=0, 
且 在 边界 9V 上 满足 条 件 
u,= f(x), 在 29V k. 
Ж 此 问题 等 价 于 wu= grad p, M p#V AWE Laplace F 


EV ?p=0, 在 边界 9V 上 满足 32 = ул). 


定义 13.8.12 Neumann 问题 的 Green 函数 (Green func- 
tion) 定义 为 


H= E+E, 


其 中 :(1) х= (х,у, 2),6= (6,0,0); (2) А(х, E V N E 8 Š H 
调和 函数 ; (3) r= || x 一 6 上;(4) 日 在 9V 上 的 法 向 导数 为 常数 . 
定理 13. 8. 13 Neumann 问题 的 解 可 表 为 


ио) = È grad | Bebro, 
其 中 有 C(x, 和 为 Green ЩЙ, (ӘУ EM un. 
13.8.4 一 般 场 


般 场 :div и=р(х), curl и=@(х). 

实例 :可 压缩 性 粘性 流体 的 流动 ,一 般 电 磁场 ,弹性 体内 的 应 
力 场 等 . 

定理 13. 8.14 若 V 可 分 解 为 有 限 个 分 区 ,每 个 分 区 内 函数 
0 (x) w(x) 均 为 C' 函数 ;又 若 函 数 wxCx) 在 V 内 处 处 连续 ,其 导 
数 仅 在 有 限 个 面 上 不 连续 , 则 一 般 场 方程 


div ш=р(х), curl u=@(x). 
对 于 给 定 边 界 条 件 
u,= f(x), 
在 9V 上 有 惟一 解 . 


定理 13. 8.15 若 一 般 场 方程 div==p(x),curl u=@(x)#E 
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定 边界 条 件 uw 三 了 (x) 下 存在 解 , 则 p(x) ,w(x) 及 f(x) 需 满足 以 下 
条 件 : 
divo=0, [ойу =|, fas. 

定理 13.8.16 车 p(x) 及 w(x) 满足 定理 13. 8. 14 所 规定 的 

条 件 , 且 p(x) 及 w(x) 在 无 限 空间 中 各 点 均 适 合 不 等 式 
ох | *|<кК, lø || х|?*|<кК, 
其 中 о<А4<1,К 为 有 限 数 , 则 在 无 限 空间 中 一 般 场 方程 
div и=р(х) ,curl u 二 w(x) 有 惟一 解 如 下 : 
u(x)=grad 9 十 curl y, 


其 中 


-1f ¿> 
gw = 一 二 j ау), 


r 


_1[ ө) 
va) = 去 |。 eD дук). 


т 
由 此 可 知 ,在 无 限 空间 中 的 任意 向 量 场 可 分 解 为 层 状 场 及 管状 场 
之 和 (Helmholtz( 交 姆 霍 效 ) 分 解法 ). 

解 u(x) 二 grad 9 十 curl у 的 最 终 形式 为 


u(x) 去 | егар 关 rdv(6). 
定理 13. 8.17 若 除 有 限 个 面 外 ,函数 p(x) 及 w(x) 在 内 为 
C 函数 , 则 一 般 场 问题 
div и=р(х), curlu=@(x), 在 V 内 ， 
u,= f(x), 在 9V 上 满足 条 件 


| fds= | рау, div o = 0 
av V 


下 的 解 为 
u(x) = grad 9 十 curl w + grad у, 
其 中 
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= е) 3 
ф(х) = -4j S POVE (在 V 外 p =0)， 


уо = 去 f е 
(在 V 外 取向 量 场 w(x) 使 w 在 9V 上 连续 , 且 在 无 限 远 处 满足 
[өх 12 |< А, |x] 一 so,A,A 之 含义 见 定理 13. 8. 3). 
xco = 二 [ ADEE, 
其 中 
РФ) = fE — 52 — curly, 


Н(х,ё) 为 Green 函数 . 
Ж ”有限 边界 的 一 般 场 的 解 表明 :这 类 场 可 分 解 为 无 限 空间 
的 层 状 场 ,无 限 空间 的 管状 场 及 有 限 空间 的 Laplace 场 三 者 之 和 . 


13.9 不 平稳 场 


13.9.1 标量 场 及 向 量 场 中 的 全 微分 


不 平稳 场 主要 是 研讨 标量 场 函数 P(zi,zs,zs,i) 及 向 量 场 函 
数 ибх ,zz ,zs,t) 的 时 间 微 分 (对 z 的 微分 ) 及 空间 积分 下 的 时 间 
微分 问题 . 由 于 zV, z; zs 也 是 随 上 而 变 的 (背景 来 自 连 续 体 的 不 
定常 运动 ,电磁 波 的 传播 等 ), 因 此 用 场 速度 (field velocity)o 反映 
这 种 变化 : 
了 一 Ziel 十 zzbz 十 zaes， 


其 中 之 二 各 ,表示 场 速度 的 分 量 ,于 是 有 以 下 的 全 微分 公式 ， 


dp 9 
о. grad Ф, Hoyu div v. 
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13.9.2 标量 场 及 向 量 场 中 的 积分 公式 


4 INP 
ife av = | ($ +e div v Jav, 


对 于 非 封闭 可 变 面 $, 有 以 下 积分 公式 : 


4 -[[#-в. Л], 
КТ, sundS = [ч (u Votudivo | п 15, 


其 中 | aS и 在 S 面 上 的 通 量 . 


13.9.3 关于 向 量 线 及 向 量 管 保持 不 变 的 定理 


定理 13.9.1 向 量 w 的 向 量 线 及 向 量 管 强度 保持 不 变 的 充 
要 条 件 是 等 式 


du eu. Б 
qr (и + V )v +u div o =0 


在 所 讨论 的 全 部 区 域 及 任何 时 间 上 时 均 能 成 立 
定理 13.9.2 向 量 w 的 向 量 线 保持 不 变 的 充 要 条 件 是 等 式 
t= ‚у ye |xu=0 
t 


在 所 讨论 的 全 部 区 域 及 任何 时 间 上 时 均 能 成 立 . 
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14 张 量 分 析 基 础 


14.1 引言 


张 量 分 析 的 发 展 自从 Rici ар) Т 1887—1896 年 的 工作 发 
表 以 来 ,已 有 一 百 余年 的 历史 . 张 量 理论 的 早期 发 展 是 和 理论 物理 
及 连续 介质 力学 密切 相关 的 ,甚至 张 量 (tensor) 这 个 名 词 就 来 源 
于 弹性 理论 的 研究 . Einstein 的 广义 相对 论 曾 借助 于 张 量 分 析 这 
一 有 力 工具 . 张 量 分 析 百 年 来 取得 的 成 就 表明 :这 一 数学 分 支 和 理 
论 物 理 、 微 分 几何 .连续 介质 力学 及 现代 分 析 力学 等 学 科 一 直 是 在 
互相 渗透 .互相 促进 中 成 长 起 来 的 . 

对 于 相 邻 学 科 而 言 , 张 量 既是 一 种 数学 表达 工具 ,又 是 研究 方 
法 中 不 可 分 割 的 组 成 部 分 . 作为 数学 表达 工具 , 张 量 分 析 提 供 了 与 
坐标 系 选择 无 关 的 某 些 量 (物理 量 或 几何 量 ) 的 不 变性 记 法 ,向 量 
分 析 不 过 是 张 量 分 析 的 特殊 情形 . 一 个 物理 方程 当 用 不 同 坐标 系 
表达 时 ,就 有 完全 不 同 的 表达 形式 ,这 就 往往 掩盖 了 方程 的 物理 实 
质 , 因 为 任何 物理 过 程 作为 客观 规律 应 与 人 们 采用 的 坐标 系 无 关 . 
因 张 量 分 析 提供 的 与 坐标 系 选 择 无 关 的 不 变性 记 法 有 利于 人 们 对 
物理 过 程 给 以 清晰 ,简明 的 数学 表达 ,从 而 易于 认识 其 内 在 实质 . 
作为 研究 方法 ,人 们 用 这 种 简洁 的 张 量 记号 及 张 量 运算 法 则 (包括 
代数 的 和 分 析 的 运算 ) 可 以 对 问题 的 物理 本 质 或 几何 本 质 进 行 深 
人 的 理论 探讨 ,而 这 是 用 繁复 的 标量 表示 方法 难以 做 到 的 ,甚至 是 
不 可 能 的 . 正 因 如 此 ,最 近 20 年 来 在 连续 介质 力学 及 现代 分 析 力 
学 中 广泛 运用 张 量 分 析 已 成 为 不 可 阻挡 的 潮流 . 
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张 量 分 析 大 体 上 可 分 为 古典 理论 和 现代 理论 . 古典 理论 建立 
在 向 量 空间 或 欧 氏 空间 的 基础 上 ,现代 理论 则 需 借助 于 流 形 概念 . 
由 于 篇 幅 限 制 ,本 章 所 述 张 量 分 析 仅 限于 古典 理论 ,但 和 传统 的 张 
量 古 典 理论 在 表述 上 的 不 同 之 处 在 于 用 现代 观点 处 理 理论 体系 ， 
这 主要 指 在 多 重 线性 函数 的 基础 上 建立 张 量 概念 .普遍 使 用 不 带 
指标 的 抽象 记 法 、 置 换 、 外 代数 的 普遍 使 用 等 等 . 这 样 就 可 将 张 量 
理论 建立 在 一 个 完善 的 逻辑 体系 中 ,避免 了 传统 观点 所 固有 的 缺 
点 ,诸如 “指标 过 多 时 显得 累 歼 ,在 逻辑 上 有 许多 不 透彻 之 处 ,而 且 
每 一 步 ,严格 地 说 ,都 应 有 繁琐 的 不 变性 证 明 ” 5 


14.2 张 量 与 张 量 空间 


定义 14.2.1 BIA n EAEE, v’: —R E ЕЗ 

函数 . 若 Vu,mET+ 及 Va,6ER 有 
v'(au+ßv )=av (十 Bo ` (0). 

По ` 是 * 上 的 线性 函数 (linear function from Y to R). 

EX 14.2.2 设 全 是 4 上 全 体 线性 函数 的 集合 ,在 t` 内 定 
义 加 法 及 数 乘 运算 如 下 : 

(1) 加 法 :(o ' 十 wu* )(v)=v '(o)+u (o), 

(2) ЖЕ: (Ар `)v )=kv ` w). 

容易 验证 ,(v “十 u* )(v) 及 (hv “)(v) 也 是 * 上 的 线性 函 
数 . 所 以 Y "关于 上 述 加 法 及 数 乘 运 算 组 成 *+ 上 的 线性 空间 , 称 为 
+ 的 对 偶 空间 (dual space). 记号 o“ (o ) to ` 在 v 上 的 取 值 ,又 可 
Ew’ ,op ), 称 为 向 量 v' 与 v 的 标 积 (scalar product) ,可 视 为 一 
种 映射 ( ,):Y* XVR. 

Ж 14.2.3 ”对偶 空间 í` 与 原 空间 Y 维 数 相同 . 

定理 14.2.4 在 中 存在 惟一 的 一 组 基 {Y',…,Y"} 使 得 对 
于 中 的 基 {g1,…,g,} 而 言 ,以 下 关系 成 立 : 
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(7Y 8 一 97. 
满足 以 上 条 件 的 基 {Y2} 称 为 {8,} 的 对 偶 基 (dual basis). 
Ж (1) 对 偶 基 {Y"} 不 应 与 逆 变 基 {8?} 相 混淆 ,前 者 属于 空 
间 人 ,后 者 则 与 18,} 属 于 同一 空间 + . 仅 在 内 积 空间 中 ,由 于 Y° 
与 了 同 构 , 标 积 可 用 内 积 代替 ,对 偶 基 可 用 逆 变 基 代 替 , 即 
v` (и) = (0 ` ,u)=>v (u)=v *u, 
(Yi, g:)=0i =g) • g =ó. 
(2) v“ 与 v 的 标 积 可 用 各 自 的 分 量 表示 如 下 : 
(o o)=(uY',uig,)=uul(Y',g )=uulbi=u;:. 
令 v' =y WE 
(Yv) =0', (VV sgj) =0;, 
它们 都 是 内 积 空间 中 有 关 结 论 的 推广 . 
定义 14.2.5 设 v1,…,v, 为 Y' 中 之 向 量 ,v',…,v Т 
之 向 量 , 若 映射 O: 
Y° X... X f`` ХЕХ X Y—R 
к жа 
是 偏 线性 的 , 即 满足 条 件 
А) 
=аф(0!,---,0', 007,00) 
+ВФ(о!,--- р, M E ,), 
DV ,sd 7,0,5, ;BV ,0,) 


К) 


HEO ev v ро, ,), 

则 称 O H r + s 重 线性 函数 (multilinear function) ‚Ёк Ø X (r.s) 

型 张 量 . 空间 / 与 了 的 重 数 总 和 r 十 * KAKE Ф 的 阶 数 (rank)， 

r 称 为 张 量 @ К) ЖЕ (соп!гауагїапї rank),s 称 为 张 量 @ 的 

协 变 阶 数 (covariant rank). 特别 是 , 称 (r,0) 型 张 量 为 r 阶 逆 变 张 

量 , 称 (0,*) 型 张 量 为 s 阶 协 变 张 量 . 当 20.5220 时 , (r,s) 型 张 量 
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称 为 r 十 s 阶 混合 张 量 . 
Ж ”对 于 内 积 空间 ,Y' 与 + 无 需 区 分 ,此 时 张 量 的 定义 简化 
为 映射 :YY X: X f —R ,(6,,' ,) о Ф(о з, 0.) O rh Br 
езе с; 


"қ 
820 , 皆 为 同一 空间 * 中 之 向 量 . 

定义 14. 2.6 r 十 s 阶 张 量 在 基 向 量 上 的 取 值 称 为 该 张 量 的 

分 量 (components of a tensor) ,并 记 作 
$" = BY Иов). 

由 于 指标 各, 都 应 取 1,…,n 中 的 任 一 值 , 故 r 十 ; 阶 张 量 共 
Япо. 特例 :一 阶 张 量 ( 向 量 ) 及 个 分 量 ,二 阶 张 量 有 n° 
个 分 量 . 

定理 14.2.7 设 史 和 是 任意 r 十 s 阶 同类 型 张 量 , 若 称 在 
任何 基 向 量 上 的 取 值 均 为 零 的 张 量 为 零 张 量 (zero tensor) 并 记 作 
0, 并 定义 以 下 的 张 量 加 法 和 数 乘法 则 : Yv esv ЄЗ” Di， 
€ YK авн: 

(B+PV ,0 01 0) 

BV ev 0 (o V1 ), 

(аф) (vs V1)=aDV ,0 10,). 

则 全 体 r+ s 阶 张 量 构成 一 个 ~ 十 * 维 向 量 空间 , 称 为 r 十 s 阶 张 量 
空间 (tensor space) , 记 作 区 (YY ) , 协 变型 张 量 空间 记 作 9,(f ) 8 
变型 张 量 空间 记 作 TO). 

定义 14.2.8 ETOM I OODI r MAER s 阶 协 变 
张 量 空间 ,定义 映射 

PIKI =T FY; (DD Әу. 
满足 以 下 条 件 : 
OQ, ev V1) DV ,0 ) PV, 0 ,), 
Vol, eso €t',o i. EY, 
Q= OOO # Ж O H W ЖЯ tensor product), È Æ (r,s) SJ 
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混合 张 量 . 
推论 14.2.9 任意 两 个 不 同类 型 的 张 量 都 可 取 张 量 积 . 若 
BET2(Y),WEI'(Y), 则 张 量 积 定义 为 : Yo's esv’ t EN, 
тз, otsEY ,有 
С О) 
=Ф(0', р, оо) Ср р ралоо). 
两 张 量 之 乘积 产生 以 下 映射 ; 
©@:2 (Уух (СУ)->2 СУ). 
推论 14.2. 10 张 量 积 可 推广 至 任意 多 个 张 量 : 
Ө: (V) ХХ) ат, 
Вр 
DQO, (0, орууну) 
=@, (o! СИ E EELE 0 )… 
| 
推论 14.2. 11 在 每 个 张 量 Ф, 都 是 向 量 (一 阶 张 量 ) 的 情况 
下 ,多 重 张 量 积 v1@…@v,@v'@…@v' 是 r 十 s 阶 张 量 ,并 有 
vQ Qu, QoQ Qu Wd ) 
=(u',o у) .o,.)(ol.u yo (9'.u,). 
具有 多 个 向 量 (不 一 定 线性 无 关 ) 的 张 量 积 称 为 简单 张 量 (simple 
tensor). 
定理 14.2.12 Elg) АУ) 1 K t° 中 的 基 , 则 简单 张 量 
(а, 9-98, O OOY ii jonoj =l, n 
性 无 关 组 ,91(Y ) 中 的 任何 张 量 Ф EJ n] бл 29 
D=" j8 De, Әу QY, 
其 中 g, Qg, Оу-у HIR I, O ) 中 的 一 组 基 , 称 为 乘 
积 基 (product basis). 乘积 基 共 有 nn”: 个 简单 张 量 , 故 7:07 ) 是 
п HE e 2 [н]. 
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Ж 由 于 内 积 空间 中 每 一 向 量 可 以 任 选 协 变 基 或 逆 变 基 进 
行 分 解 , 故 内 积 空间 中 乘积 基 形 式 不 惟一 ,同一 张 量 也 有 不 同形 
式 , 如 

Ф=Ф" к ,®--©в,. 
Ф=Ф,„..,„&”@+-@в”. 
Ф=Ф' E 0-0, 8" 9-Е". 

张 量 举例 : 

(1) 应 变 张 量 (strain tensor)e=e e Qei у 2 ИКЕ .є, 
应 变 张 量 分 量 . 

(2) 弹性 张 量 (elasticity tensor) Е= Е ше Qei ее! 
四 阶 张 量 ,Ew 为 弹性 张 量 分 量 . 

(3) Eddington ЖЕ £= “g Qg; Qr HINKE. 

(4) 度量 张 量 (metric tensor) I=zg;g'@g' =g: Qg = 
gg в, ИКЕ. 

EE 14.2.13 设 有 一 组 协 变 基 {g;)、 对 偶 基 {7') 及 另 一 组 
协 变 基 18; 八 对 偶 基 {Y” } ,它们 之 间 有 以 下 转换 关系 : 

. gi=Bigr, 8 一 ciy 
(在 内 积 空间 中 ,一 BY =g ) ,其 中 心 ' 及 B; 为 转换 系数 . tE 
何 张 量 b€ 2: (t ) 在 两 种 基 上 的 表达 式 为 : 
ФФ", (УУТ ОВ ов) 


ЛЕНЕТ ТАХ 
于 是 在 两 种 基 上 的 转换 关系 为 
CA |. 

古典 张 量 理论 即 以 上 式 作 为 张 量 定义 ,可 用 以 检验 某 一 组 含 
指标 的 有 序 量 是 否 为 张 量 分 量 . 

例 14.2.14 度量 张 量 分 量 gj; 或 g” 满 足以 下 变换 关系 : 

во Вау в ВВ; g", 
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故 度量 张 量 分 量 构成 二 阶 张 量 , 记 作 I: 
1= 6,8 ‘Og’=g"g Ogj. 
4] 14. 2.15 Christoffel 符号 T$ 及 TT 不 是 张 量 分 量 ,因由 
定义 
Ty=gij +g  Га=Е ш *Ё& 
п ГУ, 3818825. D. ABLBLBET 它们 都 不 满足 张 量 分 
量 的 转换 关系 . 


14.3 Жақ 


14.3.1 缩 并 与 标 积 


EX 14.3.1 设 一 简单 张 量 @EII(Y) 具 有 以 下 形式 : 
=v: 9 Qu. Qu O Qv: 
ЖЕ.) FERS CIO ) 

>I (YY) 使 得 
С;ф=‹(о/,т,)® G+: GQ, рю... о, Әюб). 
vu А 
对 于 所 有 简单 张 量 成 立 , 则 称 映射 C ;为 对 指标 i,j 的 缩 并 (con- 
traction). 为 简明 计 , 上 式 右 端的 张 量 积 常 简 记 为 
®\@+®,°@®,@о!@-+—+0/--@о'. 
IEE 0,378 РЕШЕ ЕЕ. 
定理 14.3.2 满足 定义 14. 2. 2 的 缩 并 映射 存在 且 惟 一 . 
定理 14.3.3 Ж ФЄ7 (1) 0.5) КШ. Ш Cio 在 任何 
对 偶 基 {8g,},{Y“} 上 的 分 量 为 
СС' ФАА = А. 
ЖХ 14.3.4 设 简单 张 量 ФЄ7;)АЖИТЈЕ: 
Ф-о.9--.ъо, Ою ©», 
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定义 全 缩 并 (compliete contraction) 为 连续 r 次 缩 并 
С=СГ"!С;?--С?”:;: Сф= (р!,о) (о? ,0.) (0 ,V0,), 
故 全 缩 并 结果 为 一 标量 . 

Ш.Ж p= Oz QOO ERCO ), 则 有 
Ci@=8", (gi,7')(g ,Og')=8" g ;OY', 
СФф=СіС:Ф=Ф” „(е,.,7*')‹е,,7!)=Ф” ,. 

定义 14.3.5 设 有 两 张 量 
Ф=Ф*”* 89-98, Әу OOY" EF), 
更 一 更 QQg У-У: € (f). 

定义 张 量 积 @ @ 炎 的 全 缩 并 为 以 下 运算 : 
C=C} С; Ch С; , 


于 是 有 

СФО Ч) = Філ", 
KER @ @ 理 的 全 缩 并 又 称 为 加 与 y IERIE: Ҹу) =С(Ф 
@Ф). 


14.3.2 内 积 空间 中 的 缩 并 与 点 乘 


14. 3. 1 节 所 述 任意 空间 中 的 张 量 缩 并 原则 上 也 适用 于 内 积 
空间 ,只 需 将 对 偶 基 {7'} 改 为 逆 变 基 {g') ,将 标 积 (,) 改 为 点 乘 
( )。( ) 即 可 . 但 因 内 积 空间 中 的 对 偶 空间 与 原 空 间 У 8] 
构 , 只 有 如 下 形式 之 张 量 : 

@=@(o ,v0,), 
缩 并 则 规定 为 可 在 Ф 所 含 任意 两 向 量 中 进行 ,如 
Cup (u @---@и,@---@и,@++-@и,„) 
= (ui + и) (nO DD Du DDu, ). 
而 在 一 般 空 间 中 ,只 能 在 互 为 对 偶 的 一 对 向 量 间 进 行 缩 并 . 此 外 ， 
内 积 空间 中 还 有 一 些 特 殊 缩 并 运算 . 
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定义 14.3.6 BOET, (I), WETS), W b fl W ежа 
(e-dot product) (e 为 自然 数 三 min(r,s)) 定 义 为 


Ф( jy=C. CD OP). 


4 e=1 时 简称 点 乘 :0 .w=@( 1). 
当 e=2 时 ,简称 双 点 乘 :@: = o [ ° )w. 


例 设 有 
D=0 "gg ,Og Og УУ „к "Ов" Og 
则 有 


o(? y-o: y 


=Y pre (gt * 8’) (в: gg 98,98 в 
=0 "Y ug :Og Qg Bg. 
EX 14.3.7 当 ®,WEI,(Y),@ 和 殉 的 e- 点 乘 称 为 它们 的 
全 点 乘 , 记 作 i 
Ф©Ф=С(‹Ф QY). 


14.3.3 置换 .对 称 化 与 反 称 化 


EX 14.3.8 1#(1<<р,ф<г,рзёд).,, КЕФ 关于 第 p 和 
第 9 变量 为 对 称 (symmetric) , 若 
(本 
r 3k Ф 关于 第 和 第 g 变量 为 反 称 (skew symmetric) , 若 
DV Vp V0) = — DV оз роо). 
VOLVER 
且 以 上 两 式 对 于 所 有 变量 均 成 立 , 则 称 Ф 为 对 称 张 量 或 反 称 张 量 . 
定义 14.3.9 若 @EI,(Y) 且 oo 是 (1,…,r} 的 某 种 排列 ,以 下 
+352. 


ШЕЙ Т..7,07)-7,07),Ф ТФ. 

TØ (0,0,0) =Ø 09.0). Vos, Et 
称 映射 T, 为 置换 算 子 (transpose operator). 

Ж #o 表示 由 {1,…,r} 习 {ol1),… ,ol7)}) 的 一 个 排列 , 则 
任何 这 种 排列 都 是 二 元 素 的 交换 排列 的 乘积 .因此 > 元 置换 的 全 
体 构成 一 个 群 , 称 为 元 置换 群 (transpose group of r elements), 
Е, ,或 简 记 为 3. 置换 中 的 逆序 数 N (o) 为 奇数 时 称 为 奇 置换 ; 
М‹а) 为 偶数 时 称 为 偶 置换 ,可 用 以 下 记号 表达 : 

+1, “是 偶 置 换 ， 
1-1, “是 奇 置换 . 

EX 14.3.10 定义 * 中 的 两 种 线性 变换 SAI CI) 

由 下 列 公式 来 表达 : 


1 
СУФ) ооо) у Deo эон) = Are. 


r 


sgn 0 一 (一 1)> = 


(HOB)(v1,%,0,) = д зеп Oan Uan) 


= 2 У) sgn Т.Ф. 


求 和 应 遍及 一 切 e€ X, + ⁄ K .4 分 别称 为 对 称 化 映射 (symmetri- 
zing mapping)( 算 子 ) 及 反 称 化 映射 (alternating mapping ) 
( 算 子 ). 

对 称 化 算 子 及 反 称 化 算 子 的 另 一 种 表达 形式 为 


1 hei) 
УФ = TTO = Фор @ Qg 
1 Гуз, 
4 O = д зеп TO = Ф706, О Og. 
其 中 
фео = До" ‚ фаз = д зп фи 
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例 1 Ü B= Bg. Qg; MJ Ў 
7B 一 六 (BY 十 BBCE 


и В=-у(В* —B*)g Әв. 
912 W S=S ag Qg Qg MJ 
#S=Suog' Qg Qg 
46 = Sung' Qg Bg 
Siw = 05а 5а +5 +8 +55 +54), 


Sun = 105 +5 + Su 53—54 Sa). 


定理 14.3. 11 J 与 有 以 下 性 质 : 2 

(1) AIR УНЬ, В L = 2, # = 

(2) AT, K 9, Cr) 分 别 构成 反 称 子 空间 4A 及 对称 子 空间 
X, A 与 仅 有 零 空 间 是 共同 的 . 

(3) HENX Фф = 中 时 ,一 为 反 称 张 量 ; 当 且 仅 当 Y@ = Ф 
В.Ф 为 对 称 张 量 . 


14.3.4 外 形式 与 外 积 


定义 14.3. 12 > 阶 反 称 张 量 又 称 为 > 阶 外 形式 (exterior form), 
简称 ~- 形 式 , 全 体 ~- 形 式 是 了 .(Y ) 的 一 个 子 空间 , 记 作 A.C). 
EX 14.3.13 设 有 两 个 外 形式 空间 A, OOM Л, (У), B 
ФЄЛ,.УЄЛ,, ДЕХ Ф Уу Y ЮМ (ехгегіог product) 为 
Фл т= СЕ! OQ. 
由 上 述 定义 可 知 Ф A УЕ (в.о) 上 的 值 为 
ФЛ шв...) = 27 (епо) Фвр ge) 


P(g annt R о). 
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记号 > 表示 按 所 有 十 s 个 序号 的 排列 求 和 , 但 需 保持 
od) 一 …<clr) 及 or 十 1) < ++ < olr s). 

定理 14.3.14 对 于 DEA,(Y), WEA,(1), ӨЄЛ,(?),Ж 
以 下 外 积 性 质 : 

(1) ФЛФ=4ФЛ\Ф=Ф A YY; 

(2) 人 为 双 线性 映射 ; 

(3) Ф Aw=(—1)"w ЛФ; 

(4) ФЛОРЛӨ)=(Ф Ap) ЛӨ. 


! 
推论 14.3.15 @ AmA o= TETEN 0 O80 


推论 14.3.16 ЖЕТ O, 都 是 1- 形 式 , 即 向 量 , 则 诸 向 量 
шуи, 的 外 积 ul Ле Au, 称 为 简单 外 形式 , 它 在 0',…,v'*E 
Y “上 的 值 是 

|w?) ++ шур) 

u Ae Ли, Со, Jal 

ep》 + (u0) 

推论 14.3.17 uAv =u Qv —v Qu. 

由 此 导出 w 人 wu 一 0. 进而 可 知 简单 外 形式 g; A Ле, 仅 当 
iir 互 不 相同 时 不 为 零 . 4 r>n 时 ,指标 їз. 必 有 重复 
者 ,相应 的 外 形式 必 为 零 . 

定理 14.3.18 # r>n=dim У, A, = (0); П о 


nn, 则 有 dim A, G = (7) панын 


定理 14. 3. 19 >- 形式 空间 4,(Y ) 可 由 协 变 基 {8g,} 构 成 其 一 
组 基 {g; Л Ag | С ,也 可 由 对 偶 基 {Y} 构 成 其 一 组 基 
{т Ле ЛҮ | <<). ftd ФЄ Л, СУ ) 在 这 类 基 上 的 表达 式 为 


o= У) pig, A Ag, 
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或 
Ф= кз, Ф, ЛУ 
Eh pii A „ж Фф 的 逆 变 及 协 变 严 格 分 量 (restricted 


к чы 
推论 14.3. 20 任何 @EA4A,(Y) 可 表示 为 
Ф=Ф „у! Л ЛУ" =ау! A Л 
或 
Ф=Ф' 8 人 人 8 一 88 Ao Ag. 
此 时 中 仅 有 惟一 的 严格 分 量 a 或 8. 
EX 14.3.21 对 于 WEA,(Y) 及 WEA,(Y), 定 义 两 张 量 名 
及 于 的 外 全 点 积 (exterior complete dot product) 为 


Фот Ф OY. 


Е ЖОНИ СУ УТ 


例如 ,Ca Л Ла) Осо Л Лю.) = 


u eo, с и 0, | 


外 全 点 积 和 全 点 积 一 样 ,都 只 适用 于 内 积 空间 . 
14.3.5 广义 Kronecker 符号 ,Ricci 符号 ,矩阵 的 行列 式 


EX 14.3.22 定义 以 下 表达 式 
òp ... СИ 
а= i i | = Dy sgn дй," 
8k с бу Єз, 
为 > 阶 广义 Kronecker 符号 (generalized Kronecker дека), 其 中 
I<r<n. 
定理 14.3.23 r 阶 广义 Kronecker 符号 的 值 是 
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0, Жое) oe jA EATR. 

0, 0 О јоха EE, 
x ГИР jh 

27” |запо, 0С О, 

Вау (ој 
о(јь) =, k=l e, r. 
推论 14. 3.24 由 广义 Kronecker 符号 的 定义 及 性 质 可 导出 
一 系列 重要 公式 ， 

Boat — ak)! әта, 


Атаат ~ (л—т)1! 

йз, __ n! 

imi, = (л—т)!” 

60%, = (п — 2) (030, — 0.01), 
= (п — 2) (п—– 1), 

>” = (n—2)(n— Dn. 


бр 


定义 14.3.25 以 下 两 种 特殊 的 广义 Kronecker 符号 定义 为 
Ricci 符号 (Ricci symbol) 


ee 


Я пт 


推论 14. 3. 26 ейте. =): „з 


定理 14.3.27 „ха ШЕМ) СЫЗУ ЖЫЙ КИСЕ 
以 下 表达 式 : 


det(M = ент einM M 
n! ИД 


аем) Le, м, 
п! 2 


de(Mi)= антем М”. 
n! л“ " „ 
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14.3.6 容积 元 及 Hodge 星 算 子 


定义 14.3.28 {EÈ A, 中 的 n 形式 g; 人 … 人 8g, 经 基 向 量变 
换 g ,==B vg ,后 得 到 新 基 中 的 -形式 : 
gr Л Agw =det (B в A Ngn. 
当 det (£i )>0 时 ,{8,} 称 为 正 基 ( 右 手 系 ), 反 之 称 为 负 基 (左手 
系 ). 
定义 14.3.29 设 {e} 是 Y 的 正 标准 正 交 基 ,n- 形 式 e 一 e 人 … 
Ле, 称 为 Y 的 容积 元 (volume element) ,或 Eddington 张 量 . 
定理 14.3.30 容积 元 与 所 选取 的 正 标准 正 交 基 无 关 , 且 在 
任意 正 协 变 基 {8;} 及 正道 变 基 {8'} 中 的 表达 式 为 
sZ m A= Ag Vee Леле. 
& 的 分 量 与 Rici 符号 有 以 下 关系 : 
єз = em =Vge anan 
EX 14.3.31 RA ФЄЛ, (У), YEA (Y ) , 按 下 述 条 件 
EOD AW)=( *@)OW, Y PEA O) 
定义 的 “* ” 称 为 Hodge Е $$ + (Hodge star operator) ,而 * Ф M) 
称 为 @ 的 对 偶 ( 张 量 ) (duel tensor). 
由 上 述 定义 可 知 , Hodge 星 算 子 是 一 种 由 A,(*) 至 A,_,(Y) 
的 映射 . 
定理 14.3.32 任意 @EA4A:(Y) 的 对 偶 * EA,,(* ) 存 在 且 
惟一 . 车 记 s=n 一 r, 则 有 


推论 14.3.33 +1-==, x z=1. 
#1 V 中 的 又 积 可 用 下 式 表 示 : 
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ихо = *(u Ao). 
例 2 记 混 合 积 [uvwj==(wXv)*w，VYu,v,wEY，, 则 有 
* (иЛо Aw)=[uvw], *[uow]=uAo Л». 


14.4 二 阶 张 量 ( 仿 射 量 ) 


14.41 仿 射 量 的 基本 性 质 及 运算 


定理 14.4.1 二 阶 张 量 又 称 仿 射 量 (affinor), 具 有 以 下 
性 质 : 
(1) 仿 射 量 工 可 等 价 地 表 为 
T=T;g ‘g =T’ в '©в,=Т' ig Bg =Т?.Әе,, 
其 中 Ty =gyT' 一 gaT 人 一 gg mT” 

《2) 对 于 仿 射 量 T, 记 T "一 TT, 称 为 了 的 转 置 张 量 (trans- 
posed tensor). 对 于 对 称 仿 射 量 , 必 有 T=T , 因 之 必 有 

玉生 人， 全 人， 下 二 一 下 ;用 ТТ. 

(3) 对 于 反 称 仿 射 量 , 必 有 T=—T',NZ D£ 

тт Тт TAAT TST, 

Ж 仿 射 量 的 转 置 不 得 与 矩阵 的 转 置 相 混淆 . 仿 射 量 转 置 
时 ,由 于 上 下 标 表示 逆 变 与 协 变 指标 ,故地 位 不 变 , 仅 前 后 顺 
EEH. 

定义 14.4.2 仿 射 量 的 矩阵 ”定义 仿 射 量 T=T je Qe B) 
矩阵 为 


T'AS Pu ... T 
|P my че TE 
Т^ Т", ... Т". 
定义 1443 ”两 个 仿 射 量 S 和 T {б д Т, 5=С,(Т@ 
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OKRA SAT 的 点 积 , 这 个 积 仍 是 一 个 仿 射 量 . 

定理 14.4.4 度量 张 量具 有 以 下 性 质 : 

Iso =o, v ° I=v. 

由 于 上 述 性 质 ,度量 张 量 又 称 为 单位 仿 射 量 (unit affinor). 

定理 14.4.5 转 置 仿 射 量 有 以 下 性 质 : 

(1)o+T+u=u* ТТ o ,.Vu,o Є ї; 

(2) (8+Т)7=87+Т7; 

(3) (S T)'=T" + S7; 

(4) I =1 (I 为 单位 仿 射 量 ). 

定理 14.4.6 仿 射 量 T 与 向 量 a 的 点 积 为 另 一 ав, 即 

b=T* a. 

故 仿 射 量 了 可 视 为 一 线性 变换 子 , 它 将 向 量 a 映射 为 + 中 的 另 一 
向 量 b. 

Ж 点 积 a 了 也 是 一 向 量 , 但 除非 了 为 对 称 仿 射 量 ,否则 
a* TZT ° a. 

定理 14.4.7 二 向 量 a 5 b 的 叉 积 a Xb 可 用 一 反 称 仿 射 量 
@ 与 的 点 积 表示 , 即 


ахь=Ф • b, 
其 中 
0 一 as az 
= аз 0 =} 
= a, 0 


由 此 可 知 , 反 称 仿 射 量 的 作用 相当 于 一 向 量 . 
定义 14.4.8 给 定 两 个 仿 射 量 四 及 由 如 下 : 
Ф=а,®ь,. W=c,@4;,. 
则 有 以 下 运算 规则 : 
(1) ARNA KER 
D- = (b, * с)а. 6) d, (二 阶 张 量 )， 
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фФх\Ф=а,@‹ь,хс)@а,‚ (ENKE), 
Ф@®\Ф=а,®Ь.@с,@4, (四 阶 张 量 ). 
(2) 纵 二 重 积 
Ф: у= (а, • с,)(Ь, 4) ИКИ), 
Ф X у= (а, + с) (ха) (一 阶 张 量 )， 
Ф Х у= (а. Хе), + d,) (一 阶 张 量 )， 
Ф 5 у= (а. Хс) ӘС, ха) (二 阶 张 量 ). 
(3) 横 二 重 积 
O. +\ф=(а,+4,)0‹Ь;* с) ( 零 阶 张 量 )， 
Ф. х\ф=‹(а,. d,)(b,Xc,) (一 阶 张 量 )， 
OX +\ф=(а,ха,)‹Ь; + с) (一 阶 张 量 )， 
DX XW=(a;Xd;)@(b; хс) (二 阶 张 量 ). 
Ë “有 又 积 运算 的 公式 仅 限 于 Y°. 
Ж 14.4.9 仿 射 量 T 的 行列 式 可 用 混合 分 量 表示 为 
det T=det(T',)=det(T ,?). 
也 可 用 协 变 或 逆 变 分 量 表示 为 
. det Т= 14е (Ту) = det(T°, 


定理 14.4.10 ” 仿 射 量 行列 式 有 以 下 性 质 : 

(1) det(T。S) 一 (det T)(det S); 

(2) det(a I) =a"det І, YaER ; 

(3) det 0 =0, det I=1; 

(4) det T ! =det T. 

定义 14.4.11 YTE), IT EI) EFR 
成 立 : 

T: T`” =T. T=1, 
其 中 工 为 单位 仿 射 量 , 则 称 了 为 可 逆 仿 射 量 invertible affinor). 
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显然 , 当 且 仅 当 det T=0 时 ,了 了 可逆. 

定理 14.4.12 VTE3I:(Y),SEI:(Cr ), 以 下 恒等式 成 立 : 

(1) det(S-1) 一 (det 8)7'; 

(2) (SD =T 1. S7; 

ERC TS 

ARA, ESTOT =S. 

定义 14.4. 13 定义 简单 张 量 u Qo 的 迹 (trace) 为 一 标量 : 
tr (и @o)=u* v. 

推论 14. 4. 14 对 于 仿 射 量 S,T, 有 以 下 的 迹 性 质 : 

(1) trS=S;:;; 

(2) tr (S-T)=tr (T* S)=S:,T: ;; 

G) S: T=tr (57. Т)=5',Т',; 

(4) I: S=tr S. 

仿 射 量 的 若干 应 用 

(1) 椭 球 面 方 程 的 张 量 表示 。 取 仿 射 量 


@= Le Be +e De + Le @e,, 
a b c 


其 中 ,a,b,c 为 椭 球 面 的 主轴 半径 ,el ,e; ,es 为 与 主轴 方向 一 致 的 
单位 向 量 基 . 椭 球 面 标准 形 方程 的 张 量 写法 为 
г+Ф.т=1, | 
其 中 r(zivzzvzs ) 为 位 置 向 量 . 
(2) 三 向 量 的 向 量 积 可 用 仿 射 量 表示 如 下 : 
ах (bxXc)=a • (с 6—6 @с)=а,Ф 
=(b @c—c Qb) * a= W * a. 
取 当中 的 向 量 基 {g;) 及 {g ') ,各 向 量 可 表示 为 
b=bg', с=с, a=a'g,. 
三 重 向 量 积 aX (bXc) 的 分 量 表达 式 易于 求 得 为 
ах(Ьхс)=(Ьс,—с&;)а'в'. 
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(3) 刚体 的 有 限 角 位 移 “在 刚体 的 旋转 
轴 上 取 单 位 向 量 e, 当 刚体 转 过 角 9 时 ,向 量 
变 为 r',r 与 的 向 量 关 系 为 ( 见 图 14.1): 
г=Фф • г, 
其 中 
Ф=а$а+соѕ #1—а0а) 十 sin ба ХІ. 图 141 
(4) 刚体 的 惯性 张 量 ” 若 刚体 具有 角速度 中 ,其 动能 可 表示 为 


т=-у})т(®хг)+ (®хг) 


= FEl r, * r,) — (@ ° r,)° ] 
i=l 


= 1.7.0, 


其 中 了 一 Dl “ri)I 一 r; Q r,] 称 为 惯性 张 量 (inertia ten- 


sor) ,易于 确证 它 是 一 个 对 称 仿 射 量 : 
I IL. —IL; =a] 
| к a, 


(=. —„ Ia 


其 中 :I = Dimi Hzd L, = 1, = Эту, Ж. 
(5) 弹性 体 的 应 变 能 密度 ”定义 弹性 体 的 应 力 张 量 (stress 
tensor)T 为 
T=e,Qt,, 
其 中 {e,) 为 正 交 向 量 基 ,t; 为 弹性 体 一 点 P 处 正 交 于 e, 的 平面 上 
的 应 力 . 将 1; 沿 正 交 基 分 解 , 可 得 t; 二 0;ej ,其 中 с, =o0; 称 为 应 力 
分 量 , 代 入 上 式 后 可 得 应 力 张 量 的 分 量 式 ， 
Т=с;е,@е,. 
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若 弹性 体 的 位 移 场 为 w(z,y,z), 定 义 应 变 张 量 为 
е= (uu У) =є,;е,е,, 


其 中 。; 二; 称 为 应 变 分 量 . 
各 向 异性 (包括 各 向 同性 ) 等 温 过 程 的 本 构 方程 为 
s =E juen (JR 一 1,2,3)， 
其 中 下 jw 为 弹性 常数 , 张 量 表 达 式 为 
Т=Е : g (Е=Е „ме, Qe; е, е). 
Е 称 为 弹性 张 量 (elasticity tensor). 


弹性 体 的 应 变 能 密度 定义 为 
0= ае, =4т : == Ем EjiEu， 
其 张 量 表达 式 为 
0=1е : E: e. 


14.4.2 仿 射 量 的 不 变量 


EX 14.4.15 Eu SHART u 具有 相同 方向 : 
T. u=ìu, 
则 这 方向 称 为 了 的 主 方向 (principal direction). ХЕ Ж 14. 4.11 
可 知 : 
(Т—А1) • u=0. 

求 工 的 主 方向 等 价 于 解 和 矩阵 T=(T';) 的 特征 值 问 题 .4 的 值 由 特 
征 方程 的 根 给 出 

det(T 一 A 了 )== 和 一 J 和 A" 十 JoA" 十 十 (一 1)"J ,= 二 0， 


其 中 LERTA, ӨТ», Свон) ЛЛ 称 为 仿 
射 量 T 的 主 不 变量 (principal invariants). 当 ”一 3 时 ， 
һ=Т+Т%+Т»=үүё!Т ',, 
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p= |x: elele a F m PATT 
“| Te [ту т, {ту ты” 25 2 
т. т. Тт 
‚= |т, т, т, = 8те. 
т. т, T 
除 主 不 变量 外 , 较 重 要 的 不 变量 是 矩 (moment), 它 是 仿 射 量 了 的 
AOAR HEO H, ELEK 


Ji =u T=T';, 
Jè =tr (T* T)=T',T:,, 
Ji =ї«‹(Т,Т,Т)=Т',Т!,Т*.,. 
两 类 不 变量 不 是 独立 的 ,它们 之 间 存 在 以 下 关系 : 
=, 
J; =J? —2J,, 
Jè =3J,+(J ° —3J,J;, 
特征 方程 的 根 %;(i 二 1,…,n) 称 为 工 的 特征 值 . 由 于 它们 是 不 变量 
的 函数 ,与 坐标 选择 无 关 . 
定理 14. 4. 16 Hamilton-Cayley 定理 ” 仿 射 量 T 满 足 自身 
WREDE: T= T? 十 … 十 (一 1)"J ,==0. 


14.4.3 几 种 特殊 仿 射 量 的 性 质 


定理 14. 4. 17 ”对 称 仿 射 量 S 有 下 列 性 质 (" 一 3): 

(1) 实 对 称 仿 射 量 S 的 3 个 特征 值 全 是 实数 , 且 当 特征 根 
全 是 单 根 时 ,存在 3 个 惟一 的 互相 正 交 的 主 方向 . 在 有 重 特征 根 
时 , 主 方向 不 惟一 ,但 恒 存 在 互相 正 交 的 主 方向 . 

(2) 仿 射 量 S 对 任意 单位 向 量 r 的 3 重 积 

г*8+*т=$,ух'х? (HP r'=g' ° r, лв er) 
称 为 S$ 在 r 方 向 的 法 分 量 (normal component). 车工 在 任何 方向 的 
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法 分 量 均 大 于 零 M 工 称 为 正定 仿 射 量 (positive definite affinor). 
正定 性 ”对 称 仿 射 量 的 3 个 主 不 п 
变量 均 大 于 零 
(3) #S€3(Y3),F(2 ,2,2)=r >° 
Se r=S ;x ari = H RARR — RER E ЁК у 
张 最 椭 球 (tensor ellipsoid). 由 上 式 可 导出 
5. 7 一 到 grad F. 


它 表明 S + r BJ Jr I| 16 БКНИН E M 点 的 法 线 方 向 一 致 ( 见 
图 14. 2). 

定理 14. 4. 18 ” 反 称 仿 射 量 A 有 下 列 性 质 : 

(1) 在 标准 正 交 基 中 , 反 称 仿 射 量 矩阵 具有 反 称 性 , 以 
AET( 奶 ) 为 例 : 


M 


图 14.2 


0 Al, А!, 0 aa w 
A=(A:,)= |—A!, 0 A;,|=|— 0 wj. 
—A'y —A 0 一 wz — 0 


(2) 对 于 反 称 仿 射 量 4 ,任何 u€ t° ЮЗА + u EJE u 正 交 . 
(3) Ж п=3,А 的 不 变量 为 :I = 1. =0, 
I = (А!) +A) (А?) 0 о оз. 

(4) 车 n=3, 反 称 仿 射 量 A 只 有 一 个 实 特征 值 M 一 0, 另 两 个 
ТЕШЕ Ж—Я Ж. 

定义 14.4.19 仿 射 量 Q 称 为 正 交 张 量 (orthogonal tensor), 
若 它 保 内 积 , 即 

(0 и) • (О: о) =и о, Vu.o €+. 

定理 14.4.20 正 交 仿 射 量 CQ 有 下 列 性 质 : 

(1) Q 保 长 度 :|Q* и = (ш, УаЄу. 

(2) 车 {ei) 是 标准 正 交 基 , 则 {Q，e;} 也 是 标准 正 交 基 . 

(3) 07. 0=1. QQ; =8, (在 标准 正 交 基 下 ). 
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(4) det Q det Q7 = (det Q) :二 1, 故 正 交 张 量 行列 式 值 只 有 两 
种 情况 : 
det Q=+1, Ж 0 为 正常 正 交 张 量 ; 
det Q= 一 1, # Q 为 反常 正 交 张 量 . 
(5) ж 067,07 3:) ,特征 值 有 以 下 3 种 情形 : 
O À, =): =å; 
@л =} =—1, N=1, 
@ А,=1. А, =соѕ ф+1 sing, А 一 cos 9 一 isin Фф. 


=1, 


14.4.4 仿 射 量 的 分 解 


定理 14.4.21 任何 仿 射 量 了 可 惟一 地 分 解 为 对 称 部 分 $ 与 
反 称 部 分 4 之 和 : 
T=S+A, 


RPS=4 T+T, А=1(Т-Т?). 


定理 14.4.22 ”任何 对 称 仿 射 量 S 可 惟一 地 分 解 为 偏重 
(deviational quantity)D 及 球 量 (spherical quantity) K 之 和 : 
S=D+K. 


EP K= OOI, р=8—--( 91. 


定义 14.4.23 # det T 关 0, 仿 射 量 称 为 正则 的 (canonical)， 
否则 称 为 退化 的 (degenerate). 

定理 14. 4.24 任何 正则 仿 射 量 了 可 惟一 地 分 解 为 正 交 对 称 
张 量 V 或 U 与 正 交 张 量 Q 的 左 或 右 的 乘积 : 

T=V °: Q=Q- U. 
此 分 解 称 为 极 分 解 (polar decomposition). # Q B %1,0 V 和 U 可 
彼此 互相 确定 如 下 : 
Ү=0:0. Q", 0=0' +. V- 9. 
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定理 14.4.25 #5 为 对 称 仿 射 量 , 则 在 中 存在 由 S 之 特 
征 向 量 组 成 之 正 交 基 ,而 且 若 此 正 交 基 按 序号 e... e, 与 特征 值 
АСА 相对 应 , 则 S 可 按 (特征 值 ) 谱 分 解 (spectral decomposi- 
tion) 如 下 : 


8 = Уде, Өе. 
反之 , 若 S 可 按 正 交 基 {e;} 分 解 如 上 式 的 形式 , 则 为,…,h, 为 S 以 
east sen 为 特征 向 量 所 对 应 的 特征 值 . 


14.5 张 量 分 析 


14.5.1 赋 范 张 量 空间 与 距离 


定义 14.5.1 张 量 函 数 (tensor function) 是 从 若干 个 > К 
量 空间 的 笛 卡 儿 乘 积 到 另 一 * 阶 张 量 空间 的 映射 , 即 
DTV) XXI, (V )>I (4), 
ose аар «ЛАДА 


"К 
Т, T. ФСТ, Т), 


ЖФ T eTa ET, V), OET, Y). 

#r=0,1, &>2, 自 变量 分 别 为 标量 向量 及 张 量 ; 若 *=0,1， 
к>? ,函数 中 分别 为 标量 值 . 向 量 值 及 张 量 值 函数 . 

定义 14.5.2 设 有 TEI,(Y), 定 义 r 阶 张 量 T 的 范 数 


Corm) 为 1T1 = /T( 7 )т = /Т©Т. # T ERREZE 
lene) БЖЖ ТЕ Те, Ое, Q Qe, , 则 范 数 为 


Руа 
ШОТ? 等 于 工 的 所 有 标准 正 交 基 上 分 量 的 平方 和 . 若 工 在 任意 
协 变 基 {g,) 及 逆 变 基 {g') 上 的 表达 式 分 别 为 
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T=Tig, ®g -Og,, 
T=T, -8 "Qg Qg, 
则 范 数 的 表达 式 为 


space)( 范 数 的 选 定 不 是 惟一 的 ). YT,SE 97,(Y ),YaER, 上 述 
范 数 上 Tl 有 以 下 性 质 : 

(1) | TI >0,.8 | T| =oeT=0, 

(2)|eT| = |а| | T|, 

(3) 17+51< 171+ 15811. 

ЖЕ 14.5.3 VT,SE 了 ,(Y ) 有 以 下 不 等 式 : 

TOSS ITI -ISI 

可 视 为 赋 范 向 量 空间 中 Schwarz 不 等 式 (定理 7.1. 3) 的 推广 . 

ЖУ 14.5.4 HAT.SET, V), ИЙ |Т—5|5ТЫ 
S 的 张 量 空间 中 的 距离 (度量 ) (distance metric in tensor space), 
并 记 作 T, S) = | T-S || .距离 有 以 下 性 质 : 

(1) 非 负 性 ”p(T,S) 宕 0, p(T,S)==0SST=5; 

(2) 对 称 性 p(T,$)=p(S,T); 

G) 三 角 不 等 式 oCT,S)< o(T,U) 十 o(U,S). 
定义 了 距离 的 张 量 空间 I, (Y) 称 为 以 p( ，) 为 距离 的 距离 空间 
或 度量 空间 (metric space). 

ЖХ 14.5.5 若 存在 赋 范 张 量 空 间 TE3,(Y ) ,使 得 

lim (T, D= іт | T, —T | =0. 

则 称 序列 Т, 在 9.(Y ) 中 收敛 到 T,T 称 为 张 量 空间 中 序列 T, 的 
极限 (limit), 记 作 lmT,=T. #,С ) 中 的 序列 Т, 的 极限 有 以 下 

(1) 序列 的 极限 是 惟一 的 . 
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(2) ET, =T} е, @ Qe, ,T= T" е, Qe. WJ limT, = 
Т %З&Ж fit JE: 
Кета" = Tas. 
(3) 若 序列 T, 有 极限 , 则 3 М:;>0, V k # l| T, || <M, B T, 
为 有 界 序列 . 
(4) 设 lim T.=T, lim S,=S, a€ R Wj 
lima T, =a T, lim(T, +S.)=T+S, 
lim(T,@S,)=TOS. 
ЖУ 14.5.6 ETET, C), 9>0, 称 集合 
UTs) ={TITEF, (4), p(T,T,)<6} 
为 张 量 空间 中 点 T, 的 一 个 6 邻 域 (neiborhood) , д 为 该 邻 域 的 
半径 . 
定义 14.5.7 # T, 的 每 个 邻 域 0 (T, DREA T, Cp 
ЖР T, 的 一 个 点 , 则 称 T, 是 了-(Y) 的 聚 点 (accumulation point). 


14.5.2 张 量 函数 的 极限 与 连续 性 


EX 14.5.8 设 有 赋 范 张 量 空间 I, (Y ) ,7,.(Y ) 及 张 量 函 数 
Ф=Ф‹Т),Д{ ТЄ?,(%#),ФЄ2,(%).1#:(1)Т, 是 QCI,(Y) 的 
聚 点 ;(2) 张 量 函数 OTELE NAT EGD EZ). # V e> 
0,36>0,34 TEN, 0< || T—T, | <8,ҖЖ | ФС – Ф, || <=, l 
称 在 Q 上 , 当 T>T, 时 , 张 量 函 数 ФОТ) Ф, 为 极限 , 记 作 

limg@(T) 一 B。 或 lim OT) =Ф,. 
TER 


Ж 此 定义 表明 , 若 Ф=Фә "в, Qg, lim ФОТ) = Ф, 
的 充 要 条 件 是 


lim Фа" (Т) = Ob, 
тет, 


定义 14.5.9 张 量 函 数 的 连续 性 (continuity of a tensor 
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function) 的 几 种 定义 是 等 价 的 ,它们 的 共同 前 提 是 :存在 赋 范 张 量 
ZATO) ZORREK bp— p(T ) 定 义 在 QC5,(Y ) 上 ， 
DEF) DENA. 

(1) 若 Ve>0, 38>0,щ TEANU DRA | ФСТ – 
ФСТ,) || <E, Д OTE Q БЮТ, 连续. 

(2) 若 对 任意 序列 T,E 0, TT, ,有 lim Ф(Т,)=Ф‹Т,), Л 
KODET 连续 . 

O 设 T,T, 十 ATEQ, 若 

limA®= lim[@(T, + АТ)—Ф‹Т,)]=0, 

其 中 AT=T 一 T, , 则 称 @B(T) 在 T, 连续 . 

Ж ”此 定义 表明 ,车 @B(T)=@"*(T)g;@…@g;,@(T) 在 
T, 连续 的 充 要 条 件 是 每 个 分 量 函 数 DDE T, 连续 . 
14.5.3 张 量 函 数 的 导数 与 微分 

引 理 14.5.10 商法 则 (rule of quotient) ” 设 有 映射 W; 
7,00) I (V), DPO) а r ЖЕНТ s 阶 张 量 函数 ， 
则 存在 惟一 的 @E 7,(Y ) ,使 得 在 右 ~- 点 乘 意义 下 实现 上 述 
映射 : 

т‹Ф›=өӨ(' )e. 

在 左 r- 点 乘 意 义 下 也 可 以 得 到 类 似 结果 . 

定义 14.5.11 设 7,(Y) 及 了 7,(Y) 是 赋 范 张 量 空间 ,2C 
IT, (Y ) 是 开 子 集 . 张 量 函 数 :9 一 9,(Y) 在 TE9 称 为 可 微 的 , 若 


存在 线性 变换 
ЗНЕСТИ ҮС 
TTITO, U тс ( 7 ju， 
使 得 
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Ф‹т+и)=Ф‹т›+%Ф‹т›( ' )}и+оф), (14.1) 
式 中 o(U) 表 示 : 当 | U | 为 小 量 时 , || oCU) || ЖШ 的 高 阶 小 
ж. EORNA , 称 为 张 重 画 数 四 在 TE 9 的 导数 (或 梯 
度 ). 

由 定理 14.4.10 пп. %Ф дё -十 * 阶 张 量 . 换言之 , 张 量 函 数 
对 张 量 自 变 重 求 导 后 得 到 一 个 高 阶 的 张 量 . 

定理 14.5.12 若 四 的 导数 9 存在 , 则 它 是 惟一 的 , 且 YVUE 
了 (Y) 有 


dp/r ыг] , 
rl 7 )u lim —[@(T+s U) —@(T)J 
或 
іфүгу d 
T v= (Ts |... a4. 2) 


ЖУ 14.5.13 张 量 函 数 @ 的 增 量 的 线性 部 分 称 为 张 量 函 数 
的 微分 (differential of tensor function) , 记 作 


асти) 5 ( 0. (14.3) 


式 (14. 1) 一 式 (14. 3) 都 可 用 来 求 张 量 函 数 的 导数 ,可 视 不 同 
情况 选择 不 同 的 方法 , 现 举例 说 明 . 

例 14.5.14 设 {g,) 是 + 的 基 , 仿 射 量 T 的 函数 W(T) 的 梯度 
可 求 之 如 下 : 
| _ ow 


-4 ; ; 

dW TU =F W Ta HUG) = aTe" 
29 55а: (W а NO < 
537,2 2U n= (F778 88) Ф.в). 
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由 此 可 得 


аў № 
ат TIT, 8:85 


0] 14.5.15 求 仿 射 量 的 标量 函数 双 CT)=T:T 的 导数 与 
微分 . 

ШР W(T+U)=(T+U) : (Т0) =Т: Т+2Т: U+o(U). 5 
即 得 到 dW(T,O) 一 2T: U, SED. 

例 14.5.16 设 {g,) 是 + 的 基 , FERO), TERO) RF 

dF 

жт 

用 分 量 形式 表达 的 dF 有 以 下 形式 : 
F°(T,+sU,)g Og; _ 


ағсТт, 0) = 


_ Fš 
=5т;0 ч 8.8, 


= (PE sds Oa ) © Ung. 
由 此 可 得 


dF_ 3FY 
ат T 8:8 8.81. 


KETA = отв Ов Ов Ов ,等 各 种 形式 . 

Ж 14.5.17 设 有 张 量 函 数 

Ф. QC ,(Y)> 7,07). ТЄП» ФСТ), 

MODE T, € Q 可 微 的 充 要 条 件 为 :@ HENE Ф", 
QC 2,(% )—R {Е T, 可 微 . 

定理 14.5.18 Ж ШАЙ Ф.ОС 7,07) 7,01),ТЄ0 — 
@(T)#E TENTH. I OET 连续 . 

定理 14.5.19 HKEE Ф:0С ICY) 一 了 01),Tr>d(T) 
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的 所 有 偏 导数 3 下- 在 0 内 处 处 存在 且 在 T,€ 0 连续 , 则 Ф Ж 


T, 可 微 . 
定理 14.5.20 函数 tr T* 的 导数 等 于 


d t) = 2-1 ут 
зт Токт", 


推论 14.5.21 正则 仿 射 量 了 的 行列 式 W(T)=det ТА 
和 导数 分 别 是 
dW(T;U) = (det Dtr (T ! + U) = (det T T: U, 


s = де: T) = (det ТТТ. 
定理 14.5.22 n 阶 仿 射 量 T OKER JS DHFR 
dJ; 


gr Ја J, T+J Tt — + ( кте 


(#=1,2,+›п). 
在 应 用 上 述 公 式 时 , 取 J.=0,J,. i =0. 
推论 14.5.23 三 阶 仿 射 量 了 的 不 变量 JI 的 导数 为 


did T= 
атат“ T=I. 


= 1 ат те) а ТТ", 


ОНА А 
ат ат dt T= (9% DT š 


定理 14.5.24 8 7,07).7,07),7,(07) WAS К Н И], 7 
为 赋 范 向 量 空间 ,下 列 函 数 
Е.9-+7,(1); ТЕС), 
С.2-+7,01): ТЫС), 
и:®->(%); Тит) 
在 TEQ2CI,(Y) 可 微 ,9 是 开 子 集 . 则 有 以 下 求 导 公式 (Leibniz 
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法 则 ) : 


АКЕ ти) SE upr. 94, 
jroo-#ocrrot, 
(е0: )6)=( )б+к()чт. 


定理 14. 5.25 ЖШ) 7,07),7,07),7,07 ) 为 赋 范 
张 量 空间 ,2C $ (Y) C 7.(W) 是 相应 的 开 于 集 . 给 定 张 量 
函数 
Е:9-» 7,0%); ТЕТ), 
G:% 2,01); ЕС), 
其 中 2C%&, 设 下 和 G 分 别 在 TE9 和 F(T)E% 可 微 , 则 复合 函数 
H=G 。F 在 T 可 微 , 且 有 
н —4б( s J, 
dr dF\. /dr 
推论 14.5.26 当 5 了 ,(Y)=RR 时 ,H(t)= 二 G(F(1)) 时 , 则 有 
i 
定理 14.5.27 TOERE ZGCR 上 的 光滑 仿 射 量 值 函数 ， 
则 有 
TD = (Т) тт. 
ETOF t€ 2 пу}, Д] 
(det Т)" = (дег ТТ: T. 
Ж 14.5.28 i @(:) ,W(t) 是 在 2C R 上 的 光滑 仿 射 量 值 
函数 , 则 有 
(Ф®@ :=Ф®'Ф+ФФ@®\Ф, 
(Ф.У =Ф.\Ф+Ф.\Р, 


(@')'= (@)', 


Ф" = Уф. Ф.Ф”, 


к 


(BI) = B.D (ФӘ). 


14.6 KEH 
14.6.1 张 量 场 及 绝对 微分 学 


定义 14.6.1 定义 在 开 集 % C Y 的 张 量 场 (tensor field) Ф 

是 一 个 函数 , 它 在 每 一 点 YE 人 上 的 值 是 一 个 同类 型 张 量 : 
POSPITE в, (х) 69-60), (х) в DOg (x). 

若 点 x 的 仿 射 坐标 是 {zx'}, 则 @ 在 定义 在 的 基 向 量 上 各 分 量 
фа” ji 以 是 nn 元 {7') 的 实 函 数 .车 Ba ЕЕЕ л ЮС" 
函数 (任意 次 连续 可 微 ), 则 (r 十 s) 阶 张 量 场 ® 称 为 C“ 或 光滑 的 
(smooth). 今后 只 限于 论述 光滑 张 量 场 . 

定义 14.6.2 设 W 及 了 7'(Y) 分 别 为 赋 范 向 量 空间 及 赋 范 张 
量 空间 , 则 张 量 场 @E 1 (Y ) 在 点 xE YC +Y 上 的 绝对 微分 (abso- 
lute differential) 定 义 为 


d 
We Hsu) T 


仿 此 可 定义 任意 m 阶 绝对 微分 , 记 作 Р”Ф(х,и)(Р”Ф(х.и)= 
D[D” Cxu) ]). 9Р4 m. D"@(r,u) 存 在 且 连 续 , 则 称 
D(x) 为 光滑 张 量 场 , 记 作 B(x) ЄС ОИ). 

定理 14.6.3 光滑 张 量 场 B(x) 在 点 x 处 的 绝对 微分 等 于 

D@(x.,u) = (ФОУ )(x) * u=u + (Ç @@)(x). 

ФОУ 和 V ОФ 分 别称 为 @ 的 右 梯度 (right gradient) 和 左 梯度 
(left gradient). 当 四 是 > 十 * 阶 张 量 场 时 ,OQV ЖУ @Ф 都 是 > 十 
s 十 1 阶 张 量 场 . 

Ж 右 梯度 和 左 梯度 一 般 不 相等 , 即 
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РФх,и) =1іт[Ф(х Fsu)—@(x) ]/5 


ФӘ +7 ФФ. 
以 二 阶 张 量 场 为 例 :@ 一 B”g ,Cg ;的 右 梯度 及 左 梯度 分 别 为 


bk 
ФОУ =s в.@в,08'. 
дф” 
V @Ф= у в "Og Og 


Ж 14.6.4 张 量 场 @(x) 的 右 梯度 和 左 梯度 在 仿 射 坐标 基 


向 量 上 的 表达 式 为 
ФОУ =0 ав, OOg "Og', 


V @Ф=2д,Ф"”* jg Og OOg’, 


ДС ер коа 


定理 1465 右 和 左 梯度 运算 是 线性 的 , 且 满 足 修正 的 


Leibniz 法 则 : 
(1) Va,BE R ,对 于 任何 同 阶 的 张 量 场 Ф.Р Ж 
(аФ+8Ҹ) ӘҮ =а(Ф Әу) +80 OV )， 
> @‹(аФ-ЕВ1#) =ау QO+8Y QY; 

(2) ROAY HNE p 阶 和 g 阶 张 量 场 , 则 有 
(Ф ®ф)›®@у% =T, (0 DV )QW)+ p QY OV), 
VRE Qu =(V OD ›®\Ф+Т.(‹Ф (V QUY))， 
其 中 
bh E 


inelo k.p i j l; 


0 一 的 ti ) =Í 
Vie i k.p js 


推论 14.6.6 ”上 述 定理 的 分 量 形式 可 表 为 
(1) Va BER DETO). PETO), k @=a0+BV.# 


(a@B+HBY)OV =0" j „в „®®в”@®в*, 
VO(aB+BY)=0.0" .8 ‘Og OOg’, 


其 中 
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Өз, a BRO U DTE aja tD 
(2) уФЄ2*(%)Җ YEI, O) А Ө=Ф®@ФЯ 
(ФОУ) =96 nj „в„®-"Ф®е”®в', 


VODOW=I00" 8 OE DBE 


Аз 


其 中 
ө» Pt Le I 
ЕС jejte 

定理 14.6.7 若 工 是 Y 的 单位 仿 射 量 场 , 则 有 
DI(x,u) = 0, 
I@V= v@I=0. 

定理 14.6.8 若 = 是 + 的 Eddington 张 量 场 , 则 有 

De(x,u)=0, EXV =V Xe=0. 


14.6.2 曲线 坐标 中 的 张 量 场 


Rig (x)}) 是 定义 在 * 上 的 仿 射 坐标 系 {x') 的 协 变 基 ， 
{gi(x)|g:(x) 二 Bi(x)g,(x)) 为 曲线 坐标 系 {q9) 的 自然 局 部 基 ， 
其 中 

pioi 5 Bio =S ү 
将 张 量 场 函数 (x) 在 每 点 x 的 自然 局 部 基 上 分 解 ,其 表达 式 为 
Ф=Ф"”* DOg Әв" в". 
于 是 有 以 下 关于 曲线 坐标 系 中 的 张 量 场 定理 . 

定理 14.6.9 设 {z') 为 Y 中 的 仿 射 坐标 系 , 则 在 曲线 坐标 系 
{q') 中 ,任意 光滑 张 量 场 8B(x)E9'(Y ) 有 以 下 形式 的 右 梯度 与 左 
梯度 : 

DOV=D" „89-98 Е, 
уУ@Ф=\у,Ф"”" вв, 9-8". 
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其 中 定义 张 量 分 量 的 协 变 导数 为 


Ф" е МФ" де 
Ф" epa PROTE pag POATEN pe 
Py a Y S „+ 
П 25 
дер гу = 20-027 а — ж Christoffel 符号 ( 见 定义 13.6.10)， 
дх' д4°д4 


也 称 为 曲线 坐标 系 {% } 中 的 联络 系数 (coefficient of connection). 
张 量 场 的 右 、 左 梯度 还 可 用 逆 变 导数 分 量 形式 表达 : 
OQU Spt aj g Q Og 
vO0=v0" в.е, Qg, 
其 中 形式 地 定义 “ 逆 变 导数 "如 下 : 
фт" gep EVID U peg DO pea g 
换言之 “ 逆 变 导数 ?是 借助 于 协 变 导数 的 指标 升降 法 则 得 到 的 . 
定理 14.6.10 由 曲线 坐标 系 {9} 至 曲线 坐标 系 {9 ) ,联络 系 
数 的 转换 法 则 是 
г} =ВЇВ}ВЇГ y +B IBL =B BIBT a —PIBYoB!, 
其 中 


в! =T. Br =e. 
定理 14. 6.11 协 变 ( 逆 变 ) 导 数 运算 是 一 种 线性 运算 , 且 满 
Ж Leibniz 法 则 ; 
a) VepER DETO), W€3: (rE Ө=аФ+В'Ф,Ж 
(«Ф+8%Ф)›@У =9 ‚8. QO Og, 
У @‹аФ+В\Ф)=%,@'`" .8 Dg, OOg’, 
其 中 @" SYO _ =a pa + aa 
(2) ҮФЄ7° (1), PET, I) А Ө=Ф QY, E 
ФОРУ =6 9" Әв" Әв", 
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h ив 


У@‹Ф®@# = v" вв. Og , 
其 中 @" EV ay =e" д, ФАР paga 

定理 14.6. 12 度量 张 量 工 的 任何 分 量 ( 协 变 、 逆 变 、 混 变 ) 的 
HERRE HE Ricci 引 理 (Ricci lemrña)) 

V,ga=0, Уб{=0, Ув” =0. 
定理 14.6. 13 ”置换 张 量 s 的 分 量 的 协 变 导数 恒 为 零 
Ve „-„=0, VE 一 0. I 

Ж 14.6.14 缩 并 和 协 变 求 导 的 次 序 可 以 交换 . 以 特例 说 
明 如 下 :对 (@B* 王 ,) 的 指标 ,p 进行 缩 并 后 求 协 变 导 数 与 先 求 协 
变 导 数 后 缩 并 结果 相同 . 

(BV) ,=8" Ap. HO Y ui 

ЖХ 14.6.15 ”汉中 的 向 量 场 不 变性 微分 算 子 (invariant dif- 
ferential operators) 可 推广 至 "中 任意 7 阶 张 量 场 如 下 : 

(1) Ф(х) € 7, t ) 的 梯度 定义 为 

grad Ф=\ @Ф=\,Ф g ‘Og '" Og”, 

它 是 r 十 1 阶 张 量 场 . 

(2) (x) E97,(Y ) 的 散 度 定义 为 

div B=V + Ф=С..7ӦФ=Ү'Ф,, g * OOg', 
它 是 7 一 1 阶 张 量 场 . 

(3) B(x) 的 Laplace 定义 为 

АФ =div(grad Ф) =Ç + V Q 
=V:Ç,@$ 1-8" 0-08. 

EDE r 阶 张 量 场 . 

Ж ESAE "rh r 阶 张 量 场 的 旋 度 尚 无 统一 定义 , 现 列举 
两 种 定义 如 下 : 

(1) curl Ф=./ (V QO) ,并 重新 定义 向 量 u 的 旋 度 为 


curl u=} (uu )g'@g'; 
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(2) 定义 张 量 场 (x) ДЕ 6 (гогацоп) g rot Ф= (r+ 1)./( V 
СФ). тї B(x) 的 旋 度 则 定义 为 旋转 的 对 侦 
curl Ø= * тоїф= (r+ 1) + 4V QOD). 
两 种 定义 给 出 的 张 量 场 旋 度 不 但 表达 式 不 同 , 张 量 阶 数 也 不 相同 . 
对 于 ?中 的 (r<3) 阶 张 量 场 , 则 可 有 统一 的 定义 : 


kit 
curl Ф=-УХФ= 6 ХФ, Be = EV в.в". 
z 


Y 中 任意 曲线 坐标 中 的 微分 算 子 
以 下 汇集 的 微分 算 子 公式 只 涉及 向 量 场 u=ug ' 及 仿 射 量 场 
Ф=Ф,8 Qg’. 
(1) 向 量 梯度 
grad u= Ç Qu= Viug “Og (二 阶 张 量 )， 
其 中 
Уи ;一 & Dhun. 
(2) 仿 射 量 梯度 
grad 6= v @@= Vv,@ ;g ‘Og Qg’ (三 阶 张 量 )， 
其 中 
VD j= Dja TED mi DTO im 
(3) 仿 射 量 散 度 
div Ф =C a.» V @@=V*@ yg =g Vb, g (向 量 ) 
=g [pus TRO m TD Jg’. 
(4) 仿 射 量 旋 度 
curl o= vo Or (二 阶 张 量 )， 

其 中 Vg ;已 由 (2) 给 出 ,e*" 为 置换 符号 . 

(5) 向 量 Laplace 算 子 

Au=V • Уи=У Vuig’ (向 量 )， 
其 中 
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Уш = "Га Гри, Ги, Ги Tint n) 
=Г(и:„ Гуи ,)] 
(6) 仿 射 量 Laplace 算 子 
АФ=У +Уб@Ф=У*У Dg Qg) (二 阶 张 量 )， 
其 中 
у‘ ӯ,Ф у= ху, VoD ә 
g’ ju TED m TD im TED ы. 
DED ma DaDa TRO n TED um) 
Dina ГЕФ m DRO im) Dh D i.n 
—ГЛ1Ф„;—Г%Ф=„)] 


:中 正 交 曲线 坐 标 系 中 的 物理 分 量 
设 w=wie', 四 =e ‘ei, 其 中 ,及 人 B; 分 别 是 w АФ Elei) 
上 的 物理 分 量 


(1) 向 量 梯度 Vu 的 物理 分 量 

Уи = (Vu) ;e ' е’. 
1 /9u и; ah , us Әһ; 
hı (5 +, дч? + аф )， 


(Vu) n 


1 (ди u Әһ, 
(ша = (э h эг) 
其 他 分 量 按 以 下 方式 求 得 : 
1 
(1 1) 一 (2 2),(3 D) 正 循环 K 


(1 2) 一 (2 3),(3 1) 


(2 1) 一 (1 3),(3 2) 
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(2) 仿 射 量 散 度 V - o 的 物理 分 量 
Ve ф= (7. D)e’, 


1 га „ад А 
(УФ), = ар А (тфа) 


tag hdo а И ЕЕ 
БУЛШ СУ. Ф), (У. Ф), ЯЖ (СУ, Ф) 式 中 各 指标 依次 
按 正 循环 变换 即 可 求 得 . 
(3) 仿 射 量 旋 度 VX@ 的 物理 分 量 
VX@= (VX@®),e ‘ei’, 


1 ГӘ: Ф) a9(hi®)1], Ф Ih; 
ас. ag | тә 
_ Фи Ihz 
h,h, дд" 
1 p2h) ә. Ф.) 7, Фи Ihz 
VXD agl аф д J hhiag 
q дь ү Ф дһ 
h.h;sƏq' ` hzh; 3g’ 
1 Ihn) Ihan) Ф oh 
(УХФ)һ ЕК. аф д J Аһ. Әд 
Ên Әһ. Ф Ih, 
hhiag hhsag 
其 他 分 量 按 以 下 方式 求 得 : 1 
«110-602 29,63 3)| Ет Гани" 
ү ? 
(1 2) 一 (2 3),(3 1) хе 


1 
(2 1)~>(1 3),(3 2) 逆 循 环 ( 
14.6.3 张 量 场 的 积分 定理 


定义 14.6.16 ”多维 空间 *Y "中 的 单 连通 域 (simply connected 
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domain) EHK У" m 维 (m< zz) 封闭 超 曲面 20CY”" ,并 能 实 
现 双 连 续 变 换 NN ,zx 一 8 使 得 
0хё&‹<1,+-.0<ё"<1. 
定义 14. 6.17 Grassmann( 格 拉 斯 曼 ) 容 积 元 素 (Grassmann's 
volume element) 定 义 为 
аул» =m! dé des, 
其 中 Етан Jy Y "O "CI Н т 个 线性 无 关 向 量 微 元 
的 分 量 . Grassmann 容积 元 可 用 张 量 表示 ， 
dy” =dV р Өв. 
若 诸 向 量 微 元 按 以 下 方式 选择 : 
888, аё=о. с. а=, 
аёо, 404... 4-0, 


4 =0, 4 =0, ©, dé"=dé", 

4”! =0, e, d” =0. 

则 有 dV” =dẸ dê” ,或 
dV У 1те 0) в. = dV °” g, Q: RE n- 

EX 14.6.18 记 单 连通 域 OC t "的 边界 为 9Q0CY" ,在 
E= const GFDRR C' 520 的 交点 (最 多 只 有 两 个 交点 ) 
处 取 平行 多 面体 元 ау, dé#' 与 dV” 的 外 法 线 方向 一 致 , 取 
dV ™ =dẸ еа", dë ' dV ”的 外 法 线 方向 相反 , 取 ау = 
—dẸ dE”. 此 规定 称 为 单 连通 域 的 定向 (orientation of simply 
connected domain). 按 以 上 方式 定向 的 超 曲面 称 为 可 定向 曲面 
(orientable surface). 

定理 14.6.19 在 "Ру E ЕН ОСУ" (2<т<п). ж 
也 的 边界 0CY"” :是 C' 级 封闭 可 定向 曲面 , 令 OSD ina g 
四 …Qg -为 Y" 中 的 m 一 1 阶 张 量 ,满足 以 下 条 件 : 
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(1) DEN 内 及 30 上 连续 . 
D 在 0 内 的 左 、 右 梯度 V ®@Ф 和 @O@V 存 在 . 
G) RN 上 的 有 限 点 外 ,梯度 Y ОФ 及 @@V 在 O 的 所 有 点 
ЖЖ. 
在 上 述 条 件 下 ,有 以 下 结论 : 
f veea = | caves, 


[e° vav” = [| oe dye, 
п әп 


其 中 记号 " 泛 指 张 量 积 ,点 积 、 缩 并 .又 积 (限于 好) 等 任何 一 种 代 
数 运算 . 

iË 上 述 定理 又 称 为 Stokes 定理 ,是 人 7 中 向 量 场所 属 Stokes 
定理 的 推广 .本 定理 关于 单 连通 域 的 限制 , 亦 即 关 于 与 一 const 所 
示 超 曲线 与 30 最 多 只 有 两 个 交点 的 限制 实际 上 可 以 解除 ,为 此 只 
需 将 2 分 割 成 有 限 个 子 域 Q;, 每 个 Q, SERRE ПАТ. 
对 每 个 Q, 而 言 ,Stokes 定理 均 适 用 ,然后 将 它们 相 加 ,注意 到 两 个 
相 邻 子 域 上 的 边界 积分 取向 相反 而 互相 抵消 , 便 易于 得 知 Stokes 
定理 也 适用 于 一 般 情况 . 

推论 14.6.20 OET, (У 5S) 满足 定理 14. 6. 19 的 规定 条 
件 , 则 有 以 下 积分 定理 : 


2124 -| Ф (0 45, 
ý H (梯度 定理 13. 2. 3 的 推广 ) 


V 


VODA = | as@ o; 


(Gauss 定理 13. 3. 5 的 推广 ) 


| 
[е .vdV = [e . dS, 
| 


V- odv = | 48+ o, 


v 
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Фх чу = | Ф x dS, 
aV 


v 


| | ( 旋 度 定理 13. 4. 5 的 推广 ) 
VX@dV= | 4$хФ; 
| 


(oxv).ds=| Ф.а, 
s 95 


(Stokes 定理 13. 4. 4 的 推广 ) 


其 中 dV ,dS ,di 分 别 为 Y "中 的 体积 元 素 , 曲 面 元 素 及 曲线 元 素 . 


14.6.4 Riemann-Christoffel Ж 


定义 14.6.21 取 " 中 的 向 量 场 u=u'g ,并 求 交换 求 导 次 
序 的 二 阶 协 变 导 数 之 差 : 
иы ui =U R ш 
其 中 民 = Гала Гаа Hra ha — Di T i Ж Ж 28 Riemann- 
Christoffel 张 量 (Riemann-Christoffel tensor) (曲率 张 量 ). 可 以 验 
证 ,RN 满足 四 阶 张 量 分 量 的 转换 法 则 ,因此 可 以 写成 以 下 张 量 
形式 : 
R=Rw g ‘Og’ @Qg'@8g'. 
由 此 可 知 , 当 且 仅 当 R=0 时 , 张 量 场 的 二 阶 协 变 导数 求 导 次 序 才 
可 交换 . Riemann-Christoffel 张 量 反 映 了 Riemann 空间 对 Euclid 
空间 的 偏差. 
EE 14.6.22 若 将 R; 的 第 一 指标 下 降 : 
R m= gR и, 
ДЖ R RAA ТЕЙ: 
(1) Ri 对 于 其 前 二 指标 反 称 : 
R ju =—R ju (1523), 
R ju =0 G=j;i,k,l=1,2,3). 
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(2) R iw 对 于 其 第 三 、 四 指标 反 称 : 
Rn =— R ju kÆ, 


R ju = 0 (k = 131,3, = 1,2,3). 
(3) Rw 第 一 、 二 指标 与 三 、 四 指标 可 同时 交换 : 
R iu =R u. 


(4) Ricci 恒等式 (Ricci identity) 
R iu HR pu HR uj =0. 
定义 14. 6.23 定义 Ricci 张 量 (Ricci tensor) 5 
R; 一 及 各 一 及 2 一 也? 十 有 2 一 PP3P h. 
Ricci 张 量 是 二 阶 对 称 张 量 。 
定理 14. 6.24 Bianchi 定理 Riemann-Christoffel 张 量 的 导 
数 存在 以 下 恒等式 : 
Ri. HR fima HR int = 0, 
称 为 Bianchi 恒等式 . 这 恒等式 又 可 表示 为 
К Bhim +R lm sk +R фт =0. 
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复 变 函数 论 


15 复 平 面 与 复 变 函数 


15.1 引言 


18 世纪 末 流 体力 学 的 研究 引起 了 “利用 复 函 数 计算 实 积分 
值 ?的 问题 , 它 引 导 着 数学 家 们 对 复 函 数 进 行 探索 . 关键 的 问题 
是 :把 复 变 量 z==z 十 iy 与 平面 上 坐标 为 zx,y 的 点 相对 应 ,引出 
了 复数 (complex number)z 的 多 种 表示 法 . 复 变 函数 中 最 重要 的 
一 类 一 一 解析 函数 (analytic function) ,由 于 它 在 科技 问题 中 多 次 
出 现 ,又 具有 器 级 数 表示 法 的 特殊 性 质 ,成 了 复 变 函数 理论 发 展 
的 基础 并 促使 数学 家 们 从 各 个 方面 进行 研究 .巨大 的 发 展 是 在 
19 世纪 ,被 公认 为 有 (特殊 ) 重 要 贡献 的 数学 家 有 : Cauchy 
(1789—1857) ,他 在 由 解析 式 表示 的 函数 的 导数 和 积分 的 基础 
上 建立 了 函数 论 ;Riemann(1826 一 1866) ,他 将 导数 紧密 地 联系 
着 几何 引进 了 保 角 上 映射 (conformal mapping) ,并 且 引 入 Riemann 
面 的 概念 来 处 理 多 值 函数 ,使 它 在 该 面 上 成 为 单 值 ; Weierstrass 
(1815 一 1897) 则 由 构造 实数 理论 和 人手, 以 老 级 数 为 基础 ,用 解析 
F HA (analytic continuation) 的 方法 ,建立 起 解析 函数 的 理论 . 他 
们 的 思想 在 历史 发 展 中 被 融合 起 来 ,以 致 复 变 函数 论 被 誉 为 抽象 
科学 中 最 和 谐 的 理论 之 一 . 今天 , 复 变 函 数论 已 发 展 成 为 内 容 非 
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常 丰富 、 应 用 极为 广泛 的 一 个 数学 分 支 ,并 且 由 单个 自 变 量 扩充 
到 了 多 个 自 变 量 , 继 续 向 深 广 发 展 . 

复 变量 与 实 变量 在 四 则 运算 与 绝对 值 方面 的 一 致 性 ,导致 微 
积分 中 建 基于 这 方面 的 实 变 函数 的 性 质 可 以 直接 推广 到 复 变 函 数 
论 ,使 它 成 为 复 变量 的 微 积 分 . 但 复 变量 不 能 线性 地 比较 大 小 , 开 
根 则 又 多 值 连续 , 它 在 复 平 面 上 有 二 维 自由 度 ,这些 又 导致 复 变 函 
数论 截然 不 同 于 实 变量 的 微 积分 学 . 

使 单 复 变 函数 (function of a complex variable) 理 论 的 建立 更 
为 直观 合理 的 一 个 重要 步骤 是 复数 及 其 代数 运算 的 几何 表示 . 
Gauss(1777 一 1855) 继 承 了 Euler(1707 一 1783) 等 人 的 工作 ,不 仅 
将 复数 tiy 表示 为 复 平 面 (complex plane) EHS, m EET 
复数 的 加 法 与 乘法 的 几何 意义 . 复数 zx 十 iy 表示 为 平面 上 的 点 , 意 
ЖЖ: 

《1) 两 个 复数 z 十 iy z; Tiy: 不 能 像 两 个 实数 那样 地 比 大 
小 ,除非 yi ,ys 同时 为 0, 即 两 个 复数 本 身 就 是 实数 . 

(2) 复数 的 表示 法 是 多 样 的 . 

(3) 辐 角 (argument,amplitude) 的 多 值 性 成 为 复数 ,特别 是 
复 变 函 数 ( 单 复 变 函 数 的 简称 ) 的 一 个 基本 特征 . 


15.2 复数 的 几何 表示 


15.2.1 复 平面 


ЖХ 15.2.1 设 zx,y 为 任意 的 实数 . 形 如 z+iy 的 表达 式 称 
为 复数 (complex numbers) , 常 记 为 z= 二 z+ 十 iy, 其 中 i 称 为 虚 单 位 
(imaginary unit) ,满足 条 件 了 二 一 1. x 称 为 z 的 实 部 (real part), 
记 为 Ке z. 而 y у z 的 虚 部 (imaginary part) , 记 为 Im z. 
定义 15.2.2 复数 的 相等 
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zi=z=€>Re<xz,=Rexz В Im x =lm x. 
ЖХ 15.2.3 若 z=z 二 iy,z 二 x 十 i( 一 y) 二 x 一 iy, 则 称 z 与 
z Н.Ж 35 388 E (сотр1ех conjugates) , 记 为 


, 7 
z ==, к=: 


显然 ==. 

ЖХ 15.2.4 已 建立 直角 坐标 系 的 平面 上 的 点 P(z,y) 可 以 
惟一 地 表示 一 个 复数 < 二 z+ 十 iy. 与 复数 集 建立 了 这 种 对 应 关系 的 
平面 点 集 称 为 复 平面 (complex plane) (或 < 平面 或 Gauss 平面 ). 
在 复 平面 内 的 z 轴 称 为 实 轴 (real axis), y 轴 称 为 虚 轴 (imaginary 
axis). 


当 z=0 时 ,iy УЯ (риге imaginary numbers). 
15. 2.2 用 平面 向 量 表示 复数 


通常 可 用 向 量 OP 表示 复数 <( 二 zx 十 iy). 这 时 z,y 分 别 是 向 
量 OP 在 实 轴 与 虚 轴 上 的 投影 ( 见 图 15.1). 当 z=0 时 ,0 与 原点 
重合 而 称 零 向 量 ,其 长 度 为 零 ,方向 不 定 . 

定义 15.2.5 ”向 量 OP 的 长 度 
称 为 复数 z 的 模 (modulus), 记 为 
1а]. 

定义 15.2.6 4 PRERA 
时 ,向 量 0 与 实 轴 正方 向 间 的 有 向 
夹 角 称 为 复数 = 的 辐 角 ,并 规定 反 时 
针 方向 为 正 ,相反 的 方向 为 负 . 记 为 图 15.1 
Arg z. ` 

显然 ,车 $ 是 x 的 一 个 辐 角 , 则 z 的 每 一 个 辐 角 与 它 相差 2x 
的 一 个 整数 倍 ,而 Ата = 所 表示 的 就 是 = 的 全 体 辐 角 所 成 的 
集合 . 
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定义 15.2.7 为 了 单 值 性 的 考虑 ,限制 辐 角 ó 的 范围 使 区 间 
长 度 不 超过 27, 称 为 辐 角 的 主 值 (principal value of argument) , 记 
为 arg х, ЯЖ, 

Arg z=arg z+2kr (k=0,+1,+2,---.). 

最 常见 的 主 值 范围 有 两 种 : 

一 r<<arg 2 «л Íj 0<агр z <2x. 


15.2.3 复数 在 极 坐标 系 下 的 表示 法 


在 复 平 面 内 引进 极 坐标 使 极点 与 原点 重合 , 极 轴 与 z 轴 正 方 
向 重合 . 根据 坐标 变换 有 
z=p(cos $+i sin $). 
这 是 复数 的 三 角 表 示 法 . 又 由 Euer AR: V € R ,有 
e''=costtisint. 
从 而 有 复数 的 指数 表示 法 
z=pe'. 
性 质 15.2.8 复数 = 的 模 定义 为 
о= 12| = /(Re z) + Па 2) = Vr +y. 
它 有 性 质 
(1)|z| 宇 |Re z|, |z|>|Im |. 
(2) [51< (Ке z|+|Im |.,|х+у|<|х|+|у!. 
03) 1=1= ||. 
Еж 15.2.9 辐 角 的 性 质 为 
(1) Атр zx 一 一 Arg z. 
(2) =© | | = |; |, arg z =arg z: (在 同一 主 值 范围 
内 ). 
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15.3 复数 的 运算 法 及 其 几何 意义 
15.3.1 加 、 减 法 


定义 15.3.1 两 复数 z = л, +iy z: =x: Һіу 相 加 (addi- 
tion)( 减 (subtraction)) 规 定 为 实 部 、 虚 部 分 别 相 加 ( 减 ), 参 见 
图 15. 2， 

| = (20 л) Ну +y). 

ЕЖ 15.3.2 

(1) 复数 的 加 、 减 运算 与 向 量 的 运 
算 一 致 . 

(2) 加 法 的 几何 意义 是 :将 Oz 沿 
0 平移 ,使 其 起 点 与 z 相 重合 时 ,其 
终点 即 表示 2 +>. 

(3) 减法 的 几何 意义 是 :将 Ow 沿 
Os 反 向 平移 ,使 其 起 点 与 一 zz 重合 
时 ,其 终点 即 表示 zi 一 zs. |z 一 zz | 表示 z 到 z, 的 距离 . 

(4) 下 列 不 等 式 成 立 : 

Га + 1а 1-11, 
Га 2212112 1—12 11. 

(5) 下 列 等 式 成 立 : 

Га tzl? + а о 12 20, [2 [6 12); 


z+: = 2Re z, z — z = 2i Im zx; 


15.2 


х — 2 


2“ 
ЖЕНЫ по ЮУ. 
01 15.3.3 作出 下 列 各 式 所 表示 的 图 形 : 
A) |z—z |> |z—=|; 
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z+z 
= 


Re z = Im z = 


(2) |Е—а|<К,ЖФ a 为 复 常 数 ,R 为 正 数 . 

E 注意 到 |z 一 al 表示 > 到 a 的 距离 ,分 别 作 图 如 下 . 

(1) 注意 到 |z 一 zi l= 12-21888 = > 的 中 垂 线 方程 . 故 
z 一 zi| 之 |z 一 z | $|«— | = |z— =o | 的 不 包含 正 实 轴 一 侧 
的 平面 点 集 . 


k-zij=l z-z} 


(2) 由 于 |z 一 a| = 及 是 以 a 为 圆心 ,R 为 半径 的 圆周 的 方程 ， 
故 |z 一 a|<R 是 以 a 为 圆心 ,R 为 半径 的 圆 的 内 部 . 
例 15.3.4 求 过 两 已 知 点 ,二 (天 zi )》 
的 直线 方程 . 
. # 从 图 15.3 可 见 , 凡 在 直线 上 的 点 = 
RUME ауа КАП С] 
же = 一 定 在 n n 的 连 线 上 ,所 以 直线 
方程 是 = 一 =Ma, а) ,其 中 为 任意 实数 . А 15.3 


15.3.2 乘法 


ЖУ 15.3.5 两 个 复数 z z 相 乘 规定 为 关于 i 的 两 个 一 次 
RHR (multiplication) : 
ziz: 一 (Zi 十 iyi)(zz 十 iyz) 
一 (zizz 一 Jyz) 十 iCzlyz 十 zzyi) 一 zzzl。 
由 定义 式 可 知 ,乘法 是 可 以 交换 的 . 
变换 成 极 坐标 时 , 令 
ek 


х,=@,сОз frs у,=@зїп 办 (2=1,2), 
则 有 
2122 =p o: [cos (фу + ф;)-Е1 sin(é, + )J, 
或 
жут; = (ре ) (ре ) =рре s+), 
性 质 15.3.6 
(1) 乘积 的 模 等 于 模 的 乘积 ;乘积 的 
辐 角 等 于 辐 角 的 和 . 
D 几何 意义 是 :将 z, (zi ) 旋 转 加 
(多 ) 角 ,再 伸缩 |z | (|z |) 倍 , 见 图 15.4. 
G) Ж z=r+iy=pe*, WA 
= (іу) (гіу) =r +y =|zl?, 
zz=(p č) pè )= P= ||. 
(4) de Moivre 公式 (de Moivre for- 
mula) 设 nn 是 自然 数 ,z=p(cos $8 十 i sin $), ] 
z"=@ (cos mg 十 isin пф). 


15.3.3 除法 


定义 15.3.7 4 2,550 时 ,规定 除法 (division) 为 
1 _ Ziz: (ait Буу) Hilt yi — x y2) 


21 moZ z; +y 
变换 成 极 坐标 时 ,有 
а соз, в) i sin(g, —#), 
或 
a Ренко, 
2 Pp 
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ЕЖ 15.3.8 


(1) 商 的 模 等 于 模 的 商 , 商 的 辐 角 等 于 被 除数 的 辐 角 减 去 除 
数 的 辐 角 . 


(2) 几何 意义 是 :将 x 旋转 一 风 角 ， ,再 伸缩 倍 , 见 图 15.5. 
G) 当 2540 时， 121= 1, а=. 
15.3.4 倒数 


ЖХ 15.3.9 2720 时 ,其 倒数 为 
1_#_ Pkt 

z zz хт тру тти z+y” 

如 图 15. 6 所 示 . 变换 成 极 坐标 时 ,有 

1 соз фр. 51 $ 
о 


z 


Z (eos $— i sin $) 


Е 
= е0, 


图 15.5 
ЕХ 15. 3.10 
两 点 z z 称 为 关于 圆周 C: |z 一 a| = 尺 , 对 称 (symmetry) 是 指 ; 
A) > ,zs 在 从 a 发 出 的 同一 射线 上 ; 
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(2) |z 一 a||z: —a| =R. 

倒数 二 的 几何 意义 是 ,关于 音 
位 圆周 (unit circle) | z | =1 作对 称 
变换 (由 = 得 到 ( 工 ) ) 与 关于 实 钠 


+I 


作对 称 变换 (由 ( 工 
合 .参见 图 15. 7. 


) 得 到 过) 的 复 


图 15.7 

15.3.5 方 根 

定义 15.3.11 n EKF HERK, HH «=ге*, Еп 
次 ( 方 ) 根 (nth гооїіѕ)/ =w ло" =z А В. A 

站 = =, k=0,1, = ,n—1. 

性 质 15. 3. 12 

(1) Fn (>>1) 次 方 就 有 ? 个 不 同 的 根 ， ҳажар. 其 辐 角 
依次 为 业 ， вх, „e f+2@— Dz ? 


n 


(2) ИТИНЕДИ ДЖО 
以 Wp 为 半径 的 圆周 上 . 当 n23 时 , 辐 


角 依次 相差 下 ,因而 以 所 有 的 根 为 顶 
点 构成 一 个 圆 内 接 正 ” 边 形 , 如 
图 15. 8 所 示 . 15.8 


15.4 ” 复 平面 上 的 点 集 


定义 15.4.1 设 a 为 复 平面 内 一 点 ,6 为 一 正 实数 .满足 |z 一 
а|<8 ж = 所 组 成 的 集 称 为 a 点 的 一 个 6 - $B E& C neighbor- 
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hood) , 记 为 
0.08) = {z| |«—а|<8, 6>0). 

EX 15.4.2 满足 不 等 式 0<<|z 一 a|<6 的 全 体 点 所 组 成 的 
集 称 为 a 点 的 一 个 去 心 6 - 邻 域 ,简称 去 心 邻 域 (deleted neighbor- 
hood). 

定义 15.4.3 MRH a 属于 某 一 集 时 ,存在 一 正 数 Ó 使 
DU.(6) 也 全 属于 该 集 , 则 称 点 a 为 该 集 的 一 个 内 点 (interior 
point). 

定义 15.4.4 已 知 一 集 M 及 一 点 $4. 如 果 《 的 每 一 个 邻 域 
U:(6) 内 都 有 属于 M 的 点 ,同时 也 有 不 属于 M 的 点 , 则 称 《 为 M 
的 一 个 边界 点 (boundary point). 

定义 15.4.5 一 集 的 全 部 边界 点 构成 该 集 的 边界 (boundary). 

定义 15.4.6 设 点 “属于 集 M. 如 果 存在 一 个 正 数 6 使 满足 
0<|«—<8 的 全 体 点 都 不 属于 M, 则 称 5 为 M 的 一 个 孤立 点 
(isolated point). 

定义 15.4.7 如果 点 了 的 每 一 个 邻 域 U:(6) 内 都 有 无 限 多 个 
点 属于 集 М.Д gH M 的 一 个 极限 点 (limit point). 

定义 15.4.8 纯 由 内 点 组 成 的 集 称 为 开 集 (open set). 

定义 15.4.9 包含 其 全 部 极限 点 的 点 集 称 为 闭 集 (closed 
set). 

定义 15.4. 10 ШЖЖ M 可 以 包围 在 以 原点 为 心 的 某 个 加 
内 , 则 称 M 为 一 个 有 界 集 (bounded set). 即 存 在 一 正 数 K 使 
Iz|<K(z€E M). 

定义 15.4.11 不 是 有 界 集 的 集 称 为 无 界 集 (unbounded 
set). 

定理 15.4.12 Bolzano-Weierstrass 定理 (Bolzano-Weier- 
strass theorem) 凡 有 界 无 限 集 至 少 有 一 个 极限 点 . 

内 点 一 定 是 极限 点 ,极限 点 一 定 不 是 孤立 点 .极限 点 或 者 是 内 
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点 或 者 是 边界 点 . 
例 15.4.13” 下 列 各 集 分 别 是 开 集 、 闭 集 、 有 界 集 . 


М, = {2|12—а1<0; >O HARFER: U M: 为 界 ; 


15.5 球 极 投影 


为 了 某 些 系统 性 的 叙述 或 简化 的 目的 ,例如 使 当 < 一 0 时 ,二 


也 有 意义 ;简化 亚 纯 函 数 (meromorphic functions) 的 某 些 性 质 等 ， 
数学 家 们 引进 了 一 个 理想 的 点 作为 (在 倒数 的 情况 ) 与 原点 相对 应 
的 点 , 称 为 无 穷 远 点 , 记 为 co. 它 的 模 就 规定 为 十 oo; 辐 角 无 意义 ， 
或 说 : 辐 角 不 定 . 达到 这 个 目的 的 最 常用 的 经 典 方法 就 是 球 极 投影 
(stereographic projection). 

取 直 径 为 1 的 球 与 复 平面 切 于 坐标 原点 . 建立 空间 直角 坐标 
Ж Onr. 令 OEO) 分 别 与 实 轴 、 虚 轴 重 合 ,方向 一 致 .于 是 球面 方程 为 

er 
称 球面 上 点 (0,0,1) 为 北极 , 记 为 N( 见 图 15.9). 平面 上 每 一 个 点 
z(x,y) 与 北极 的 连 线 交 球 面 于 另 一 点 P(6,7, 区. 这样, 除了 N = 
外 , 复 平 面 上 的 点 与 球面 上 的 点 一 一 对 应 (one to one correspon- 
dence) ,并 且 Р-+ № |х| +оо. 
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图 15.9 


定义 15.5.1 复 平 面 上 与 N 点 成 一 一 对 应 的 点 为 “oo” 点 
(infinity). 
ЖХ 15.5.2 在 球 极 投影 下 , 复 平面 上 加 进 了 oo 点 ,形成 了 
同 球面 一 样 的 一 个 闭 集 . 称 为 扩充 了 的 复 平面 (extended complex 
plane) ,简称 闭 复 平面 (closed complex plane). 
定义 15. 5.3 在 球 极 投影 下 ,球面 上 的 点 与 复数 等 同 (identi- 
fy) ,北极 等 同 于 ce 点 . 球面 称 为 复 球面 (complex sphere) ,也 称 为 
Riemann 球面 . 
公式 15.5.4 球 极 投影 中 点 与 点 的 对 应 关系 可 以 通过 复 平 
面 上 点 的 坐标 与 球面 上 点 的 空间 坐标 解析 地 表示 如 下 : 设 平面 上 
的 点 为 z(x,y), 球 面 上 的 点 为 PE, 1,6), WJ 
faat = z+z 
1+|z=Ë 2а+1[#]®” 
2—2 


= y = S= s 
ЛІР лаж 
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15.6 复数 列 的 极限 


定义 15. 6.1 如 果 复 平面 内 集 M 的 点 都 可 以 按照 一 定 规律 
与 全 体 自然 数 集 N 成 一 一 对 应 , 则 称 集 M 是 可 列 的 (enumera- 
ble). М 可 以 记 为 {z,) 或 {zi ,zo，…,z,，…). 也 称 M 为 复数 列 
(sequence of complex number). 

ЖХ 15.6.2 如果 对 于 复数 列 {z,} 存 在 一 个 复 常数 a( 不 依 
赖 于 2 具有 以 下 性 质 :对 于 任意 给 定 的 正 实数 es, 都 存在 一 个 正 整 
数 N (EK n> N BHE f |z, —a | <s, 则 称 数 列 {z,)( 当 n— + co 
时 ) 以 а 为 极限 , 记 为 lim 2, =a, z, >a. 

定义 15.6.3 ШЖ lim z, 二 a, 则 称 复数 列 {z,} 是 收敛 (con- 
vergence) 的 ,或 收敛 到 a, 见 图 15. 10. 如 果 极 限 不 存在 , 则 称 复数 
列 {z,) 发 散 (divergence). 


图 15.10 


定理 15.6.4 设 z,=z, 十 iy, (п=1,2,3,:--),а=а+4-18, W 
іт z=aS lim xz,=a, іт y,=p. 


定理 15.6.5 ШЖ lim =, =a, W] lim |z,|=|al. 


* ”这 里 iz, 一 a| 是 复数 z, 一 a 的 “ 模 ”. 
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15.7 复数 项 级 数 的 收敛 性 
15.7.1 收敛 定义 及 判别 法 


定义 15.7.1 复数 项 级 数 үс, == + jz He 


н 


„= 2, іу, (п 一 1,2,3,…) 的 前 ”项 之 和 称 为 该 级 数 的 
第 n 部 分 和 (partial sum) , 记 为 


=Ðasatat Hz. 
ЖХ 15.7.2 如 果 部 分 和 数列 {S,) 的 极限 存在 , 即 lim S, = 


S, 则 称 级 数 Узе; 收敛 (convergence) ,其 和 为 S. WRS) ЖИ 


定理 15.7.3 级 数 收敛 的 必要 条 件 是 :如 果 YQ 收敛 , 则 


lim z, = 0. 
= 


定理 15.7.4 设 zz 二 zx, 十 iy, (n=1,2,3,). 级 数 Èa ik 
剑 的 充 要 条 件 是 >= У. R t, 

定理 15.7.5 ШЖ > ACESI Èa 也 收敛. 

定义 15.7.6 如果 D | = | A.M Yl 绝对 收 全 


(absolute convergence). 如 果 > |z, | 发 散 , 而 з, 收敛 , 则 称 
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> z, 条 件 收敛 (conditional convergence). 
例 15.7.7 判断 下 列 各 复数 项 级 数 的 收敛 性 : 


DÈ о е e + олт. 


解 
(1) 各 项 取 模 ,所 得 正 项 级 数 可 用 比值 法 判 敛 : 
7 十 1 (2)" woke p. | 
uya Cs: n di п `2 2 <1. 
故 知 所 给 复数 项 级 数 绝对 收敛 . 


(2) 各 项 的 模 都 等 于 1, 从 而 通 项 不 趋 于 0, 因 此 级 数 发 散 ( 定 
BB 15.7.3). 


(3) 各 项 取 模 后 成 为 调和 级 数 (harmonic series) > 1 ,发 


散 . 故 知 原 给 级 数 不 是 绝对 收敛 的 . 为 了 判断 收敛 与 否 ,将 级 数 的 
实 、 虚 部 两 个 级 数 分 开 考虑 . 由 
l wu_l1 пту. L пт 
2, ет соз 十 1 一 Sin ， 
п 2 п 2 


当 nn 为 奇数 时 实 部 为 0; 当 为 偶数 时 虚 部 为 0: 
Уеа, = Уве zu = 2 ‹ 1 , 
Dm = У Zua = > с А 


两 个 级 数 都 是 交错 的 且 满足 Leibniz 准则 ， 都 是 条 件 收 全 的 . 所 以 
原 级 数 条 件 收 敛 . 


15.7.2 绝对 收敛 级 数 的 性 质 


设 Ула, У), (a, b, 都 是 复数 ) 都 绝对 收敛, 则 
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(1) 把 它们 各 自 的 项 按 任 一 种 次 序 重新 排列 之 后 所 得 的 级 数 


仍 绝对 收敛 . 
(2) 相 乘 后 
(Ya, TOD )= PD arb, + абы 十 … 十 ab)， 
n=l n=l] n=l 
等 号 右 端的 级 数 仍 绝对 收敛 ， 
15.8 路 径 与 域 


在 复 平 面 上 ,变量 = 的 变化 范围 最 常见 的 有 两 种 :路 径 、 域 . 

定义 15.8.1 WR TU) yO) EH aP it H E CR) K 
数 , 则 х=тх(),у=у()(а<:=#),[ Т =R zaart) + 
iyt) (a< < 0) SË E ## h 0 # #& J> 38 (parametric equation). 
# (AA [Б] EE В $Ë (oriented continuous curve) , 称 z(a) NZ 
曲线 的 起 点 (initial point) ; <(B) 为 终点 (terminal point). 曲线 的 方 
向 取 为 上 增 大 的 方向 . 

定义 15.8.2 ”一 连续 有 向 曲线 如 果 没 有 重点 (multiple 
point) , E] 4 ti Zt, 时 200) 36200) Kh t SA RRA 
Jordan 34 (Jordan arc). 

ЖУ 15.8.3 ауан, хл (2),y (1) 连 续 且 不 
ARAE, В 200) = 200) +iy(t) AAR R RRA E a e 
动 的 切线 ,此 时 称 该 曲线 是 可 求 长 的 连续 曲线 (rectifiable contin- 
uous curve) ,或 称 之 为 光滑 (smooth) 曲 线 . 

定义 15. 8.4 一 可 求 长 的 Jordan 弧 称 为 一 路 径 段 (path seg- 
ment). 

EX 15.8.5 将 有 限 条 路 径 段 做 一 排列 ,使 每 一 段 的 起 点 
与 前 一 段 的 终点 连接 起 来 ,就 得 到 一 条 路 径 (path). 它 可 以 表 
示 为 
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2=2(1) (а <t<a;). 

ЖХ 15.8.6 ШЖ == 2:00) (а <ta) Ж z(a) = 
z(a) ,就 称 该 路 径 为 闭路 径 (closed path). 

定义 15.8.7 ”如果 闭路 径 除 
z(al) 二 z(Qs) 外 没有 其 他 的 重点 就 称 
为 简单 闭路 径 (simple closed path)， 
见 图 15. 11 

定义 15.8.8 平面 上 的 一 个 点 
R M 称 为 一 个 域 (region) ,如果 : 

(1) M 是 一 开 集 ( 定 义 15. 4. 8)， 
即 它 的 每 一 个 点 都 是 内 点 (定义 15.4.3); 

(2) M 是 连通 的 (connected) , 即 对 M 内 任意 两 点 z, , z, 都 可 
用 一 折线 (这 折线 上 的 点 全 部 属于 M) 连 接 起 来 . 

定义 15. 8. 9 ”一 个 域 与 其 全 部 边界 点 的 并 (和 ) 集 称 为 一 个 
闭 域 (closed region). 

ЖУ 15.8.10 ”如 果 全 部 位 于 域 D 内 的 任意 一 条 简单 闭路 径 
所 包围 的 点 都 属于 D, 则 称 该 域 D 为 一 单 连通 域 (simply connect- 
ed region). 

定义 15.8.11 不 是 单 连通 的 域 称 为 多 ( 复 ) 连 通 域 (multiply 
connected region). 

设 Co,C,Cs，…,C, 是 n 十 1 条 互 不 相交 的 简单 闭路 径 满足 : 

(1) С.С, =: , C, 中 的 每 一 条 都 不 被 其 余 的 任意 一 条 简单 闭 
路 径 包 围 ; 

(2) C, Case C, 全 都 被 C。 包围 . 
以 这 ”十 1 条 简单 闭路 径 为 边界 的 域 是 多 连通 的 ,这 时 也 称 该 域 是 
n 十 1 连通 的 , 见 图 15.12. 


非 简单 闭路 径 


<А, 


图 15.11 


` 404 + 


二 连通 域 三 连通 域 
Ci 退化 成 一 点 


а - 
x x 


图 15.12 


定理 15. 8. 12 Jordan 定理 (Jordan theorem) 一 条 简单 闭 
路 径 C 将 复 平 面 分 成 两 个 域 ,其 中 一 个 是 有 界 的 , 称 为 C 的 内 部 ， 
另 一 个 是 无 界 的 , 称 为 C 的 外 部 ,C 是 两 个 域 的 公共 边界 . 


15.9 复 变 函 数 


ЖХ 15.9.1 设 M 是 复 平面 内 的 一 个 点 集 ,z 表示 属于 M 
的 任 一 元 素 , 称 > 是 复 变 量 . 点 集 M 称 为 x 的 变化 域 (domain of 
variation). 如 果 有 一 复 变 量 w 随 着 > 而 变 , 即 对 于 变量 x 所 取 的 
每 一 个 值 ,按照 一 定 的 规律 f 总 有 惟一 确定 的 复数 值 w 与 之 对 
应 , 则 称 w A z 的 一 个 ( 单 值 ) 复 变 函数 (function of a complex varia- 
ble). z 为 自 变 量 . 记 为 w= f(x). М 称 为 函数 的 定义 域 (domain of 
definition). 复 变 量 w 所 取得 的 值 的 全 体 称 为 函数 凤 = f(z) 的 值 域 
(domain of values). 0 5 N. 

如 果 令 z=r+iy, w=u+iv, i] 
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= f(z=)= f(z=+ iy)=u(xrm,y)+ivu(xr,y). 
所 以 研究 一 个 复 自 变量 的 复 函 数 相当 于 研究 两 个 有 顺序 的 实 自 变 
量 的 二 元 实 函 数 . 

ЖХ 15.9.2 Kğ w= f) fE r FELEM ñj z = r+iy 
与 w 平面 上 集 N 的 点 ww 二 wu 十 iv 相对 应 ,这 种 对 应 关系 称 为 集 M 
上 的 一 个 映射 (mapping)( 映 象 . 写 象 .变换 ) 矿 

定义 15.9.3 映射 了 将 点 z 映 成 点 zw, ъй = 的 象 点 
(image point) ,简称 为 象 (image),z 称 为 w 的 原 象 (inverse im- 
аде). 

例 15.9.4 已 知 映射 /使 w==|z|. 求 < 平面 内 点 的 象 . 

解 ”因为 ,对 = 平面 内 所 有 点 ,|z| 总 不 小 于 零 .所 以 象 点 的 全 
体 组 成 了 正 u 轴 及 原点 w= 二 0. 而 且 模 相等 的 点 具有 相同 的 象 . 

例 15.9.5 在 映射 =z 下 , 求 下 列 各 点 集 的 象 : 

(1) 直线 z=1; (2) Җ y> z. 

解 (1) z=r+iy, w=u+iv, H w=? H u=r— y, 
то=?ху.х=1 RAME y uv У о =—4lu—1). 所 以 
直线 z=1 的 象 点 的 集合 是 一 条 抛物 线 . 可 参见 图 15.13. 


图 15.13 
《2) 凡 在 域内 的 点 ,其 辐 角 范 围 为 下 <arg z<. ARI 


(定义 15. 3. 6), <arg <. 所 以 象 域 是 去 掉 正 v 轴 的 w 平 
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面 (或 说 沿 正 v 轴 有 割 缝 (cut) 的 zo 平面) ,可 参见 图 15.14. 
> 


图 15.14 


例 15.9.6 在 映射 u= FOR zx 平面 内 下 列 图 形 的 象 , 


(1) #8; (2) 圆周 . 
解 (1) 设 a,p8,7 为 任意 实 常数 ,z 平面 上 的 直线 方程 为 wz 


+Ву+7=0. 4 z=r+iy, w=u+iv, H w Lz 十 分 开 实 、 


虚 部 ,从 下 列 联 立 方程 组 : 
az 十 By 十 y=0， 


8 
=———5, 
и +u 


кеш 
ЕЕ: 
消去 z,y 得 
аи – Во+ (и? +1?) =0. 

Ф y=0 时 , 象 曲 线 是 一 过 原点 w=0 的 圆 , 原 象 是 不 过 原点 
2=0 的 直线 (过 一 co 点). 

© y=0 时 , 象 曲线 是 过 原点 w=0 的 直线 , 原 象 是 过 原点 
x 一 0 的 直线 . 

(2) z 平 面 上 的 圆周 方程 为 |z 一 a| =R, HP a 为 任意 复数 ,RR 


为 正 实数 .将 w= RAH =R. 


1 
=-= ë 
ш 
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O “=0. 象 是 圆周 |w| = 去, 原 象 是 圆周 |z| =R. 


£ 
wo 
ES WN “к. 
lwl la| 
当 R=|al 时 , 象 是 一 直线 | 一 二 | = |w| ,不 过 原点 w=0, 
而 原 象 |z 一 a| ==1a| 是 过 原点 z=0 的 圆周 . 
34 R 关 |a| 时 , 象 是 一 圆周 
kars R 
la—R | [121—1] 
+ 
азе и п] аатина, 
lwl a 
#1 15.9.6 可 总 结 如 下 : 
J: zt 
азии 02 оз 
直线 一 过 =0 直线 
m= ~ mi 
不 过 z=0 
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16 解析 函数 


存在 不 同 的 引进 解析 性 的 途径 . 一 个 基本 的 途径 是 , 先 由 
Cauchy, 后 由 Riemann 给 出 一 种 函数 的 构造 性 质 一 一 关于 复 变量 
存在 着 导数 ,或 者 复 微分 . 这 个 途径 紧密 联系 着 几何 . 另 一 途径 ,是 
H Weierstrass 系统 地 发 展 起 来 的 ,是 基于 可 以 表达 成 寡 级 数 的 可 
能 性 上 的 复 变 函 数 . 

复 变 函数 论 的 基本 事实 在 于 ,在 复 平面 上 的 任意 域内 ,由 上 述 
不 同 途 径 所 考察 的 相应 的 函数 类 是 相同 的 . 

Cauchy-Riemann 方程 把 数学 物理 中 的 问题 与 复 变 函数 论 联 
系 起 来 ,而 Riemann 面 则 是 Riemann 用 来 处 理 多 值 函数 的 一 个 关 
键 性 的 概念 . 


16.2 复 变 函数 的 极限 与 连续 性 


定义 16.2.1 设 已 知 平面 域 (连通 开 集 )D, z 为 D 内 一 点 , 单 
值 函 数 w==f(z) 在 域 D 内 (不 考虑 z 点) 有 定义 . 如 果 存 在 一 个 复 
常数 A( 不 依赖 于 z) 具 有 性 质 : 对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 都 存在 一 个 
正 数 6, 使 当 0<|z 一 %|<6 时 恒 有 | f(z) 一 A|<e. 我 们 就 称 复 常数 
A 为 函数 /(z) 当 自 变量 z 趋 于 x 时 的 极限 (limit) , 记 为 

lim f(z)=A. 
定义 16.2.2 如 果 函 数 SOE zo。 点 有 定义 , 且 极 限 值 A 等 
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于 函数 值 limf(z) 二 f(z。), 则 称 函数 f (z) Е zo 点 连续 (contin- 
uity). 

定理 16.2.3 函数 /(z=)=u(r,y)+iu(r,y)fE ER zo = xz + 
iyo 连续 的 充 要 条 件 是 wz,y),v(z,y) 在 点 (zs,y) 处 都 连续 . 

如 果 令 Az=zr— 20, Дю flr + Az)— f(x). ИКУ 


lim f(z + Az) = /(), (16.1) 
或 
lim[ /( + Az) — f(zo) J = 0, (16.2) 
或 
limAw =0. (16. 3) 
函数 的 连续 性 还 可 以 表述 如 下 : 


定义 16.2.4 如 果 对 于 域 D 内 任意 选择 的 一 串 数列 =, ， 
xz M z, fE n 趋向 的 过 程 中 趋 于 zo ,而 函数 值 w, = 
РС.) Со) ,就 说 f(z) 在 点 zo。 处 连续 . 

定义 16.2.5 ”如果 函数 f(z) 在 域 D 内 的 每 一 点 处 都 连续 ， 
就 说 函数 在 О 内 连续 . 

定义 16.2.6 如 果 函 数 f(z) 在 一 路 径 工 的 每 一 点 zo 处 , 当 
z€ L EISOD fC) АРЕВА ИЕ e H3E|z— = | <à, 
即 对 每 一 点 z。 EL 都 有 lim f(z) = f(zo) , 则 称 w= СВЕ 

(z€ L) 

21.8. 

ЖХ 16.2.7 函数 F(z) 在 域 D 的 一 个 边界 点 zo 处 连续 是 
指 :函数 在 ж 点 有 定义 ,并 且 lim f(z) = fC). 


«єр 


EX 16.2.8 ЖЖ ЕЖЕ Т RFR (0) 和 一 个 集 M. 如 
果 M 的 每 一 点 至 少 属于 {0) 中 的 某 个 域 o, 则 说 这 类 开 域 {o} 覆盖 
(cover) 集 MM. 

定理 16.2.9 Heine-Borel Ж ”如果 有 界 闭 域 万 的 每 一 点 
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xz 都 是 一 个 ( 开 ) 圆 kK: 的 中 心 , 则 在 这 些 圆 中 必 存 在 有 限 多 个 圆 覆 
羡 万. 

定义 16. 2. 10 ”如 果 函 数 f(z) 在 闭 域 .的 每 一 点 处 都 连续 ， 
就 说 函数 在 闭 域 D 上 连续 . 

定义 16.2.11 设 函 数 w=f(z) 在 D 内 有 定义 . 设 zi,z; 为 
D 内 任意 两 点 . 如 果 对 于 任意 正 实数 e, 总 存在 正 数 $( 不 依赖 于 
zi ,zz ) 使 当 |zi 一 zo | 过 6 时 恒 有 [wi 一 wo|=|f(z1) 一 f(zi)|<<e， 
就 说 函数 w= 二 f(z) 在 DD 内 一 致 连续 (uniform continuity). 

定理 16.2.12 ARAR D 上 的 连续 函数 在 该 闭 域 D 上 一 
致 连续 . 

性 质 16.2.13 在 有 界 闭 域 D( 或 路 径 L) 上 连续 函数 的 几 个 
重要 性 质 : 

(1) = f (z) # R, B| £ ТЕТЕ Ж K( 不 依赖 于 x) 能 满足 
І/6)1<К 当 z€ D(sË z€ L). 

(2) ЖРО DEKAR w= 170) | 达到 最 大 值 、 
最 小 值 . 

O 对 于 任意 两 个 值 | wi | < xo |, 必 有 一 值 |w| 存 在 使 
lwl<lwl<lwl. 


16.3 复 变 函数 的 导数 


EX 16.3.1 设 单 值 函数 w= VOER DAAE. 又 设 
ziz ED,z 玫 ,如果 极限 lim LELEO 存在 ,就 说 单 值 函 数 


ш= РО) ЖЕ zo JETT $ (differentiable). 并 称 该 极限 值 为 函数 
ш= f (z) 05 zo 的 导数 (derivative) 或 微 商 (differential quo- 
tient) , 记 为 f (zo). 
若 令 z= 二 zo 十 Az,f(z) 一 f(zo)= f(zo 十 Az) 一 f(zo)==Aw, 则 
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f (2) = lim 2° = dw 


о Ат Ра š 


定义 16.3.2 如果 等 式 Aw=AAz 十 olAz) (其 中 A 是 一 复 


=w |e. 016.4) 


HB ле==— Н lime 一 0) 成 立 , 就 说 函数 w= fo E 
zo 点 可 微 (differentiable) ,表达 式 Але № w= f(z) 在 zo 
点 的 微分 (differentiation). 记 为 dw,dw=AAz. 
定理 16.3.3 函数 f(z) 在 z, 点 可 微 的 充 要 条 件 是 f (z) fE 
zo 点 可 导 ,并且 dw=f (2) Ас. 这 时 ,常用 dz 代替 Az 而 写成 
dw= f” (zo) 2. (16. 5) 


例 16. 3.4 求 函 数 о Тае ORNER. 
R ”根据 定义 ,函数 在 z 点 的 导数 是 


1 f(z+ Az)— f(z) 1 £ 1 
fe lim Az һа [ZT z] 
= lm 一 一 = = 
szo z(z + Az) z 


算法 16.3.5 根据 定义 可 知 导 数 的 运算 法 与 一 元 实 自 变 量 
的 实 函数 的 求 导 法 一 致 :如 果 两 个 不 同 的 函数 f(z),g(z) 在 同一 
点 zx 有 导数 存在 , 则 有 

(1) [feg] = f'(z)+g' (z), 

DEEDES f'(z)g(z)+ f(z)g (z), 


(3) созо а}. ӘЛ ren Ән"), 


而 且 有 复合 函数 求 导 法 :如果 5 一 A(z) 在 点 ЖП уо f(t) E 
相应 点 名 (=A(zo)) 处 可 导 , 则 ш= Sf ADER zo 处 可 导 , 并 且 


dw dw dý , 
de lea ае f (CR (ш). 


定理 16.3.6 函数 也 = F(z)=x(Czyy) 十 io(zyy) 在 点 z = 
° 412. 


Zo 十 iyo 处 可 导 的 一 个 充 要 条 件 是 : 
(1) w(z,y) ,v(x,y) 在 点 (zo ,yo) 处 可 微 ; 
(2) x(z,y),uCzyy) 的 一 阶 偏 导数 满足 下 列 方程 (Cauchy-Ri- 
emann 方程 组 (定义 16. 3. 7)). 
ди дъ 


_ дъ ди 


Эх кз {сос 一 一 区 (16. 6) 
дж |у) 9У|‹.%› IT |, ду {суу 
这 时 
ди . ðv до 1 ди! 
(20) === i= = 00. 
а э» Prl дуй» і дур 
= p ач 120 (16.7) 
Oz] — 9ylou IIl джс, 
у ди дъ дъ ди 
ЕХ 16.3.7 偏 微分 方程 组 并 | ж 


为 Cauchy-Riemann 方程 组 (Cauchy-Riemann equations) , 简称 
C-R 条 件 . 
在 极 坐标 系 z= 二 pe* 中 ,C-R 条 件 具 有 如 下 形式 : 
ди_ ləv дъ 1 аи 


; 7 16. 8) 
др 038 др 02$ 
从 而 
n 1 ди . 13v 1 (до _. 2u 
У) ояр H ag F EDIE (16.9) 


16.4 复 变 函数 的 解析 性 


复数 的 向 量 表示 法 使 得 平面 向 量 场 都 可 以 用 复 变量 进行 研 
究 ;C-R 条 件 的 成 立 导 出 了 复 变 函数 在 调和 场 的 应 用 . 
定义 16.4.1 如 果 函 数 f 在 域 D 内 每 一 点 处 都 可 导 , 就 说 函 
Ë f ERD 内 是 正则 解析 的 (regular analytic) ,简称 解析 的 或 正 
则 的 (regular). 也 说 ff 是 DD 内 的 一 个 解析 函数 (analytic function) ,并 
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称 D 为 函数 f їй—1 Т region of regularity). 

定义 16.4.2 如 果 对 于 域 D 内 一 点 ,存在 一 个 邻 域 ,使 函 
数 了 在 此 邻 域内 是 解析 的 ,就 称 点 z 为 的 一 个 正则 点 (regular 
point) (或 解析 点 (analytie point) ). 

非 解析 点 称 为 奇异 点 (singular point) ,简称 奇 点 . 

定义 16.4.3 ”如 果 路 径 L 上 的 每 一 点 都 是 函数 的 解析 点 ,就 
说 这 函数 在 L 上 (正则 ) 解 析 (regularity along a path L). 

例 16.4.4 判断 下 列 各 函数 在 何 处 可 导 ? 在 何 处 解析 ? 

(1) w=z; (2) ш= Rez; (3) w=r +iy; 

(4) w=sin т ch у+і cos z sh y. 

解 DRE ulz, y)=Rew=zr, o(z.y)=Imx=—y.4 + 


一 阶 偏 导数 都 存在 并 且 连 续 . a=] 知 不 满足 C-R 条 


件 , 因 而 函数 恒 不 可 导 . 

(2) 这 时 u(r,y)= x, u(z,y)= ry 在 复 平 面 内 处 处 可 微 ， 
H C-R RHR 22= 2, y=0, Ц w= =Re z 只 在 原点 可 导 
(导数 值 为 0) ,没有 解析 点 . 


ди _ до У ди К 
(3) 因为 并 22,35 25» 52 0.55 0. 由 C-R 条 件 可 


知 , 凡 在 直线 y= 一 + 上 的 点 都 可 导 , 导 数值 为 27( 二 一 2y). 没有 
解析 点 . 

(4) AX ulz, y)=sinrchy vlz, y) =coszshy 处 处 可 微 并 且 
C-R 条件 恒 成 立 , 所 以 w 在 复 平面 内 处 处 可 导 .处 处 解析 , 导 函 数 


为 w =cosrchy—isinrshy. 


定义 16.4.5 偏 微 分 方程 十 一 0 称 为 二 维 调和 方程 
或 Laplace 方程 . 该 方程 的 解 称 为 调和 函数 (harmonic function). 

定理 16.4.6 解析 函数 w= Сс) ЗЕЙ u (xz, у), RR 
”zyy) 都 是 调和 函数 . 


* 414 


定义 16.4.7 ШЖ F(z)=x(z,y) 十 iv(z,y) 是 解析 函数 ,就 
Ў ибх, у) обу) А. 这 时 一 wzCz,y) 和 u(x,y) 也 
ЗЕ: Я А Ў (Һагтопіс conjugates function). 

B 16.4.8 ШЕВ ulr, у) =2ху 是 调和 函数 .并 求 以 4 为 实 部 
的 解析 函数 w= f(z) =и іо. 


解 首先 验证 wz,y) 一 2zy 满足 调和 方程 :办 一 2y, = 
2л. 21=0,5-®=0. ВШ ист, у) Яа. 


2 
дт 


现在 由 C-R 条 件 求 虚 部 vry). #й29=—5#—2у Ж от, 


у) +400) ,其 中 OE r MRAR y EX. Lh =E 


18 p (r) =— 2r. 积分 得 到 pr) =r +a, а 为 一 实 常数 . 所 以 
求 得 虚 部 vr, y) =y 一己 十 ,因而 所 求解 析 函 数 是 


w= flz)=2ry+ily — z’ +a) iz +ia. 


16.5 初等 超越 函数 


16.5.1 指数 函数 
定义 16.5.1 指数 函数 (exponential function)es 定义 为 


e= > 2 14 #+е t= +u Hee, |z |<+=eo, 


性 质 16. 5.2 
(1) 对 于 任意 两 个 复数 z z 有 
еп е 一 em。 (16.10) 
当 z =r, n= іу 时 ,根据 Euler 公式 ,有 
e =e" = еге? =e (cos y+isin y). (16.11) 


• 415 • 


(2) 它 是 周期 函数 . 34 k 为 任意 整数 时 便 有 ебе. 具有 
虚 周 期 2ri. 
G) |e*|=e’ 二 0, 因 此 函数 值 e° 恒 不 等 于 0. 


(4) 在 复 平面 内 处 处 解析 ,上 且 de е 


dz е. 

(5) 当 -~>co(|z| 一 十 ce) 时 ,es 没有 极限 . 
例如 当 xz 一 十 co 时 e 一 co; 当 zx 一 一 co 时 e—0. 

(6) 映射 S ware, z=r+iy ДИЕВ ш=е 下 有 г=е'. 

O=y+2kr,  k=0, +1, +2, 

Ф Ж = e: E z 平面 内 的 直角 坐标 系 映射 成 中 平面 内 的 
RERA: 

@ w=0 不 是 象 点 ; 

@ 这 映射 不 是 一 一 对 应 的 . 

如 果 限 制 у 的 区 间 长 度 不 大 于 27, 任 意 取 定 值 , 则 映射 成 
为 一 一 对 应 . 例如 取 0<у<2х, #=0,Ш > 平面 内 的 带 形 域 (strip- 
like region)0<y< 27 一 对 一 地 映射 成 沿 正 4 轴 有 割 颖 的 ww 平 
HL, HES 16.1 所 示 . 


z— w=e: 
— 


图 16.1 


定义 16.5.3 ”如 果 域 D 内 的 解析 函数 是 双方 单 值 的 , 即 映射 

是 一 一 对 应 的 ,就 说 域 D 是 该 解析 函数 的 一 个 单 叶 性 域 (single 

sheet region). 这 时 也 说 该 函数 在 域 D 内 是 单 叶 的 (single sheet). 
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#1 16.5.4 2kn<y<2(k+1)x (一 0, 士 1, 土 2,…) 与 
(2k—1)z<y<(2k+1)x (=0, 土 1, 士 2,…) 都 是 指数 函数 岂 一 
e° 的 单 叶 性 域 . 


16.5.2 三 角 函 数 


定义 16.5.5 正弦 (sine)、 余 弦 (cosine) 正切 (tangent) 、 余 
切 (cotangent) 函 数 定义 如 下 : 


| 
in z = a с 
sin z > D! FDI 
=z- tlet,  Jel<+o; (612) 
3! 5! 
= š z* 
соз z = ol 1) CHT 
ae И bade 2 оо; 
=1- р дра, z|< 十 co; © (16.13) 
айк ШЕЕ, (16. 14) 
COS 2 
cot z= 2052, (16. 15) 
sin z 
性 质 16. 5.6 
(1) 奇偶 性 
sin(—z)=—sinz, cos( —z)=cosz, 
tan( 一 z) 一 一 tanz， cot( —z)= —cotz. 
(2) 通过 Euler 公式 与 指数 函数 联系 着 ， 
е“ =cos z+i sin z, (16. 16) 
cos z= EE, sin +=®—°—, (16. 17) 
er 一 ez е®—1 __. 2i 
tan ее FD it eet1’ ША 
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cot z= 


(16. 19) 


ааа 
(3) 周期 性 sin х,соѕ z 以 2r 为 周期 ,tan х,со z D, z Ж 
周期 . 
(4) 恒等式 平面 三 角 学 的 一 切 三 角 公 式 对 复 的 三 角 函 数 都 
适用 . 
(5) PA (zero) 
Csin z),-==0, Ccosz),- з: =0 (k=0,+1,2,), 


并 且 这 两 个 函数 没有 其 他 零点 . 

(6) 解析 性 
deina L cos z ges —sin z, |z|<+<°; (16.20) 
dan a =, а к, k=0, 41,42; (16.21) 
dt хт, k=0,+1l,+2,-.. (16. 22) 


(7) 无 界 性 sin z| ,|cos z| 当 |y| 充 分 大 时 都 可 以 任意 大 ， 
因此 与 实 的 情形 截然 相反 , 复 的 正弦 .余弦 函数 都 是 无 界 的 . 

(8) 映射 由 于 具有 周期 性 ,三 角 函 数 在 包含 全 体 有 限 复 数 
的 平面 (1z|< 十 ce) 内 都 不 是 单 叶 的 ,因此 都 不 是 一 对 一 的 映射 . 

例 16.5.7 RH w=cos z 的 一 个 单 叶 性 域 . 

解 “因为 cos = 以 2л 为 周期 ,其 单 叶 性 域 首先 应 考虑 在 一 个 
周期 内 ,例如 0 二 Re z—2x. 


Ee: | 
H w= cos z ТФ w = iz, w = e", Й w= 


2 
z (reti) 70). BE wwr 而 对 应 的 uw 值 相等 . 则 u 与 
w 有 下 列 关系 : 
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ww: (w: — ио") = и, — w’. 


由 此 推 得 ww” =. 可 见 , 上 (下 ) 半 w 平面 或 单位 圆 内 (外 ) 


Гаа 8 e= + (ш +ш- 的 单 叶 性 域 . 今 取 上 半 a, 平面 
0< ага и» <x. 

由 zo; = е“ 有 arg ш» = Im w = Im(iz) = Re z, Bf 1 0 < 
arg иь п 一 0<Re z<x. 

于 是 得 到 w=cos z 的 一 个 单 叶 性 域 为 带 形 域 0<Re z<. 


16.5.3 双 曲 函数 


定义 16.5.8 双 曲 正弦 (hyperbolic sine)、 双 曲 余 弦 (hyper- 
bolic cosine) 、 双 曲 正切 (hyperbolic tangent)、 双 曲 余 切 函 数 (hy- 
perbolic cotangent) 定 义 如 下 : 


sinh — , cosh :一 一 ， 
эше =r = ере са нар 
ЕЖ 16. 5.9 
《1) 奇偶 性 
sinh (—z)= —sinh z, cosh ( —z) = cosh z, 
tanh (— 2) = —tanh z, coth ( —z) = —coth z. 
(2) 周期 性 sinh z,cosh z 以 27i 为 周期 ,tanh z,coth z 以 
хі 为 周期 . 
(3) 与 三 角 函 数 间 满 足 关系 式 
sinh z= —i sin (iz), cosh z 一 cos(iz). 
tanh х= —i tan (iz), coth z=i cot (iz). 
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(4) 解析 性 


d(sinh z) d(cosh z) 
де dz 


一 cosh z, 一 sinh z, |z|<-+<o°. (16.23) 


16.6 多 值 函数 


16.6.1 根 式 函数 w=Vz 及 其 解析 分 支 


根 式 函数 w=/z (w? 二 x) 是 最 简单 的 多 值 函 数 . 当 25760 时 ， 
函数 w 有 两 个 值 ; 


ш=/г=/]е]е То, 一 0,1. (16.24) 
HRE A їй 3 18 6 Bl ЕДЕ 0<arg z=—2x, ДИВ 2J w= 
Vz 不 同 的 两 个 单 值 支 : 
w= МГ Ге, 
w= VIz Те =— у | z Ге. 


而 且 每 一 支 都 是 解析 的 ,分 别 有 ( 见 图 16. 2) 


dw 1 5 dw —1 220, 


dz 2/ТеГе E 
原点 z=0 是 一 特殊 的 点 : 
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Q) 当 z=0 时 w=0( 只 有 一 个 值 ); 

D 当 点 x( 取 0) 围 绕 原点 转 一 周 后 对 应 的 函数 由 一 个 分 支 连 
续 地 进入 另 一 分 支 . 

定义 16. 6.1 如 果 当 点 z ARA a 转 一 圈 后 ,函数 的 值 不 复 
原 而 变 成 新 的 值 ,就 称 点 a 为 该 多 值 函 数 的 一 个 分 支点 (branch 
point) , 简称 支点 . 

EX 16.6.2 ” 凡 不 包含 多 值 落 数 的 支点 的 任何 一 个 域 ,都 是 
该 多 值 函数 的 一 个 单 叶 性 域 ,在 该 单 叶 性 域内 可 以 分 出 多 值 函数 
的 一 个 解析 的 单 值 支 , 称 为 多 值 函 数 的 一 个 解析 分 支 (analytic 
branch). 

#1 16.6.3 >z=0,> 一 cc 都 是 函数 ww 一 Vz 的 分 支点 . 沿 这 两 个 
支点 的 连 线 剪 开 z 平面 ,就 得 到 函数 ww 二 Vz 的 一 个 单 叶 性 域 ( 参 
看 图 16. 2). 

对 w= 二 Vz 的 每 一 分 支 引进 一 个 沿 支点 连 线 剪 开 (例如 沿 正 z 
轴 前 开 ) 的 z 平 面 . 这 两 个 平面 (或 称 为 叶 ) 被 看 做 是 一 个 位 于 另 一 
个 的 上 方 ,并 且 首 先是 在 支点 处 连接 起 来 ;而 在 割 缝 处 则 使 一 叶 的 
上 (下 ) 岸 (bank) 与 男 一 叶 的 下 (上 ) 岸 相 粘 连 . 这 就 得 到 了 函数 
w= 二 Vz 的 Riemann 面 (Riemann surface) ,确切 地 说 , 它 是 二 叶 Rie- 
mann 面 , 参 见 图 16. 3 及 图 16.4. 

š z {Е Riemann 面 上 变动 时 ,w 就 成 为 = 的 一 个 单 值 函数 ， 


y y 


上 岸 argz+2r=2r 


[л п 
下 岸 argz+2r=4T 
@ 


下 岸 argz=2r 
® 


图 16.3 
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@@ Q 
左 视图 二 叶 Riemann 面 右 视 图 


图 16.4 


16.6.2 对 数 函 数 


对 数 函 数 w=Ln z 即 e“ =<. 

性 质 16. 6. 4 

(1) z==e"”=0. 

(2) Ln(zizz) 一 Ln zi + Ln zz. 

(3) 包 平 面 上 边界 平行 x 轴 宽 为 2z 的 带 形 域 都 是 函数 z= e“ 
的 单 叶 性 域 . 

(4) E$ z=pe*, w= 二 wu 十 iv, 则 由 e*=z 有 p==e*,$ 十 2kx 二 v 
(R 一 0, 士 1, 士 2,…). 所 以 

Ln z=Ln p+i(ġ+2kr) (k=0,+1,+2,--.). (16. 25) 
或 写成 


Ln 2=1п|=|+і Arg z. (16.26) 
X38398 2637 ZN. 
(5) 支点 为 z=0,=z= co. fE W Л Ж sx ЖЖЖ Е = 平面 所 
得 域内 ,可 以 分 出 对 数 函 数 w=Ln = 无 穷 多 个 解析 分 支 . 
(6) 当 Arg z 取 主 值 时 , 称 为 对 数 函 数 的 主 值 分 支 , 记 为 (这 
时 Arg z 改 记 为 arg z) 
ln z=ln|z| +i arg z, (16. 27) 
其 导数 为 
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ап а) 1 


dz =" 
并 且 与 其 主 值 分 支 的 关系 如 下 : 
Ln z=ln zx 十 i 2&r， Ь=0,+1,2,++._ (16.28) 


例 16.6.5 求 w=Lnz 在 zo==1 十 i 的 对 应 值 为 w=ln V2 一 
i 并 x 那 一 分 支 时 ,z= 一 2i 所 对 应 的 函数 什 . 
解 ” 按 一 般 公 式 有 
w=Ln zx 一 ln z+2kri=ln|z| +i arg z 十 2Ari 
(一 0, 士 1, 士 2,…). 


ЛЕЖА ша к, A 


arg (1 二 D 十 24x 一 一 二 


从 而 ,由 于 ага AHT RIMEN k=l. 于 是 


w=Ln(z)=In z+i2(—1)x, 
所 以 
xo|.-- = Ln (—2i)=In| —2il| +i arg( —2i) +2( —1)xi. 
随 着 辐 角 主 值 范围 取 为 Karg > 一 2x 或 一 r<arg xx, 有 
3 


= 


arg ( —2i) = 


P 
因而 相应 地 有 
ln 2+(=—2я)=ш 2—1 5” 
ш|.--„=Їп (—2i)= 
ш?+(—2—?я)= 2—i Ža, 
映射 如 图 16.5 所 示 . 
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z—=w=Lnz 
= — 


图 16.5 


对 数 函 数 的 Riemann 面 是 无 穷 多 叶 的 ,如 图 16.6 所 示 . 
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16.6.3 -HAH 
定义 16. 6.6 对 任意 复 常数 a, ЖЖ z 的 定义 如 下 : 


z =e, (16.29) 
特别 地 , 当 a= 0 是 大 于 2 的 自然 数 ) 时 ， 
zY == етін sz+2to 一 | z| еН” k=0,1,---,n—1. 


这 时 27 BJ Riemann 面 是 nn 叶 的 ,如 图 16.7 所 示 . 


16.7 


应 该 注意 的 是 ,Riemann 面 不 仅 是 描绘 多 值 函数 的 一 个 方法 ， 
而 且 有 效 地 使 这 样 的 函数 在 曲面 上 单 值 ,与 < 平面 上 的 情形 相对 
立 ,这 样 , 关 于 单 值 函数 的 定理 (例如 Cauchy 积分 定理 等 ) 可 以 推 
广 到 多 值 函数 . 但 是 不 可 能 在 三 维 实 空间 里 准确 地 表示 出 Rie- 
mann 面 ,而 且 多 值 函数 越 复 杂 , 它 的 支点 可 能 很 多 ,于 是 Rie- 
mann 面 也 就 更 复杂 . 


16.6.4 反 三 角 函 数 


w 


了 一 解 出 w ШИ БОЕК. 
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由 正弦 函数 = 一 sin = ° 


Arcsin z= —i Ln (iz+ /1—z). (16. 30) 


同 理 可 得 
Arccos z=— i Ln(z + VZ —1)° (16.31) 
Arctan z= ¿Ln LEIZ, (16. 32) 
21 1—1: 
Arccot z= жЕ (16. 33) 
l+ iz 


16.6.5 反 双 曲 函 数 


反 双 曲 函 数 是 由 双 曲 函数 的 表达 式 解 出 = 后 ,再 将 ,zw 互 换 
得 到 的 : 


也 一 Arsinh ==Ln(z+ Vz 十 1)， (16.34) 

w= Arcosh z=Ln(z+ Vz —1), (16.35) 

з= Artan == 11а Е (16.36) 
2 1—= 

w=Arcoth == 工 Ln ZH, (16.37) 
2 2—1 
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17 复 变 函数 的 积分 


17.1 引言 


复 变 函数 的 积分 起 源 于 利用 复 函 数 计算 定 积分 的 值 及 研究 流 
体力 学 中 的 线 积分 问题 . Cauchy 继承 前 人 的 成 果 , 从 实 函 数 的 积 
分 计算 转 到 复 函 数 的 积分 概念 ,用 以 研究 解析 函数 的 基本 性 质 . 他 
所 得 到 的 积分 定理 成 为 整个 解析 函数 的 理论 基础 这 个 定理 的 最 
直接 最 重要 的 结果 一 一 Cauchy 积分 公式 把 解析 函数 表 成 了 积分 
形式 ,成 为 研究 解析 函数 的 一 个 基本 工具 . 


17.2 复 变 函数 的 积分 


定义 17.2.1 设 C 为 复 平面 内 一 路 径 ,z, 为 起 点 ,s 为 终点 
〈 见 图 17. 1). 又 设 单 值 函数 f(z) 在 C 上 有 定义 . 

(1) 将 C 沿 正方 向 任意 分 为 n 个 子 弧 段 ,分 点 为 взше, 
„=з, Аш =в——-1(#Ё=1,2,+,п). 

(2) 在 每 一 子 弧 段 上 任 取 一 点 1(#®=1,2,+=,лп). 


(3) 考虑 和 式 的 极限 Jim，》 SO An. 这 个 极限 存在 

时 ,就 称 它 的 值 为 函数 /(z) 沿 路 径 C 的 积分 (definite integral). 
wa | Sode fih 

Јова. (17.1) 
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我 们 称 f (z) 为 被 积 函 数 (integrand); f (z) dz 为 被 积分 式 
(integrand expression) ;z 为 积分 变量 ( variable of integration) ; C 
为 积分 路 径 (path of integration) ; zx, 与 s 分 别 为 积分 下 限 (lower 
limit) 与 上 限 (upper limit). 

当 C 为 x 轴 上 一 线段 [a,B] 时 ,有 У ГЕ 


R 
[Lod = ffar. 
JC а 


当 C 为 闭路 径 时 , 称 积分 | лса 


为 沿 闭路 径 的 积分 或 回路 积分 (contour 
integral), 记 为 . 图 17.1 


P Saz (17.2) 


通常 取 反 时 针 方向 为 正 向 ,相反 的 方向 为 负 向 . 
定理 17.2.2 如 果 被 积 函数 /(>) 在 积分 路 径 C 上 连续 , 则 


积分 | year 一 定 存在 . 
性 质 17.2.3 同 实 的 线 积分 一 样 ,有 : 
D | лә + (ә14е = [ләде + соаг. 


o 


(2 


а/д = a| удае тави. 
2 z г. 


(4 


_ 


g 2 
fdz =Í әче + f fG)dz, 其 中 ZË 
500 2008) ZC) 
路 径 C 上 任 一 点 将 C 分 为 C, ,C, 8. 
2 = 、 
(5) „029 一 一 [ләш 或 简 记 为 | лса = 


2, 
-| әш. 
x 
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6) || ош < [лой | ASE ds 其中 
ds 一 |dz| 是 弧 微分 . 

定理 17. 2.4 ”如果 函数 ГОМЕС 上 有 界 , 即 有 常数 M 
使 得 |f(z) | 三 M CEC, LMR C 的 弧 长 为 !, 则 


леа 


МІ. (17. 3) 


算法 17. 2.5 
(1) 设 路 径 的 参数 方程 为 2(1) = 二 zx(1) 十 iy(t) (аа), А] 
B 
fsa = [re Dir G) 十 iy ldt. (17.4) 
(2) WRS f(z)=u(r,y)+io(r,y), z=x+iy, W 
| f(z)dz = [ u(z,y)dzr — o(z,y)dy 
c е 


+i| осудае + uz ydy. (17. 5) 
1 17.2.6 Яле .СЕНИ || = R ЕА. 
жф еа. 
解 圆周 C 具有 参数 方程 > 一 Re*, 是 一 条 简单 闭路 径 , 不 妨 
i é J, 0 增 到 2х. 我 们 有 
0 一 1 
$: = | (Re'*t)"Re'tidg = Нез кас: 
一 般 地 ,对 任意 复数 a 与 整数 n, 有 重要 的 公式 
$ 1 jea [0, пу 1, 
а-в (z—a)" | 2kri, п= 1, 
其 中 |k| 是 点 z 围绕 点 a 旋转 的 圈 数 ; 取 正 向 时 & 之 0, 取 负 向 时 
k<0. 


(17.6) 


429. 


17.3 Cauchy 积分 定理 及 其 简单 的 推论 与 扩充 


定理 17.3.1 Cauchy 定理 设 函 数 jx) 在 单 连通 域 D 内 
解析 , 则 沿 D 内 任意 一 条 闭路 径 C 的 积分 等 于 0: 中 /<)dz = 0. 


定理 17.3.2 设 函 数 SOE ERR D 内 连续 . 又 设 xz 
为 了 内 两 点 . 如 果 当 z, 固定 , 且 连 接 z。,x 的 路 径 全 部 属于 D A 


此 积分 | Расу Эа. ДАЕ Е z ñj — И Т 
Ж F(z),3E B 


dF(z) df Car r 
g = (лов) лә. (17.7) 


定义 17.3.3 RAFO = | правяло 


数 (primitive function) 或 不 定 积分 (indefinite integral). 

定理 17.3.4 每 一 个 在 单 连通 域内 解析 的 函数 都 (在 该 解析 
域内 ) 具 有 原 函 数 . 而 且 任 意 两 原 函 数 相差 一 复 常 数 . 

定理 17.3.5 ШЖ ГО) D 内 解析 ,而 下 (>) 
是 f(z) 在 DD 内 的 一 个 原 函 数 , 则 对 内 任意 两 点 = ,zz 有 


[oat = Еба) Еб). 
定理 17.3.6 R D 是 简单 闭路 径 C 的 内 部 . шж 
/(%) 在 DD 内 解析 ,在 万 上 连续 , 则 中 f(z)ds = 0. 


定理 17.3.7 设 函数 f(z) 在 域 G 内 单 值 解析 . 又 设 С.С 
为 G 内 两 不 相交 的 同 向 简单 闭路 径 ,C, 整个 被 包围 在 Co 之 内 ,两 
者 之 间 的 环形 域 完全 属于 G( 参 见 图 17. 2). 则 


中 усё: = $ fdz. 
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Со 


6 O 
ON 
四 


图 17.2 


定理 17.3.8 iË Cv,C, ,…,C, 为 
n + 1 条 互 不 相交 的 简单 正 向 闭路 径 . 
С.С, Cn 彼此 互 不 包围 但 都 被 C。 
包围 在 内 部 ,如 图 17.3 所 示 . 设 函 数 
f(z) 在 以 这 nn 十 1 条 路 径 为 边界 的 n+ 
1 连通 域 上 解析 , 则 


ф оде = Уф f(z)dz. (17.8) 8 17.3 
co к=1” G, 


例 17.3.9 计算 中 二 和 <， 其 中 是 团 周 |z 十 11 一 3 


取 正 向 . 
E ”被 积 函数 在 z=i, z= 一 i 处 不 解析 ,C 所 围 成 域 是 三 连 


通 的 . 分 别 以 与 一 ;为 心 作 小 圆周 Ci : | z 一 il =+ C,:|z+il|= 
ТАХ, BIEN EU S АВА ЙЛ 

2i 21 
ете =$ z == ЕЕЕ с, 2 +19 


$ г, $ =e t $, e С; 


= 2 — 0 + 0 — 21 = 0. 
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例 17.3.10 试 讨论 | тасви. 


解 当 z=0 时 二 不 可 导 , 其 解析 域 不 包括 原点 . 在 包含 原点 


的 域内 积分 与 路 径 C 有 关 , 积 分 所 确定 的 函数 是 无 穷 多 值 的 . 
首先 ,我 们 设 C 为 一 位 于 右 半 平面 内 的 路 径 , 记 为 y. 这 时 У, 


上 的 点 = 都 满足 不 等 式 一 瑟 <arg << 子 ,因此 积分 值 是 对 数 函 数 


的 主 值 , 记 为 = F +%. 

对 于 其 他 路 径 ,取决 于 该 路 径 与 y; 组 成 的 回路 是 否 围绕 原 
点 . 如 果 不 绕 , 则 两 值 相等 ;如 果 绕 , 则 两 值 之 和 等 于 2xi 乘 以 所 绕 
的 图 数 , 正 向 时 取 正 整 数 , 负 向 时 取 负 整数 ,如 图 17. 4 所 示 . 


图 17.4 


146 (ағ 
La =f ba па, 


=f 十 2xi = In z+ 27i, 
WM) 


10) o 


| 

| 

E, = f 一 2xi = ln z— 2л, 
, 

Г 


Е [ 十 2(2xi) = ln = 十 2(2xi)， 
1%?) 


KA o 
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所 以 
И + = а: 0х), 上 由 C 确定 . 


当 C 在 其 他 位 置 (不 在 右 半 平面 ) 时 ,只 要 C 不 经 过 原点 , 讨 
论 的 方法 与 上 同 , 仅 只 由 arg x 的 范围 不 同 而 得 In z 不 同 的 单 
值 支 . 


17.4 Cauchy 积分 公式 


Cauchy 积分 公式 (Cauchy formula) 是 Cauchy 积分 定理 的 最 
重要 的 推论 . 

定理 17.4.1 设 函 数 f(z) 在 单 连通 域 D A 
内 解析 . 设 = 为 卫 内 一 点 ,C 为 D 内 包围 点 < 万 
的 一 条 简单 正 向 闭路 径 , 见 图 17.5, 则 函数 


f(z) 在 DD 内 可 以 表示 成 回路 积分 : 图 17.5 
рл 
а (17.9) 


定义 17.4.2 公式 (17. 9) 称 为 Cauchy 积分 公式 . 

Cauchy 积分 公式 说 明了 解析 函数 的 数值 彼此 之 间 有 着 密切 
的 联系 : 沿 闭路 径 的 值 完全 决定 了 路 径 内 部 的 值 . 

Cauchy 积分 公式 可 以 扩充 到 多 连通 域 (参见 图 17.6, 图 17. 7). 


ntl(n>1) 
连通 域 
Co: 16-zl=p 


图 17.6 图 17.7 
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2ri jc 一 z 
ag Oy 1f fQ 
йыл ыра КЮ) 
ә= ф. 0 
fera 2ri $. cad 


=L 0а уф Фа ат 


2xi Је 6—2 Ё 2riJa É — z 
定义 17.4.3 设 工 是 < 平面 内 任意 路 径 , 函 数 $(z) 在 L 上 
连续 , 则 积分 表达 式 


1 [ O 
= |, ар (17.12) 
称 为 Cauchy 型 积分 (integrals of the Cauchy туре). 
式 (17. 12) 对 于 每 一 个 不 在 L 上 的 点 z 都 有 确定 的 值 ,因此 
1 


也 就 确定 了 = 的 一 个 单 信函 数 FCs): F(z) = h | 20 
тад. 一 = 


定理 17.4.4 айг (= у | a] 在 每 一 个 不 包 


含 L 上 点 的 单 连通 域 D 内 解析 ,其 导 函 数 是 РО) = 


A [| $O dr рь 
зш |, теста 同时 在 域 也 内 存在 着 任意 阶 导数 : 


Pwsi], qadt. п=1,2,3,+°. (17.18) 


定理 17. 4.5 ”如 果 单 值 复 变 函数 f ERG 内 每 一 点 处 都 有 
一 阶 导数 , 则 在 该 域内 了 有 任意 阶 导数 存在 ,而 且 


юс пф ФО = УА 
ea = Aif + шар пез. 0719 


其 中 = 为 G 内 一 点 ,C 3 G 内 围绕 z 的 一 条 正 向 简单 闭路 径 ,并 
且 C 的 内 部 全 属于 G. 
在 域内 只 要 解析 ,就 有 任意 阶 导数 存在 ,而 且 函 数值 以 及 各 阶 
434, 


导数 值 都 可 以 用 回路 积分 表示 . 这 是 复 变 函 数 的 又 一 个 特性 , 非 实 
自 变 量 的 实 函 数 所 可 比拟 的 . 

定理 17.4.6 MRKA jz) 在 闭 圆 域 | 一 zx 入 RCR 二 0) 上 
解析 ,在 圆周 | 一 z, | = 二 R 上 有 界 :| fe | <M.W 


|у G) |< Е (Cauchy 不 等 式 ) (17.15) 


对 所 有 的 自然 数 = 成立. 

定理 17.4.7 Liouville 定理 ”在 全 复 平面 内 解析 的 有 界 函 
数 必 是 常数 . 

定理 17.4.8 Morera Æ M 如 果 函 数 f(z) 在 域 D 内 


是 连续 的 ,而 且 对 D 内 任意 闭路 径 C 总 有 中 (<)ds = 0 , 则 
f(z) 在 口内 是 解析 的 . 
例 17.4.9 已 知 去 在 去 掉 原点 = 一 0 的 复 平面 内 连续 ,对 任 


意 不 过 原点 的 闭路 径 C, 回 路 积分 中 十 dz = 0 .所 以 ,由 Morera 


定理 ,二 在 去 掉 原点 的 复 平面 内 解析 . 
现在 回 到 Cauchy 型 积分 (17. 12) 式 , 当 工 是 一 简单 闭路 径 ， 


zz) 在 上 上 解析 时 ,下 中 Эр 表 出 了 一 个 在 闭路 径 L 的 内 
es 一 个 在 上 的 外 部 解析 的 函数 F(z). 
当 点 z AL 的 内 部 逼近 世上 任 一 点 z 时 ,函数 F(z) 趋 向 一 
个 确定 的 有 限 极限 ,而 这 些 极限 值 就 构成 一 个 函数 D Co): 
Bi(z0)= lim f(z). 


同 理 , 当 点 z 从 工 的 外 部 逼近 zx。 点 时 ,得 到 函数 D.C): 
Ф,(в) = lim F, (2). Ф, (20) „Ф, Czo) 确定 在 闭路 径 工 的 一 切 点 上 . 
可 参见 图 17. 8. 
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RO= 1.4 04 


Fej L$, D< 


2лї 


定理 17. 4. 10 Ен 型 积分 的 极限 值 @ (20), Ф, (20) БЛ 
界 函 数 (zo) 及 积分 让 中 20 和 此 之 同 有 下 列 关 系 ， 


{—% 
_ 1 í Ф 1 
B) =з $ C Et 
1 í ФО 1 мы) 
| = = Ре + 
[Ф.С =$ t= 5—2—4{ 72); 
(17.17) 


2169) Ф, (zo) + @, (zo ) 
hE n 2 i 


lz) = P; (zo) — Ф, (zo). 


17.5 最 大 模 原理 与 调和 函数 


定理 17.5.1 ”如果 函数 ОЕ | 2—2] <R 内 解析 , 则 
有 平均 值 公式 
Ж) = 去 | в + re ds, (17.18) 


平均 值 公式 表明 :解析 函数 f(z) 在 圆心 z。 处 的 值 等 于 它 在 
圆周 上 的 值 的 算术 平均 值 . 
定理 17.5.2 最 大 模 原理 (principle of the maximum modu- 
lu) 如 果 函 数 f(z) 在 域 D 内 解析 , 且 不 是 常数 , 则 | f(z) | 在 DD 
内 取 不 到 最 大 值 . 
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推论 17.5.3 如 果 函 数 f(z) 在 有 界 域 D 内 解析 ,在 闭 域 D 
上 连续 ,并 且 不 是 常数 , 则 | f(z) | 在 而 且 只 在 D 的 边界 上 达到 最 
大 值 . 

引 理 17.5.4 Schwarz 引 理 ШЖ F(z) 在 圆 域 |z|<1 
内 解析 , ВЖЕЖ 700) =0, |f(z)| 达 1, 则 在 圆 域内 必 有 
Рс < 12, |7760) «а. 

如 果 对 于 |.z| <1 内 任 一 点 (50)Ж |f) |= ||. 
则 |f(z) | 二 |z|,1z| 二 1, 因 而 又 有 f(z)=e'z, 其 中 a 是 一 
实 常数 . 

定义 17.5.5 下 列 的 “调和 函数 第 一 边界 问题 ”也 称 为 
Dirichlet 问题 . 求 出 满足 下 列 条 件 的 函数 aC) , | 

(1) ERR D 内 是 调和 函数 ; 

(2) 在 闭 域 万 上 是 连续 的 ; 

(3) 在 DD 的 边界 C ETRE Sñ u (O. 

定理 17. 5.6 对 于 给 定 的 域 D 53 PË z (8) ,Dirichlet 问 
题 的 解 不 能 多 于 一 个 

定理 17.5.7 如 果 u(z) 是 圆 域 |z| 二 R 内 的 调和 函数 ,u(x) 
在 闭 圆 域 |z|<R 上 连续 , 记 z=pe'!, 则 当 p<R 时 有 Poisson( 泊 
松 ) 公 式 

uch = 2 | рв (17.19) 
特别 地 , 当 p=0 时 ,Poisson 公式 有 如 下 形式 ， 


2x 
ибо) = 2. | (Ке) 48, (17.20) 
2r Jo 


这 表明 调和 函数 在 圆心 处 的 值 等 于 它 在 该 圆周 界 上 的 值 的 算术 平 
均值 . 
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18 жй 


18.1 引言 


Cauchy 积分 定理 不 仅 产生 解析 函数 的 积分 表示 ,可 用 以 建立 
解析 函数 的 许多 特有 的 性 质 ; 而 且 , 由 于 被 积分 式 可 以 展 成 适当 的 
等 比 级 数 , 它 还 进一步 产生 解析 函数 的 震级 数 表示 . 等 比 级 数 的 收 
敛 性 要 求 公 比 的 模 小 于 1. 这 个 条 件 在 圆 域内 导致 Taylor(1685 一 
1713) 级 数 ,在 环 域内 导致 Laurent(1813 一 1854) 级 数 . 

Weierstrass 在 震级 数 的 基础 上 创建 解析 函数 的 理论 ,并 建立 
起 解析 开拓 (analytic continuation 的 方法 . 


为 了 得 到 在 > 一 co 附近 的 展开 式 , Weierstrass 使 用 过 的 级 数 . 


如 果 函 数 的 宕 级 数 展开 式 在 复 平面 内 收敛 ,Weierstrass 就 称 它 为 
一 个 整 函数 (entire function). 如 果 它 不 是 一 个 多 项 式 ,那么 它 在 
co 处 便 有 一 个 本 性 育 点 (essential singularity) ,例如 sin z. 


18.2 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 


定义 18. 2.1 一 致 收敛 性 (uniform convergence) ， 设 函数 项 级 
数 在 域 D 内 收敛 于 *(z): 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 s, 存 
只 依赖 于 e 的 正 整数 N, 使 当 ”> N 时 ,不 等 式 |m(z)| = 
PORRO (DAO |< ERE рв ukxa 
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说 函数 项 级 数 У). 在 D 内 是 -一致 收 伍 ( 均 匀 收 伍 ) 的 ， 
定理 18.2.2 Weierstrass M -判别 法 ”如 果 函 数 项 级 数 


TO 所 有 的 项 在 域 D 内 都 满足 条 件 |f,(2) |< M, a= 1, 
2,…) ,其 中 М, 都 是 正 的 实 常数 ,而 且 正 项 级 数 SDM, Ж.Ш 
函数 项 级 数 D J.C 在 D 内 一 致 收 人 


定理 18. 2.3 函数 项 级 数 YI с 在 D 内 一 致 收敛 的 充 要 


条 件 是 : 任 给 s>0, 存 在 正 整数 N, 使 当 n> N 5j р>1 时 ,不 等 式 
Л Ga) + fr Ga) +++ f... (z) | < # Р 内 恒 成 立 . 
EX 18.2.4 ”如果 对 于 任意 给 定 的 正 数 s, 存 在 只 依赖 于 * 
的 正 整数 N AE n>N 时 ,不 等 式 |, (о) |= |00) – 5,0) | = 


|У лс |< FARC 上 的 一 切 点 都 成 立 ,我 们 就 说 函数 
项 级 数 У). ЕСЕ ана. 

定理 18.2.5 ”如果 函 数 f,(z)(n 二 1,2,…) 在 域 D 内 (或 路 
ві 上) 连续 ;级 数 Улс 在 D 内 (或 路 径 二 上 ) 一 致 收 化 到 


n=l 


s(z), 则 s(z) 在 DD 内 (或 LL 上) 连续 . 
定理 18.2.6 ДЖ /,(z) (n= 二 1.2,…) 在 路 径 L 上 连续 ;级 数 


S.G) 在 L 上 一 致 收 化 到 s(x), 则 该 级 数 可 以 沿 工 逐 项 积分 
Ке = У [л.с 


n=] = 
ЖУ 18.2.7 设 : 
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(1) 函数 f,(z) (n= 二 1,2,…) 在 域 D 内 有 定义 ; 
(2) 当 z€ D 时 级 数 Уло 收敛， 


(3) 级 数 Ул.) ED WEA RARD CD” S D) E — 


致 收敛 , 则 说 级 数 Ул ) 在 DD 内 闭 一 致 收敛 . 
定理 18.2.8 Weierstrass 第 一 EH WMR: 
A) 7,0) (n= 二 1,2,…) 在 域 D 内 解析 ; 
(2) Ула ) 在 ЮЙ ОАК] sC) W: 
Ф va ) 在 D 内 解析 ; 
© Ул» О ЯЯ] s” G) (р 1,2,6). 


这 说 明 解 析 函 数 项 级 数 在 一 致 收敛 的 前 提 下 可 以 逐 项 微分 任 
意 次 ,进一步 说 明了 解析 性 的 原 有 特点 , 即 一 阶 导数 在 域内 的 存在 
蕴含 着 各 阶 导 数 的 存在 . 这 成 了 解析 函数 理论 的 一 个 基本 定理 . 

定理 18.2.9 Weierstrass 第 二 定理 Ж f, (zx) (n= 二 1， 


…) 在 有 界 域 D ARR EAR D 上 连续 . 如果 级 数 Ул 在 
DD 的 边界 上 一 致 收敛 , 则 它 在 整个 闭 域 万 上 也 一 致 收 全 


18.3 FAA 


函数 项 级 数 中 重要 的 一 类 是 寡 级 数 ， 
定义 18.3.1 ЖШ 
Уа-а = о Ба(2-а) Бо (2-а) + +c,(z —a)" + 


те] 


的 函数 项 级 数 称 为 震级 数 ,其 中 c, 是 复 常 数 , 称 为 它 的 系数 ,a 也 
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是 复 常 数 . 
当 a=0, 这 时 短 级 数 形 如 


Dez" = c Бах + azr 4 8 + c,z" 十 … (18.1) 
=i 


定理 18.3.2 Abe 第 一 定理 ”如 果 级 数 Уеа EA za (2 
0) 处 收敛 , 则 在 圆 域 |z| 二 |zo| 内 绝对 收敛 , 且 在 任意 闭 圆 域 
lzel <А] 100<А<1) Е—Ж ИЖ. 

定义 18. 3.3 ”对 于 级 数 Ус ;总 有 一 个 非 负 的 RCO0<R< 


十 oo) 使 得 这 个 级 数 在 |z| <R 时 绝对 收敛 ,在 |z| 之 R 时 发 散 , 我 
{ПЖ R 为 收敛 半径 (radius of convergence), 圆 |z| = R 为 收敛 圆 


(circle of convergence). 


收敛 半径 的 求法 Blim 


=: = < +o lim YTT = 


o (K+). 则 级 数 сы" 的 收敛 半径 尺 适合 Cauchy-Hadamard 


ARR 1 ще 十 cc 时 R=0; 当 o=0 时 R= 十 cc. 


定义 18.3.4 Ж йс). Taol, VTcT,… 的 上 极限 
(upper limit) ,就 是 该 数列 的 最 大 的 极限 点 (小 于 等 于 十 ce) (定义 


15.4. 7). 记 为 lm УТ, Г. 
定理 18.3.5 设 o= lim VTcT, 则 级 数 De 的 收敛 半径 
R %++. 
例 18.3.6 ЖЖ Drs+ CDI e 的 收敛 半径 RR. 
解 因为 lm у ETC "= lim[8+(—1)"] =9, Br 21 
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ш. 
Е = ç- 


ж 18.3.7 FAM Ус" 具有 性 质 : 

(1) ERKKA z| =R 内 的 任 一 闭 圆 域 |z|<g(g<R) 上 一 
致 收敛 ; 

(2) 和 函数 fx) 在 |z|<R 内 连续 ,并 且 可 以 沿 圆 域 |z| 二 R 
内 任意 路 径 逐 项 积分 ; 

(3) F(x) 在 |z|<R 内 解析 ,其 p 阶 导 数 由 逐 项 微分 给 出 : 

FP ә) = ple, + p+ рер .2c z 

+ (Ф+2)(ф-+Е1)--3с Z +, |z|< R. 
EE 18.3.8 寡 级 数 的 恒 等 定理 (identity theorem for pow- 


er series) ИЖ а (z — zo)", уь, (z — zo)" 都 在 圆 域 


[z= zo| <R РИФ. 如 果 它 们 的 和 函数 在 点 < о 的 某 个 邻 域内 处 
处 相等 , 则 这 两 个 震级 数 在 |z 一 az 去 R 内 恒 等 , 即 它们 的 系数 完 
全 相同 (4, 三 6b,). 

这 个 结论 在 较 弱 的 条 件 下 也 成 立 ， ED R AN PA FER E 
H A 8848 ЖЕРИ ER BO ARA (z, ) ЖЕН AE E) 05 ЖП. 

定理 18.3.9 Abel 第 二 定理 如 


果 级 数 Sor ЕН |z|=R 上 的 
一 点 %(0< | | = R< +оо) АИ 9] 
3, 则 当 z ÆA |с|<Е 内 ,在 以 z 为 顶 
点 ,以 过 z, 的 半径 为 分 角 线 , 且 张 开 度 
为 2% 过 x 的 角 域 内 趋向 于 时 ,级 数 


се" 的 和 函数 趋 于 s( 参 见 图 18.1). 


n=0 
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例 
讨论 后 者 的 连续 性 . 
解 


1, 所 以 R=1 而 收敛 圆 是 |>| =1. 
(2) 在 域 |z| 二 1 内 对 级 数 逐 项 微分 ,就 得 到 和 函数 f(z) 的 
导数 : 


CDY a++) 
(一 Da 十 2) 


一 lim 


f(z) = S(r 67) 


n=0 


= qz |<. 
于 是 | 
f(z) = [түүр =та+о (zl<D, 
因而 得 到 和 函数 
Doi =ln(1+= |z|<1. 


(3) яй In i [<1 неп 18. 3.7 的 
性 质 (2)). 在 单位 圆周 |z| 二 1 E, x p BAE: 1 


处 发 散 ;在 z=1 ЖО. 因此 有 Do кз, ln 2. 在 其 他 点 


=е*(—тх<ф<т, вооа а. 这 是 由 于 
e "+1)% i (m—1)w+n $J 


n pe e 
Же» теў 


n=0 n=1 


Í "a 1 
Е у 1 $ 


+] аша 
nel 
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实 部 、 虚 部 都 满足 Dirichlet 判别 法 ;如果 
DA= Da #9, 
© š noon b, 单调 地 趋 于 零 , 则 级 数 Y'a, b, KAR. 


以 实 部 为 例 , 注 意 到 b, = 1, а, = cos[— я + n(z + $)], 


|A, | = [он-к 907] 
=1 
1 ч i „л+# 
em x 二 k(n $) ]зїп 2 | 
1 | f 1 
zsnt] за (о) еа] 
2 


一 sin| 一 * 二 去 Cr+ 5] 


1 
< 一 一 一 一 (—т<ф<х), 


Е sin = 


有 界 . 因此 有 DOD ET а ен) (定理 18. 3. 8). 从 而 
n=l 
得 到 
D С Dr ) = In 2cos + EAS 
n=l 


A sin(a- Dr+ng) _ $ À 
> 3 2 (—т<#ф<т), 


x= 


”特别 地 , 当 $= Z (= DB. 
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= (1) 
2k 


x 1 
In 2cos 4 2 In 2, 


k=l 


Bp 


~" С)! alt x 
=n > 2®+1 F 
利用 Abel 第 二 定理 还 可 以 把 绝对 收敛 级 数 的 乘法 (绝对 收敛 
级 数 的 性 质 (2)) 扩 充 到 条 件 收 敛 级 数 的 情形 , 对 两 个 复数 项 的 收 
ЖЖ 


Xa =- Уз =, 
作 乘 积 
Уч, == (51%)(5]%)- D Cav + шз 十 … 十 xul). 


如 果 0, Я) S WJ 5—0, 


18.4 Taylor 级 数 


在 震级 数 的 收敛 圆 内 ,和 函数 是 解析 的 . 反 过 来 解析 函数 也 可 
以 表示 成 宕 级 数 ， 

定理 18.4.1 如 果 函 数 f(z) 在 圆 域 |z 一 a| 二 R 内 解析 , 则 它 
在 该 域内 可 以 表示 成 寡 级 数 : 


f= > a) (18.2) 
定义 18.4.2 жй} а ааз СЕЊ a 


的 Taylor 级 数 . 恒等式 /(z) — У) FAD e—a) WARAS 


在 点 a 处 的 Taylor 展开 . 
由 定理 18. 3. 8 知 展开 式 (18. 2) 是 惟一 的 . 
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如 果 点 a 是 A(z) 的 一 个 正则 点 , 则 /(z) 在 点 a 的 邻 域内 可 
以 展开 成 关于 (zx 一 a) 的 震级 数 (18. 2) 式 ,并 且 级 数 的 收敛 圆 以 点 
а 为 中 心 同时 通过 /(z) 距 点 a 最 近 的 一 个 极限 不 存在 的 奇 点 . 

这 又 是 一 个 截然 不 同 于 实 自 变量 的 实 函 数 的 情形 . 那里 ,即便 
函数 在 某 一 点 处 具有 任意 阶 导数 ,也 不 一 定 能 展开 成 寡 级 数 ; 而 这 
里 ,一 切 均 可 由 解析 性 推 得 . 

一 个 正则 点 ,或 称 解析 点 ,有 时 也 称 为 全 纯 点 ， 

定义 18. 4.3 

(1) 如 果 函 数 f 在 点 a 的 某 一 邻 域内 可 以 展开 成 Taylor 级 
数 , 则 称 f 在 点 a 处 是 全 纯 的 (holomorphic). 

(2) 如 果 一 个 函数 在 域 D 内 每 一 点 处 都 是 全 纯 的 ,就 说 它 在 
域 卫 内 是 全 纯 的 . 

显然 ,“f 在 D 内 全 纯 ” 与 “f 在 D 内 解析 ”等 价 . 

定理 18. 4.4 Weierstrass double-series 定理 ” 设 一 序列 解析 范 
ЖОЛ, (z)} 都 至 少 在 圆 域 | z — z | < r 内 解析 : f.CG) = 


xa ”(«—)* (п 二 0,1,2,…). 又 设 它们 的 级 数 


F(z) = У 
n=0 
= [ав +a” (z—z )+ Ба (zz) H] 
+ [а Ба (2—20) + tai (а до) + + 
+ Га Ба" (2—20) ttai” Сео) 4 
ERA AHR [2—50 |р (0<о< г) ру —#lk k. WJ ЕЗ] fg 
系数 形成 收敛 级 数 : а Ба +e aP 十 … = Sa = А, 


Per] 


G = 0,1,2,…)， 并 且 综合 级 数 ый a 在 总 的 贺 域 |= 一 


xs|<r 内 收敛 ,成 为 F(z) 的 Taylor 级 数 . 
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Ж 18.4.5 设 两 个 解析 函数 /(z) 与 g(x) 在 一 域 DD 内 的 一 
个 无 穷 集合 下 上 有 相等 的 值 : =g) (xzE EE), 又 设 这 个 集 
€ E # D 内 至 少 有 一 个 极限 点 . 则 这 两 个 函数 在 D руіна, 
f(z)=g(z) (ЄР). . 

这 显然 是 震级 数 恒 等 定 理 ( 定 理 18. 3. 8) 的 推广 . 这 定理 给 出 
了 解析 函数 的 又 一 个 突出 的 特性 ,由 局 部 的 值 确定 它 在 整个 域 D 
内 的 值 . 一 般 的 连续 函数 就 没有 这 个 性 质 . 

ЖЕ 18.4.6 WEAR OER D 内 解析 , 且 不 恒 为 零 , 则 
在 DD 内 的 零点 是 孤立 的 . 这 就 是 说 ,如 果 f(z。)==0, 则 在 D 内 存 
在 一 个 6 - 邻 域 |z 一 zo。| <à 使 得 f(z) 在 其 内 只 有 x 这 惟一 的 一 
个 零点 ， 

一 般 地 ,如 果 f(z。o) 二 4, 就 称 zo 为 f(z) 的 一 个 a -点 .这 时 х0 
是 f(z) 一 a 二 F(z) 的 一 个 零点 . 

定义 18.4.7 БЕЖ SOTER р, x (z, € D) E 
f(z) 的 一 个 零点 . 又 设 f(z) 在 z 处 的 Taylor 展开 式 为 

J(z) 王 cl(z 一 z0) 十 cz(z 一 zo)2 十 ca(z 一 zo)3 十 …. 

如 果 c =c, = =c,-—i=0,c,Z0,W 
Гоо) =f" Czo) += fE (z )=0, f™ (zxo) 天 0， 
这 时 Taylor 级 数 化 为 
f(z)=c,(z—=)"c,+i (2 20)" 二 
(z ы [EEA Ea 9+) 
我 们 就 说 点 zx。 是 函数 f(x) 的 一 个 m 阶 零 点 (zeros of 
Order m). 

定理 18.4.8 点 z 是 解析 函数 f(z) 的 一 个 m Иде 
f(z)==(z 一 zo)"g(z) ,其 中 gE z, 的 某 个 邻 域 |z 一 zo | <ë 内 
解析 且 不 等 于 0. 

常见 的 初等 函数 的 Taylor RFR: 
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e= Dir (1+), (18.3) 


У ТОЕ аи š , 
зп = 57 Юру 51+). 08.4) 
соз = Doi ЖЕП (| z1< 十 co)， (18.5) 


һа+ә = 50-р" Z. (111), 86 
n=l 


ажа = 1+ D (2) (фе|<1), (18.7) 
n=l 


这 里 :(1) a 是 一 复 常数 ,(1 十 x)" 表示 函数 的 主 值 支 , 
(2) (5) == "(a— n+D 


n! 


18.5 解析 开拓 


定义 18.5.1 设 函 数 f(z) 在 域 D 内 解析 . LRR G 包含 D 
为 一 子 域 (subregion) ,如 图 18.2 所 示 ， 
并 且 存 在 一 个 函数 FOE G 内 解析 ,而 в 
E DW T f(z):F(z)= f(z) (z€ D 
D). 对 此 我 们 说 函数 f(z) 可 以 解析 开拓 
到 G\D, 并 称 F(x) 是 f(z) 向 G\D 的 一 
个 解析 开拓 (analytic continuation). 

当然 ,函数 F(z) 可 能 不 存在 ;然而 ,如 果 F(z) 存 在 , 则 根据 定 
理 18. 4.5 这 样 的 F(z) 一 定 是 惟一 的 . 

定理 18.5.2 解析 开拓 原理 已 知 不 同 的 两 域 D 与 D. € 
们 的 交集 D, 是 非 空 的 ( 见 图 18.3). 设 函 数 有 (zx) 在 D, 内 解析 . 
这 时 如 果 在 D, 内 有 一 个 解析 函数 /; (е). CE D, 内 与 fi (z) 38 
等 , 则 这 样 的 函数 是 惟一 的 . 
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图 18.2 


这 时 f. (z) 55 f(x) 互 为 解析 开拓 .它们 共同 确定 一 个 函数 
F(z) ,它们 都 构成 F(z) 的 部 分 表示 式 或 元 素 或 元 (element), 而 
FODER D, UD: 内 解析 . 


Л), zED， 
en z€D;, 
Л), z€ D.. ED 
现在 的 问题 是 : 
(1) 定义 在 域 D. 内 的 解析 孙 
ЖОЛ 何 时 能 解析 开拓 到 D, ND, ? 图 18.3 
如 果 能 开拓 ,如 何 求 得 户 ? 
(2) 还 有 没有 其 他 的 域 D. ,D, ,… ,它们 每 一 个 都 与 前 面 的 一 
个 有 一 公共 的 子 域 , 而 在 这 些 域 D, ,D,,… 内 ,也 有 解析 函数 fs， 
访 ，…, 每 个 按照 (定理 18. 5. 2) 为 前 面 一 个 的 开拓 ? 就 是 说 :什么 
时 候 能 继续 开拓 ? 
(3) 若 已 给 定 一 个 解析 函数 的 一 个 元 ,我 们 如 何 找 出 其 他 一 
切 可 能 的 元 ,或 者 说 ,一 切 在 相 衔接 的 域内 的 开拓 ? 
Weierstrass“ 军 级 数 的 解析 开拓 ”方法 : 
O 设 已 知 f(z) 在 域 D 内 解析 . 则 在 D 内 任 一 点 z, 处 都 有 


f(z) 的 Taylor 级 数 Уа? (z — z)" = filz) (| z—z |< R.). 
= 


ЖЖАЖО Ra РЕ ЖС 户 (z) 在 收敛 圆 内 属于 D 的 点 处 与 f(z) 相 
等 ;在 不 属于 DD 的 点 处 就 扩大 了 f(z) 的 定义 范围 ,而 我 们 可 以 规 
Ж f(z)= f, (z). 

(2) 当 尽 ,< 十 cc 时 ,又 可 在 收敛 圆 域 | z— z |< R, 内 选 一 点 
z: (zi), И 18. 4 所 示 ,而 类 似 地 考虑 f, (z) Е z, 处 的 Taylor 


级 数 Уа еа) = f,G) (| z— |< К). 由 于 左边 级 数 


在 圆 域 | 一 z, |<R, 内 收敛 , 必 有 
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图 18.4 18.5 


(3) ЩЕК. >К, — =i —z | (如 图 18.4) 时 ,新 的 收敛 圆 已 越过 
旧 的 ,而 有 (x) 已 沿 z, 到 x, 的 (半径 ) 方 向 开拓 到 旧 收 敛 圆 以 外 ; 
从 而 又 可 扩大 范围 规定 f(z)= fe). 

所 以 只 要 沿 着 某 个 半径 的 方向 开拓 是 可 能 的 ,就 可 以 扩展 
六 =) 的 定义 域 , 从 而 把 函数 f(z) 的 定义 域 与 解析 范围 开拓 出 去 . 

(4) 现在 想像 运用 这 种 寡 级 数 方法 ,将 函数 的 第 一 个 元 素 
有 i(z) 向 一 切 可 能 的 方向 开拓 ,再 将 这 许多 新 的 元 素 ,又 从 新 得 的 
域 向 一 切 可 能 的 方向 开拓 . 如 此 继续 进行 ,以 不 断 扩大 f(z) 的 定 
义 域 与 解析 范围 . 根据 恒 等 定理 (定理 18. 4. 5) 我 们 所 得 到 的 函数 
总 是 惟一 的 . 

在 开拓 的 过 程 中 ,可 能 出 现 R= 十 oo 的 情形 . 这 时 f(z) 已 经 
开拓 到 整个 复 平面 ,其 解析 开拓 就 是 fi). 

也 可 能 出 现 R, = Ri 一 |zi 一 zz|(Ri 达 十 吕 ) 的 情形 (如 
图 18. 5). 这 时 两 收敛 圆 相 切 ,没有 达到 开拓 的 目的 .或 说 f1(z) 不 
能 向 沿 = 到 z, 半径 方向 开拓 . 这 时 , 切 点 一 定 不 属于 解析 域 , 它 


必 是 由 Уа (z — zi)" 所 确定 的 函数 六 (>) 的 奇 点 . 


还 可 能 出 现 这 样 的 情形 , 即 Ya са а)" fie) (| = 一 


z | 二 Ri) 沿 任何 方向 都 不 能 开拓 . 这 就 意味 着 没有 任何 一 个 函数 
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能 够 以 它 为 元 素 而 同时 又 在 一 个 比 圆 域 |z 一 z | <R, 更 大 的 域内 
是 解析 的 . 这 时 我 们 就 说 这 个 函数 / (x) 是 不 可 开拓 的 ,圆周 
|[z—z |=R, Æ f, (z) № В Ж 20 R (natural boundary). 例如 
Sed #|< 1). 
| 之 级 数 不 可 能 沿 一 切 方向 都 能 够 开拓 到 收敛 圆 外 . 如 下 定理 . 

定理 18.5.3 ”震级 数 的 收敛 圆周 上 至 少 有 其 和 函数 的 一 个 
奇 点 . 

定义 18.5.4 (Weierstrass 意义 下 的 ) 完 全 解析 函数 (com- 
plete analytic function) 在 一 切 按 Weierstrass $ iH K“ RERA 
解析 开拓 ”的 方法 证 实 为 解析 的 点 的 函数 值 ww, 其 全 部 构成 一 个 完 
全 解析 函数 . 

全 体 解析 点 形成 这 个 解析 函数 的 存在 域 或 解析 域 ,其 边界 称 
为 它 的 自然 边界 ,而 对 应 于 这 全 体 点 的 全 部 值 w 称 为 它 的 值 域 . 


例 18.5.5 BA 户 (z) = Уг жр. <ОЙ Rh 


用 (2) = 一 (|<<1) 所 确定 的 完全 解析 函数 . 


解 首先 ,我 们 注意 到 z=1 是 f(z) 的 一 个 奇 点 ,所 以 不 能 
沿 工 轴 正 方向 开拓 .下 面 的 选 点 注意 避 开 朝向 z=1. 

在 D. :|z|<1 内 任 选 一 点 z,( 关 0), 则 由 

ò Жз as n! 

A (2) ет В =z) 


得 到 


‹(п=0,1,2,+) 


ло) = У) a= == аа) аа |<]1—ж |). 


n=0 


重复 上 述 的 做 法 ,有 


fa = De [<11— |) 


л=0 
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(# = 2,3,4). 
于 是 得 到 函数 F(>) = 


而 <=1 是 它 的 惟一 奇 点 . 
这 里 ,如 果 选 择 的 点 = ,z: ,zs,… 刚 好 围绕 >=1 转 了 一 图 (如 


‘CERA z=1 的 复 平面 内 解析 ， 


1 
1 


ee. 


图 18. 6) ,开拓 得 到 新 的 元 素 与 户 (>) = 277 重合 了 . 


n=0 


一 般 地 ,有 可 能 , 某 个 函数 沿 着 围绕 某 一 非 解析 点 的 诸 点 依次 
开拓 后 ,又 回 到 原始 的 位 置 ,但 新 的 寡 级 数值 与 最 初 那个 震级 数 的 
值 不 相同 ,这 时 完全 解析 函数 就 是 多 值 的 . 


定理 18.5.6 单 值 性 定理 (monodromy theorem) ğa 是 单 
连通 域 品 内 一 点 ,又 设 f(z) 二 Ус (еа) 是 在 a 点 附近 的 一 


个 解析 函数 . 如 果 f(z) 可 以 沿 品 内 以 a 为 起 点 的 任 一 路 径 解析 开 
拓 , 则 开拓 得 到 的 解析 函数 在 整个 域 D 内 是 单 值 的 . 


试想 像 我 们 从 第 一 个 筹 级 数 Dc (z — z)" = / (е) 开始 ， 
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МЕЕ — OSO ЮЖ] z— =, | <R, , 贴 在 坐标 面相 应 的 位 置 
上 .每 开拓 一 次 就 前 出 经 开拓 得 到 的 新 的 圆 域 部 分 , 贴 在 相应 的 位 
置 上 . 如 果 当 寡 级 数 的 收敛 圆心 绕 户 (z) 的 某 一 奇 点 旋转 一 圈 后 ， 
新 的 元 素 与 方 () 重 合 , 我 们 就 不 必 再 前 新 的 圆 域 了 :这 时 得 到 的 
完全 解析 函数 是 单 值 的 . 

如 果 当 短 级 数 的 收敛 圆心 绕 f. (<) 的 菜 一 奇 点 旋转 一 圈 后 ， 
新 的 元 素 与 /,(z) 不 相同 ,我 们 就 用 蓝 色 的 纸 (以 示 区 别 ) 蚤 出 经 
开拓 得 到 的 新 的 圆 域 部 分 ,与 前 面 的 一 个 元 素 ( 该 新 元 素 是 由 它 
(直接 ) 开 拓 得 来 的 ) 的 域 连接 起 来 ,但 不 能 与 1z 一 z | 二 R, 重合 ， 
只 能 置 于 其 上 (或 下 ), 这 实际 是 在 另 一 层 Rieman 面 上 ,而 
万 (=) 的 该 奇 点 就 是 由 f1 (zx) 所 确定 的 完全 解析 函数 的 一 个 
支点 . 

定理 18.5.7 Painleve 定理 设 О, 5 D, 是 两 个 没有 公共 
点 的 域 ,在 它们 的 边界 上 有 一 段 路 径 7Y( 不 包括 起 点 和 终点 ) 是 公 
共 的 . 如 果 函 数 f1(z) 与 f;(z) 分 别 在 D 与 D, 内 解析 ;分 别 在 
D1U7Y 与 D, UY 上 连续 ; 且 在 7Y 上 f1(z)==f,(z), 则 函数 


Л“), хЄр,, 
Рб) =4 fi(z)= р, (z), z€ y, 
falz), z€ D, 


在 D, UD: U7Y 内 解析 . 
这 时 我 们 说 函数 / (=) 5 f(z) 越 过 边界 Y 互 为 解析 开拓 ( 见 
图 18.7). 
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定理 18.5.8 Schwarz 对 称 原理 (reflection principle) 10% 
DD 位 于 实 轴 的 一 侧 , 其 边界 包含 实 轴 上 的 一 线段 :( 两 端点 不 包括 
在 内 ); 又 设 函 数 SOE D 内 解析 ,在 DUs 上 连续 ,并 且 SOE 5 
上 取 实 数值 . 则 存在 一 函数 F(z) 具 有 下 列 性 质 ( 见 图 18.8): 

(1) F(z) 在 DUD Us 内 解析 ,并 且 在 D W F(z)= f(z), Jt h 
D' 是 DD 关于 实 轴 对 称 的 域 ; 

(2) F(z)=F(z). 

Schwarz 对 称 原理 具有 下 述 更 一 般 的 形式 . 

定理 18.5.9 设 域 D 位 于 直线 1 的 一 侧 ,其 边界 包含 1 上 的 
某 一 线段 ;( 两 端点 不 在 内 ) ;又 设 函 数 f(z) 在 D 内 解析 ,在 DUs 
上 连续 ,并 且 f(z) 在 ;上 的 值 位 于 直线 L E. 则 存在 一 函数 G(z) 
具有 下 列 性 质 ( 见 图 18. 9): 

(1) G(z) 在 DUD'Us ARH. 3£ B # D Ñ G(z)= f(x) , Jt: 
H D'ED XT 1 对称 的 域 ; 

(2) 当 两 点 z 5z Е DUD'Us RX T í 对 称 时 ,G(z ) 与 
G(z)— EJE 2 T L 对 称 的 两 点 . 


图 18.9 


Weierstrass 提出 的 寡 级 数 的 解析 开拓 在 理论 上 有 重要 意义 ， 
它 使 我 们 只 要 知道 函数 /(z) 在 一 点 的 某 个 邻 域内 解析 ,就 足以 确 
定 一 个 完全 解析 函数 F(z) ,在 (点 的 ) 该 邻 域内 与 f(z) 重 合 . 
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对 于 解析 函数 在 co 点 的 性 质 ,我 们 可 以 利用 变换 = = 二 将 
x 二 oo 变换 成 z, 二 0, 然 后 将 它 展开 成 =: 的 震级 数 . 


18.6 Laurent 级 数 
18.6.1 Laurent 展开 式 


定理 18.6.1 如 果 函 数 f(z) 在 环 域 r<<|z 一 a| <R(0<r< 
R 和 十 ce) 内 ( 单 值 ) 解 析 , 则 它 在 该 域内 可 以 表示 成 ( 双 侧 ) 寡 级 数 


f(z) Sia (=2— а)" + > с = У) с.б а)", 
a=0 人 


(18. 8) 
其 中 
z а ыг a= 0,1,2,-), 
=$, o JOGOT (= 1,2,0), н<, 
ЖУ 18.62 Ж Уа-а 1D 六 称 为 解析 


函数 f(z) 在 以 点 a 为 中 心 的 环 域 r 过 |z 一 TR sp Laurent 级 
数 (Laurent series), 而 恒等式 (18.8) 称 为 解析 函数 f (z) BO 
Laurent 展开 . 

定义 18.6.3 Laurent E F H ERTA% 


Daear © 89) 
FKH Laurent 级 数 的 解析 部 分 (analytic рагі); ft ЖЛ 
> 一 =， (18.10) 


= (т—а)" 
称 为 Laurent 级 数 的 主要 部 分 (principle part). 
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性 质 18. 6.4 如果 函数 f(z) 在 以 点 a 为 中 心 的 环 域内 解析 , 则 : 

(1) A(z) 的 Laurent 级 数 展开 是 惟一 的 . 

(2) 级 数 (18. 9) 在 圆 域 |z 一 a 二 R 内 绝对 收敛 到 一 个 解析 函 
数 f1(z), 在 圆周 |z 一 a| =R 上 有 户 (z) 的 奇 点 . 


(3) 级 数 (18. 10) 在 | 二 ;|< 十, 即 环 域 1 一 a| >r 内 绝对 收 


敛 到 另 一 解析 函数 六 (zx) ,在 圆周 |x 一 a| = 上 有 f(z) 的 奇 点 . 
(4) 震级 数 (18. 8) 在 环 域 r 二 |z 一 a| 二 R 内 绝对 收敛 到 解析 
函数 f(z) 二 f1(z) 十 fa(z), 在 内 外 边界 圆周 |z 一 a|=r K |z—a| = 
尺 上 都 有 f(z) 二 fi(z) 十 f(z) 的 奇 点 .并 且 在 环 域内 任 一 闭环 域 
(r<)r,<|z=—a|<R ССК) Е. 
01 18.6.5 将 下 列 函 数 在 指定 的 环 域内 展 成 Laurent 级 数 ， 
并 指出 其 收敛 域 : 


(1) f(z)= 
形 ); 
(2) f(z)=e:+e* (0<|z|<R). 


1 
解 (1) 因为 f(z) 二 to 一 1) 一 5) 在 复 平 面 内 只 有 两 个 奇 


点 z=1,z=2. ÆA 0 为 中 心 的 域内 展开 寡 级 数 时 ， 
Ф 当 r=0,R=1 时 ,这 是 一 圆 域 ,展开 成 Taylor 级 数 :利用 
等 比 级 数 , 注 意 公 比 的 模 应 小 于 IC <D, A 


1 1 1 
DV a 一 主 ) 1—= 


apap <le <RGE r,R 讨论 各 种 情 
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© 4 r=1,R=2 if}, 1< |«|<2, ЖД Laurent 级 数 ， 


1 1 1 
х— 1)(2— 2) z 1 
-2(1-4) (1-4) 
E м | 
-- 5-а 
@ 4 r = 2,8 =+ eo Bf ,2 <| z |<+ оо, 560 
1 1 1 
(z—1)(z— 2) 


Е) =е Бет: 


18.6.2 孤立 奇 点 及 其 分 类 


定义 18. 6.6 设 a( 天 cc) 是 单 值 函数 f(z) 的 一 个 奇 点 .如果 
f(z) 在 环 域 0<|z 一 a| <R 内 解析 , 则 称 点 a 为 该 函数 的 一 个 孤 
立 育 点 (isolated singularity). 

定义 18.6.7 如果 f(z) 在 环 域 0 二 |z 一 a| 二 R 内 的 Laurent 
展开 式 中 

(1) 没有 主要 部 分 , 则 称 a 为 一 个 可 去 麻 点 (removable sin- 
gularity). 
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(2) 主要 部 分 只 有 有 限 项 , 则 称 a 为 一 个 极点 (pole). 当 


C-m 


f(z) = Daea -E HH 
= 


z—a (z—a) (z—a)"` 

cm 天 0 时 , 称 a 为 1(z) 的 一 个 m Ж.С m=1 时 ,也 称 为 单 极 
点 (simple pole). 

(3) 主要 部 分 有 无 穷 多 个 系数 不 为 零 , 则 称 a 为 一 个 本 性 奇 
PR (essential singularity). 

当 令 z 趋 于 孤立 奇 点 a 时 ,根据 f(z) 的 趋势 也 可 以 判定 孤立 
奇 点 的 类 型 . 

定理 18.6.8 点 a 是 解析 函数 f(z) 的 一 个 

D аме limf) 存在 (有 穷 ); 

(2) 极点 S lim f (<) = оо; 

(3) 本 性 奇 点 © lim f (z) 没有 固定 的 趋势 . 

在 可 去 奇 点 的 情形 下 ,如 果 我 们 令 Fa) 一 lim f(z) , 则 函数 
f(z) 在 a 点 的 邻 域内 解析 . 

定理 18.6.9 Rieman 定理 ”如 果 函 数 f(z) 在 孤立 奇 点 a 
的 邻 域内 有 界 , 则 a 是 f(z) 的 可 去 奇 点 . 

定理 18.6.10 点 4 是 函数 f(z) 的 一 个 m 阶 极点 的 一 个 充 要 


条 件 是 :点 a вжи m ÉE 8 GE 9 18.4.7). 或 写成 ( 定 


= 1 = 
理 18.4.8):a 是 fOD HA m ЖК A c> f (z) = Garg 


,其 中 асн ва 的 某 个 邻 域 1> —a | <Š 内 解析 且 


不 等 于 0. 

定理 18. 6. 11 Weierstrass 定理 ”如果 a 是 jz) 的 一 个 本 
性 奇 点 , 则 对 于 任意 常数 4( 有 穷 或 无 穷 ) 都 有 一 个 收敛 到 а 的 点 
列 {z,} 存 在 ,使 得 limf(z,) = А. 
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定理 18.6.12 Picard 定理 (Picard theorem) 如果 a 是 
了 f(z) 的 一 个 本 性 奇 点 , 则 对 于 任意 一 个 有 穷 复数 A, 至 多 除去 某 
个 可 能 值 A=A。 外 , 必 有 趋 于 a 的 无 限 点 列 { >, } 使 
fz)=A, n=1,2,--. 
定义 18. 6. 13 A, 称 为 Picard 例外 值 . 
例 18.6.14 点 z=0 ашыл ыа 
复数 А‹(Аз&0), пр] z, = 使 
limz, =0, f(z,) = A. 
这 里 Picard 例外 值 A, =0. 


18.6.3 解析 函数 在 co 点 的 性 质 


定义 18. 6.15 ”如果 函 数 f(z) 在 o 点 的 某 个 邻 域 R=<|z| 一 
十 ce 内 解析 ,而 当 |z| 一 十 ce 时 没有 有 限 的 极限 , 则 称 co 点 为 f(x) 
的 一 个 孤立 奇 点 . 


利用 变换 = 一 二 可 将 解析 函数 /(z) 在 co 点 的 邻 域 R<|z|<< 


十 cc 变换 成 5 一 0 的 邻 域 0< |= | = TIT то. 这 时 Laurent 级 数 
BUFER: 
f(z) = д2 )= Фа) = Doz +55 
=P= 去 十 тое 


定义 18. 6.16 级 数 Sa 1+ De " 称 为 函数 f(z) 在 oo 
点 的 邻 域 |z| 二 R 内 的 Laurent 级 数 . 
定义 18.6.17 级 数 Хех 称 为 f (z) #£ == оо h} Laurent 
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展开 的 解析 部 分 ;而 >)c_.z" 称 为 主要 部 分 . 

定义 18.6.18 如 果 f(z) 在 吕 点 的 邻 域内 展 成 Laurent 级 
数 时 ， 

(1) 没有 主要 部 分 , 则 ce 点 为 可 去 奇 点 . 

(2) 主要 部 分 只 有 有 限 项 , 则 oe 点 为 极点 , 当 

чә) = De еласа е сае. cn#0 
时 ,ce 点 为 m 阶 极点 . 34 m=1 时 也 称 为 单 极点 . 

(3) 主要 部 分 有 无 穷 多 个 系数 不 为 零 , 则 cc 点 为 本 性 奇 点 . 

定理 18. 6. 19 ”cc 点 是 /(z) 的 

(1) 可 去 奇 点 全 lim f) 存在 (有 穷 ); 

(2) RAS lim ГЕ = о; 

O KERAS lim f(x) 没有 固定 趋势 

在 可 去 奇 点 的 情形 下 ,如 果 将 极限 值 lim fC) 定义 为 函数 
f(z) 在 吕 点 的 值 , 则 称 此 函数 f(z) 在 oo 点 解析 . 

定义 18.6. 20 ” 当 oo 点 是 可 去 奇 点 时 


колге үн 
特别 地 ,如 果 

co 一 co) 三 cl 一 c: 一 … 一 co- 一 0， с„50. 
则 称 =e 点 为 f(z) 的 一 个 т 阶 零点 . 


性 质 18. 6.21 函数 F(z) 在 cc 点 处 的 性 质 : 
(1) co 是 可 去 奇 点 时 ,在 充分 小 的 邻 域内 (原点 的 充分 大 邻 域 
的 外 部 ), 函 数 f(z) 是 有 界 的 ; 
(2) co 点 是 极点 时 ,在 任意 小 的 邻 域内 ,jz) 是 无 界 的 ; 
(3) = 是 本 性 奇 点 时 ,在 任意 小 的 邻 域内 ,fx) 的 变化 趋势 都 
是 不 确定 的 . 
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定理 18. 6.22 (1) = 是 解析 函数 f(z) 的 一 个 m җә 
<= рш (о. 8(z) 在 oo 点 的 某 个 邻 域内 解析 且 不 等 于 0. 


(2) ce 是 解析 函数 f(z) 的 一 个 m 阶 极点 号 f(z)==z"@ (x)， 
其 中 8(z) 在 ce 点 的 某 个 邻 域 内 解析 且 不 等 于 0. 


18.7 整 函数 与 亚 纯 函 数 
18.7.1 整 函数 


定义 18.7.1 在 整个 复 平 面 内 (ce 点 除外 ) 解 析 的 函数 称 为 
整 函数 (entire function). 


根据 oo 点 的 类 型 , 整 函 数 f(z) = У) cz” (|z| 过 十 oo) 被 分 成 三 类 . 

定义 18.7.2 (1) <o Ë E т 阶 极点 时 , 称 为 整 有 理 函 数 
(entire rational function) 或 多 项 式 (polynomial) ,并 且 称 为 m 次 
(degree) 多 项 式 ; 

(2) <e 是 本 性 奇 点 时 , 称 为 整 超越 函数 (entire transcendental 
function); 


(3) ce 是 可 去 奇 点 时 , 则 整 函数 是 一 常数 . 
18.7.2 亚 纯 函 数 


定义 18.7.3 在 复 平面 的 有 限 部 分 上 , 除 极 点 外 没有 其 他 类 
型 的 奇 点 的 单 值 函 数 称 为 亚 纯 函 数 (meromorphic function). 


< i S L СЕ 
КЕ Еле 


项 式 ,Q,(z) 是 m tK £i 
P,(z)=a +az+-* Ба," (а„550). 
О„С(\=)=б--5у=-++++++-5„” (b,=0), 
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都 是 亚 纯 函 数 ,其 中 P,O È n k £ 


ЖН. P,(z),Q,(z) 没 有 非常 数 的 公 因 式 . 

定理 18.7.4 ”如 果 亚 纯 函 数 f(x) 在 闭 复 平面 上 解析 , 则 
f(z) 必 为 一 常数 . 

定理 18.7.5 如果 z= co 是 亚 纯 函 数 f(z) 的 可 去 奇 点 或 极 
点 , 则 /(z) 必 是 有 理 函 数 . 
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19 留 数 定理 及 其 应 用 
19.1 引言 


借助 于 Laurent 展开 式 ,人 们 可 以 计算 不 是 Cauchy 型 的 积 
分 . Cauchy 给 出 了 关于 沿 着 一 条 任意 闭 曲 线 的 积分 中 /(z) dz 的 


一 个 新 的 叙述 :如 果 曲 线 只 包围 着 一 些 极点 ,那么 积分 的 值 是 函数 
在 这 些 极 点 处 的 留 数 (residue) 之 和 的 271 倍 . 当然 被 积 函数 不 一 
定 是 亚 纯 函数 ,就 像 Cauchy 指出 的 那样 . 理论 上 一 经 确定 之 后 ， 
人 们 就 应 当 注意 计算 的 方法 与 技巧 . 

然而 ,Cauchy 的 留 数 概念 仍 是 复 变 函数 论 中 的 一 个 重要 概 
念 ,可 用 以 计算 许多 重要 的 积分 的 值 ,并 有 大 量 实际 应 用 . 


19.2 留 数 定理 


定义 19.2.1 设 函 数 f(z) 在 环 域 0 二 |z 一 a| <R 内 解析 ,a 
是 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 . 函数 f(z) 在 孤立 奇 点 a 处 的 留 数 , 记 作 
Res (f,a) ,定义 为 


Res (f,a) = A Sdz (19.1) 
其 中 0<p<R, 路 径 取 正 向 . 
算法 由 
fe) = Эсе "+ У ЕЕГ (0<| = 一 a |< КЮ) 
知 
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Res (f.a) = с. (19.2) 
因此 有 
(1) 4a 为 可 去 奇 点 时 ,Res (f.a)=0. 
(2) í a 为 单 极点 时 


Res (f.a) = lim(z — a) f(z). (19.3) 
特别 地 , 当 мо 09.8 P(a)Z0,Q(a) =0.0'(а) #0 Rt, 
EY 
Res (f,a) = гусу. (19.4) 


(3) Чай т 阶 极点 时 


ту gle a)"f(z)]J. (19.5) 
ЖЕ 19.2.2 设 C 是 复 平面 内 一 简单 闭路 径 , 域 D 是 C 的 
内 部 . 如 果 函 数 f(z) 在 DD 内 除去 个 孤立 奇 点 zi ,zs，…,z, 外 是 


解析 的 ,并 且 f(x) 在 闭 域 D 上 除去 = ,z,,…,z, 外 是 连续 的 , 则 
$ fdz = 2ri DRes (fsz). (19. 6) 


定理 19.2.3 ”如 果 f(z) 在 复 平面 内 除去 孤立 奇 点 2， 
zare sz, 外 是 解析 的 , 则 f(z) 在 所 有 孤立 奇 点 (包括 co 点) 处 的 留 
数 之 和 等 于 零 , 即 


Res (f,a) 


У) Кез (f,z,) + Res (7,00) = 0. (19.7) 
k=1 


EX 19.2.4 函数 х) оо (im E У ñr s: ) АКП 
数 Res (/.оо) E ЙЯ 


Res (/,оо) = =$. Гав, (19. 8) 


其 中 积分 路 径 取 顺 时 针 方 向 ,|z|=&A 为 co 点 邻 域 1z| >R 内 的 一 
圆周 ,R 一 一 十 co. 


利用 $= 二 变换 到 $==0, 则 有 
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z гы ү. 
Res (/,со) =— zi па (Е) ае (19.9) 


例 19.2.5 求 下 列 各 函数 /(z) 分 别 在 各 指定 点 a 处 的 留 数 ， 
(1) f(z)=tan z, a=5 tkr (是 整数 ); 


ые РЕ 
(2) „з а=1 
1 
(3) f(z2)=—er=, a=co 
2 
I ME A 
(4) Го) = ет а=]. 


E 首先 要 认 准 孤立 奇 点 a 在 各 个 不 同 的 函数 中 属于 哪 种 类 
型 ,然后 再 选择 适当 的 方法 计算 . 


а) Ут 是 单 极点 (& 一 0, 士 1, 士 2,…) ,函数 tan z = 


Sin 之 


жең z 用 式 (19. OHH: 
Res (f, a) = 21 1 (&=0,+1,+2,+..). 
—sin z |.- z+ 


@)1E p. gË, ,用 式 (19. DHH. 


4 е* е 
Re [ T!) ai ат [= Е ет] 6: 
(3) HRAL 9) 计 算 ， 


VE S saya 3 Е 
Кез (е ©°)= Эл Çe ga 
а N 1l 
iP ing TEE 
5 
=- Res( 4e .0)=—1 
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(4) mahe :在 闭 复 平面 上 共有 三 个 孤立 奇 点 :z 一 0,z 一 1 
与 z=%, 利用 式 (19.7), 有 
Res( Ter ,1)=—Res( Le, )— Res( Ter,0) 


1 
т 


(=) (5) =1—e. 
z f 


应 注意 的 是 ,即使 = 点 是 一 可 去 奇 点 ,函数 在 -= 点 处 的 留 数 也 
不 一 定 等 于 0. 例如 人 


Та 二 一 1 (k 充分 大 ). 


Кез(/,со) = za z 


19.3 留 数 定理 对 亚 纯 函 数 的 应 用 


设 f(z) 是 域 D 内 的 一 个 亚 纯 函数 ,$(z) 是 D 内 的 解析 函数 ， 
C 是 D 内 的 简单 闭路 径 , 其 内 部 也 全 属于 D. 在 这 个 总 前 提 下 ,有 
下 述 定理 . ` 
Ж 19.3.1 设 /(z) 在 C 的 内 部 只 有 有 限 多 个 极点 5b， 
bob RADIA BB, 避 ,…,B,, 也 只 有 有 限 多 个 零点 а, 
ars а, ЭЭЭ a ,92，… ,a,. 如 果 f(z) 在 C 上 没有 零点 和 
极点 , 则 
去 中 ТЕ = z= ад) 一 1B$C6),C 取 正 向 。 09.10) 
当 g%z) 一 < 时 ,有 
1 ГӨ) Q а 
з ф,5 TO! Ува, 285. (19.11) 


当 ф(:)=1 8,6 
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К ЭЖЕ САМЕТ 
ife aT = 57 М-р 


jn 


(N= У\а,р= 28) 
(19.12) 
定义 19.3.2 积分 元 中 
ола = dln /(2) s 


(19. 12) 也 可 以 叙述 成 下 面 的 形式 . 

定理 19. 3.3 EARR f(>) 关于 闭路 径 C 的 对 数 留 数 等 于 
f(z) 在 C 的 内 部 的 零点 个 数 与 极点 个 数 之 差 (n 阶 就 算 个 ). 

将 定理 19. 3. 3 应 用 到 亚 纯 函 数 /(z) 一 a, 其 中 a 是 任意 复 常 


数 ， 积分 中 Z= dz 就 等 于 方程 f(z) = a fE C 内 根 的 个 数 
与 f(z) 在 C 内 极点 的 个 数 之 差 . 
当 (е) 在 C 内 全 纯 ( 解 析 ) 时 ， ,积分 元 f(z)dz 给 出 方程 


cf(z)— 

РО) = a 在 闭路 径 C 内 根 的 个 数 . 

利用 定理 19. 3. 3 可 以 证 明 下 述 的 “代数 基本 定理 ”. 

定理 19.3.4 ”任何 一 个 nn 次 整 有 理 函数 

f(z)=a z"j+a z" + +a, (ao 天 0) 

都 恰 有 个 零点 ,其 中 每 个 零点 是 & 阶 的 就 算 k 个 . 

定义 19.3.5 定理 19. 3. 3 也 称 为 辐 角 原理 (principle of the 
argument). 

从 几何 上 看 ,映射 w= f(z) 将 C 映射 成 卫 时 ,由 于 f(z) 在 C 
уни 卫 不 过 也 一 0 与 ш= оор СА 19. 1). 


ú ч = К г w D RIRA Сш = 0) WA. 


(19.13) 
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即 : 当 点 多 沿 丁 连续 变化 时 ,等 于 它 的 辐 角 的 增 量 除 以 2x. 记 为 
I 去 ArArg ww= 去 AcArg С). 


N=P= 去 AcArg Fæ. (19.14) 


定理 19.3.6 Rouche 定理 设 C 是 域 D 内 的 简单 闭路 径 ， 
其 内 部 属于 D. 如 果 函 数 /(<) 与 g(z) 都 在 域 卫 内 解析 ,在 C 上 满 
足 条 件 | f(x) 一 g(x) | 二 |f(z)|, 则 f(z) 与 g(z) 在 C 的 内 部 有 相 
同 个 数 的 零点 . 

例 19.3.7 求 方 程 x 一 5x’ 一 2=0 在 下 列 各 域内 根 的 个 数 . 

(1) 圆 域 |z| 过 1; (2) 环 域 1 二 | =| 到 5. 

解 利用 (19.14) 式 注意 选择 f(z) 与 g(x). 

D 因为 在 单位 圆周 |x|=1 Е. [2-21< 1-52 |, $ 
JGa)=—5z' ,g(z)=x 一 5z’ 一 2, 两 个 多 项 式 f(z) 与 g(z) 都 在 复 
平面 内 解析 . RERA 14) 知 函数 g(z) 在 单位 圆 内 有 3 个 零点 ， 
即 方程 2 — 52° —2=0 在 单位 圆 内 有 3 个 根 . 

(2) 4 |z|=5 时 , |# |> [5742| ЕН] 4 f(z) =. 
go) = —5z'—2. /zx) 与 5(z) 都 在 复 平面 内 解析 ,由 式 (19. 14) 
知 g(z) 在 |z| 二 5 内 有 5 个 零点 . 

在 单位 圆周 1x| = 1 Е. Ж |аб=)—/(=)| > | f (z) | 
(| —5«*—2|>5—2;>1= |= |). RAE |z| =1 E g(z)Z0, A 
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此 8g(z) 在 环 域 1< |z|<5 内 有 (5 一 3 一 )2 个 零点 , 即 原 给 方程 在 
Ж I< |15 内 有 两 个 根 . 

作为 Rouche 定理 的 推论 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 19.3.8 设 函 数 /(z) 在 域 D 内 解析 , z ED, w= 
f(zo). 如 果 zo 是 f(x) 一 wo 的 m 阶 零点 , 则 对 于 充分 小 的 po 之 0， 
存在 ó> 0 使 得 对 于 圆 域 |w 一 ww | < ó 内 的 每 一 个 点 A ,函数 
f(z) 一 A 在 |< 一 zo | <p ARE т 个 零点 . 

定理 19. 3.9 Hurwitz 定理 设 C 为 域 D 内 一 简单 闭路 
径 , 其 内 部 属于 D. 如 果 函 数列 / Cz) , 户 (z),…，, 广 (=),… 中 
每 一 个 函数 f,(z) 都 在 域 D 内 解析 ,并 且 在 D 内 的 闭 域 上 一 致 
收敛 到 不 恒 等 于 零 的 函数 SC) f(z) 的 零点 不 在 C 上 , 则 存在 
正 整数 NN, 使 当 n 宇 N 时 ,在 C 的 内 部 f,(z) 与 f(z) 有 相同 个 
数 的 零点 . 

定理 19. 3. 10 如果 函数 列 f(z) ,f(z),…,f/,(z),… 在 域 
D 内 单 叶 解析 ,并 且 在 D 内 的 每 个 闭 域 上 一 致 收敛 到 f (z), E. 
f(z) 不 是 常数 , 则 f(z) 在 D 内 单 叶 解 析 . 


亚 纯 函数 的 部 分 分 式 表达 式 

tan 22 = 12 È G > —— (19.15) 
cot лг +28 >р == 1 > = (19.16) 
tanh 22 с > = rr: 19.17) 
coth сезй (19.18) 
sec 72 = 1 LX эч ms. азал» 
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+o 


1 1 2z хх (—1)" 1 ED" 
cse x= 51 жга У эзсе Ў} $ 


sin nz nz 24 т L EEn 
(19. 20) 
4 1 
sec (77) = 15 otg ira] (19. 21) 
2 z: 1 5 1 
cse (mz) = +5 У; Е = =} > an 
(19. 22) 


19.4 留 数 定理 在 积分 计算 中 的 应 用 


引 理 19.4.1 (1) 如 果 函 数 f(z) 在 域 D.0< |z—a|<R. 
fı Sarg (z—a)< $, 上 连续 , 且 lim (z 一 a) (2) = А, M] 
(ED 
lim| Peay A =). (19. 23) 
0 с, 


其 中 C,:z=a+pe'* , $, $< $, ,0<po <Р. 
(2) ШЖ f(z) 在 域 D.R< |z—a | < 
+оо, 
$# <arg(z=—a)< $ç, 上 连续 , 且 
lim (z—a)f(z)=A. 


Ge D 


则 
lim | „fdz = Ai(# — ф), (19. 24) 


其 中 C,:z=atpe't， # <<. O>R( 见 图 19. 2). 
引 理 19.4.2 Jordan 引 理 ”如 果 函 数 f(z) 在 Р, || < 
十 co ,Im 2220 上 连续 , 且 lim (х) =0;т2>20 是 一 实 常数 , 则 


ш:>о 
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lim | е”*/()4е = 0,Җ Р Cr:z = Re *,0 < $ < x<,R> R. 


RJ Ch 


利用 引 理 可 以 推出 下 列 各 类 型 的 积分 公式 . 

利用 留 数 定理 计算 实 函数 的 积分 时 ,主要 步骤 有 二 :一 是 选 函 
数 f(z) ,通常 要 求 -=z 时 ,f(z) 二 f(x); 另 一 是 选 闭路 径 使 该 路 
径 包 含 积分 区 间 的 一 部 分 . 表 19. 1 及 表 19.2 列 出 常见 的 积分 以 
及 选择 的 相应 函数 和 路 径 . 


#191 积分 计算 公式 


复 变 函数 满足 的 条 件 


уз 
oft удах 


Dž z= rB, f(z)= fa) 

@f(z) 在 上 半 平 面 Im z2>0 
内 除去 有 限 多 个 孤立 奇 点 
аз заз "a, 外 是 解析 的 

@f(z) 在 Im 220 上 除去 
ars san 外 连续 

@ lim 2/02) =0 


Im =>0 


[лов = 2 У) кела) 
> і 


= 


+ Piz) 
o [` 5224: 


(3) [олов 
(m>0) 


Е P) _ Р(х). 
Ož =r t бе Qe)’ 


@P(z) ,Q(z) 是 既 约 多 项 式 ; 

@Q(z) 在 实 轴 上 没有 零点 ， 
在 上 半 平 面 内 有 p T ЖШ 
等 的 零点 al sarapi 

@Q(z) 的 次 数 至 少 比 P) 
的 次 数 大 2 


Ф.Ф.®й‹1› 
Ф lim fe) =0 


Im :>0 


+= Р(х) 
-~ Q(>) 


. Р(2) 
=ч е (о) 


dr 


W. 


= 2xi У) Res(e™ f(z) ap) 
= 


ee #8855 8 
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类 型 复 变 函 数 满足 的 条 件 公 式 
w [кә omz a 
бозу [лое mzdr = Re I 
A 同 (3) z 
Голо sin me az [esin тей: = Im 1 
(m > 0) 
ims Р(х) 
в) [ее Pepa, [200m Ге Ва 
©) @Q(z) 的 次 数 比 P(z) 的 次 Р) 
z: 
(m > 0) 数 至 少 大 1 = 27i DRes (em Sa) 


ка 


се) [ссох 0.sin dð 


是 = 的 有 理 函 数 
@F(z) 在 单位 圆周 上 没有 极 
点 ,在 单位 圆 内 有 n 个 极 


Recos sin Da 0 


= 2xi X, Res( Far) 


т 


Aasa, san 
ФоФт) [ләш =2r i Y? Res (а) 
j k=l 
of ~ fada 图 在 实 轴 上 除 有 限 个 一 阶 极 А 
点 ауаз, sap 外 是 连续 的 +=i Dy Res Сла) 
А 
+= Р(х) 
DOOR E 90)“ 
И @Qtz) 在 实 轴 上 只 有 一 阶 零 к A 
‹ - 
во |7 Роа, 点 ,ewer, 在 上 半 平 面 内 | = 29 D) Res ( GE van ) 


有 户 个 不 相同 的 零点 al， 


az, sap 


+i Dre( HB 2а) 


— — .  _ 1 7 ЗЕКЕ 
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类 型 复 变 函数 满足 的 条 件 2 R 
r = Генуа 
Р 000 907) ы 
(9) | em ferde = 2ri Р š 
Í DAIO 2xi D Res Са) а) 
(т> 0) юзо , 
十 ri >)Res(CJ(z)va ) 
я 
че 
ао [лоо cs me de [и 
f(x) cos mrdr = Re 1° 
DA 同 (9) ед 


| G) sn m dr 
(m>0) 


б 
[asin mrdr = Im 1° 


Уа 
ар f (WD /(т)4с 


Jo 


(0 <а<1) 


Dž z=r t, 70) = 
wfr t h z"! = 


eb, 
0<Im In z=arg z<27 
@/(z) 在 闭 复 平面 上 除 点 


ai saz, san 外 是 解析 的 
Оп а.а, "а. 都 不 
等 于 0, 且 都 不 在 正 实 轴 上 
@z=co 是 f(z)  т(т>1) 
阶 零 点 


—1— 


[7 РЕТ" 


2 
1- 


DRes(z™ f(z) sas) 
= 


А 
aD jË зарсан 


(0<а< 1) 


ФЧ ==: ,2-'01-20)-°. 
SD = е (1— х). 
fO, k h e (1— 
z) *#DR + (Ë 

@/(<) 在 闭 复 平面 上 除 点 


[0.1] 上 
Ф:= > Ë. f(z) 的 可 去 奇 
点 , 故 可 令 fC) = co 


1 
Гаа еледа 


ст 
sinza 


Ы . 
es"'sin ла 


У) Rest! (1 — z) f C2) sar) 
^ 
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续 表 


类 型 | 复 变 函数 满足 的 条 件 |: А R 


Фу а= 8}. (2) z= Голова 
Jln z, 其 中 0<Im In z 和 
<?х = Re У) Res(fG)lnz, ш) ) 

Е ja 

@/(z) 在 闭 复 平面 上 除 点 同时 得 到 


aD fi” fl z az рен, 


,as 都 不 是 0, 且 | |, бой: 

都 不 在 正 实 轴 上 MAA 
@==<° /02) 0 т\т?) | = S—ImÍ У) Reen za) ) 

阶 极点 egi 


Ф з= г B}, f(z)in z= "P. 
fin z, 0<Im In z<2x f fn x dr 
@/(z) 在 上 半 平 面 内 除去 点 ” 
Е araz, sa, 外 是 解析 的 “| = о { У) Rest fln za) ) 
ар" jooinz dr Oft m :之 0 上 除 点 W 
Jo 同时 有 
ADD = да) | azsa 外 是 连续 的 | s 
Фм |zi 充 分 大 时 ， |р Уст 


M я 
‚т>?, 
sari: = 2Re{ X) Rest (әп ла) ) 
= 


ме%®& 
+ 
f(z) 只 有 有 限 多 个 极点 = 
+° LIET TETELE P E fw 
(15) У) fw Oai ,az ,…,aw 全 不 是 整数 mE 
gi @ 当 |z| 充分 大 B= D Rest fC)n cot nza) 


1zf(z) | 一 M,M 是 实 常数 кет 


——— — 1 
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表 19.2 
积 分 


Laplace 


cos x 


рә 
[ тва" 


КЕ 


函数 /с:) 


Dirichlet P 
айы [S sin xd z 
° sinri, ° 2 — 
Jo r 
Fresnel 


ес Я 
cos д?г 
о 


та = z 
Í sin 2202 [ sin 224 = VZ 
о 4 
Euler 
. jis: ее ся 
= ет -= 1 十 er sinar 
[16 
(0<а<1) 
(0<а<1) 
+= sin ar 
Legendre j: „дый == 
[ w Sinar к: Б 
° sinh zr «== 
(а> 0) 
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函数 /(z) 


路 径 


Poisson 


(a>0) 
In r dx 

r In z dr (十 ao) +b 

° Ста — in?z 

Ca oD lä 0 arean $ [а Fe 
(а>о,ь>о› 


(0<a<1) 


[7 


= 


dz = x cot an 


-r 


(0<а<1) 
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20 保 角 ( 共 形 ) 映 身 


20.1 引言 


保 角 ( 共 形 ) 映 射 在 复 变 函 数论 及 其 应 用 中 有 着 重要 的 作 
用 .由 此 引出 一 个 问题 :要 寻求 一 个 保 角 映射 ,把 一 个 域 映射 
成 一 个 具有 给 定 的 几何 形状 的 域 . 在 许多 最 简单 然而 很 有 用 的 
情形 ,这 一 问题 可 利用 初等 函数 来 解决 . 真正 要 作出 一 个 保 角 
映射 把 一 个 域 映 射 成 另外 一 个 域 ,有 时 是 非常 困难 的 ,但 对 于 
研究 函数 的 若干 一 般 性 的 性 质 ,通常 并 不 需要 真正 知道 把 一 个 
域 映射 成 另 一 个 域 的 保 角 映射 ,而 只 需 知道 这 种 映射 的 某 些 几 
何 性 质 即 可 ,这 就 使 得 我 们 要 广泛 地 去 研究 保 角 映 射 的 几何 
性 质 . 


20.2 RARI 
20.2.1 导数 模 的 几何 意义 


设 函 数 f(z) 在 点 xz。 附近 有 意义 , 且 在 z, ATF, f (zo) 关 0. 
这 时 有 


„„ | fo + Az) — f) |Aw| 

Рб) | == Az = [йе 

ШЖ | f (zo) | 表示 在 点 z 处 有 一 个 与 方向 无 关 的 惟一 确定 的 
伸缩 率 (magnification ). 


(20.1) 
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20.2.2 导数 辐 角 的 几何 意义 


Ж C, ,C, HR D 内 过 点 zo 的 任意 两 条 路 径 , 它 们 在 点 zo 的 
切线 倾角 分 别 是 $, 与 p ARA w= f(z) 得 象 曲线 Г.Г, ЕП 
在 wo 二 f(zo) 点 的 切线 倾角 分 别 是 9 与 &. 当 /(zo) 关 0 时， 


arg f(z) = b — h =б—$:, (20.2) 
因而 
0, — 60, = $ — t. (20.3) 
w=/(z) 
fzo) #0 
20.1 


argf (zo ) 的 惟一 确定 性 表明 在 点 zo 处 由 路 径 C, 到 C, 的 旋转 角 
的 大 小 及 方向 经 ww 二 f(x) 映射 后 保持 不 变 :与 p, 21 Г, 的 旋转 角 
的 方向 及 大 小 都 相同 ( 见 图 20. 1). 


20.2.3 保 角 映射 及 其 性 质 


定义 20.2.1 一 个 具有 旋转 角度 不 变性 与 伸缩 率 确定 性 的 
映射 称 为 保 角 映 射 (conformal mapping)( 或 第 一 类 保 角 映射 ). 

定义 20.2.2 如 果 映 射 保持 了 伸缩 率 的 确定 性 及 旋转 角度 
的 大 小 ,而 角 的 方向 正好 相反 ,就 称 它 是 第 二 类 保 角 映射 . 

例 20.2.3 映射 w=z 就 是 一 个 第 二 类 保 角 映 射 . 

以 后 如 果 没 有 特殊 的 声明 ,我 们 所 说 的 都 是 第 一 类 保 角 映射 . 

定理 20. 2. 4 保 域 性 定理 ”如果 函 数 f(z) 在 域 D 内 解析 ， 
并 且 不 是 一 个 常数 , 则 域 D 的 象 f(D) 是 一 个 域 . 
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定理 20.2.5 如果 函数 f(z) 在 域 D 内 单 叶 解析 , 则 对 于 D 
内 的 每 一 点 z Я S (2) 580. 反之 ,如 果 点 z € D. f (z) 0, WJ 


JOEA zo 的 某 个 邻 域内 是 单 叶 的 . 


定理 20.2.6 ШЖ w=f (z) fE D 内 单 叶 解析 ;将 D 
保 角 地 映 成 域 G, 则 反 函 数 = g (zo) fE G 内 单 叶 解析 ,把 G 保 角 


地 映 成 域 D. 


定理 20.2.7 设 函 数 f(z) 在 域 G 内 解析 ,C 为 G 内 一 简单 闭 
路 径 ,其 内 部 万 包含 于 G. 如 果 f(z) 把 C 一 一 映射 为 简单 闭路 径 芽 ， 
则 w=f(z) 在 DD 内 单 叶 ,并 把 口 映 成 厂 的 内 部 2( 见 图 20. 2). 


w=/(z) 
— 


图 20.2 


az+b 


20.3 分 式 线性 函数 Еа 


20.3.1 几何 作用 


当 e=0,4=0 时 ,成 为 线性 画 数 w=2r +2. 
当 c 关 0,ad=bc 时 ,是 一 常数 . 


当 с920,а45Ьс 时 ,可 以 写成 > 
_ a b—ad 1 

ш= = + = — ДО 

еле 


1 pc 一 ad 


这 是 由 ш ==+ ©, ш = + w T w, ш 


ил с 


而 成 的 . 由 复数 的 运算 法 可 知 分 式 线性 函数 的 几何 作用 依次 是 平 
移 (加 法 ) ,关于 单位 圆周 对 称 与 关于 实 轴 对 称 (倒数 ) 旋转 ( 乘 法 ) 
与 伸缩 (乘法 )5 种 . 


20.3.2 解析 性 . 单 叶 性 、 保 角 性 


D жне HE: 平面 内 解析 ,并 且 w = 


сата [= — 2). 


(2) 因为 w' 恒 不 等 于 0, 所 以 在 去 掉 点 == — Я = 平面 内 


— 


是 单 叶 的 , 反 函 数 z= 一 一 一 仍 是 一 个 分 式 线性 函数 ,而 且 在 去 


掉 点 ш= = w 平面 内 也 是 单 叶 解析 的 . 


. (3) 在 闭 = 平面 与 闭 zw 平面 上 ,= оозе оон 


E 我们 规定 象 曲线 在 zw 一 一 处 的 夹 角 等 于 原 象 曲线 在 = 一 一 


处 的 夹 角 ; 原 象 曲线 在 == cc 处 的 夹 角 等 于 象 曲线 在 ш= Ç i 


夹 角 . TE uo = г 


映射 成 闭 w бау 
定理 20.3.1 ШЕЙ vo — F(z) 在 闭 复 平面 上 除去 点 
х= хо 外 处 处 解析 ,而 且 单 叶 , 则 f(z) 必 是 分 式 线性 函数 . 


20.3.3 保 圆 性 \ 保 对 称 性 


这 里 ,我 们 将 直线 看 作 是 过 ce 点 的 圆周 . co 点 与 圆心 关于 圆周 
对 称 . 
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了 (Cc 天 0,ad 天 bc) 将 闭 = 平面 双方 单 值 的 保 角 


Ж 20.3.2 在 > 平面 上 ,任意 一 个 圆周 都 可 以 表示 为 

2—21 

2—2: 

其 中 zi ,zs 是 关于 该 圆周 的 两 个 对 称 点 . 当 561 时 ,这 个 圆周 的 

圆心 a 与 半径 R 分 别 是 

zi — k’ z 
1-6 ' 


=k (k>0), 


_ Ма | 
R, = 1<Ё[` 


定义 20.3.3 圆周 族 сб}! gx Apollonius 圆周 族 . 

3 6-07 时 ,圆周 C, 上 的 点 
趋 于 点 z, E B lim а = 2, 
lim R, =0; 34 -Hooit ШИ] G 
TER a ,并且 ,lim а=: 
im К,=0. 3 #->1{],та,= 
°°, lim R, = о, С, 以 直线 


а, = 


0<4<1 


1221-1 为 极限 位 置 ( 见 И 
А 20. 3). 

定理 20.3.4 每 一 个 分 式 线性 函数 将 任 一 圆周 K 映 成 某 个 
圆周 及 ,并 且 将 关于 K 的 每 两 个 对 称 点 映 成 关于 H 的 某 两 个 对 
称 点 ( 见 图 20. 4). 


图 20.3 
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20.3.4 惟一 确定 分 式 线性 函数 的 条 件 


定理 20.3.5 ”如果 已 知 zi ,zz,zs 与 www 分 别 是 z $ 
面 与 w 平面 上 不 同 的 3 点 , 则 有 惟一 的 一 个 分 式 线性 函数 w= 
L(z) 满 足下 式 ,并 且 u= L(z,)(k=1,2,3) 


xo — t , w w _ z zu, 23 21 (20. 5) 

w— w: Ts — w: 2—2) 2з — 21 ç 

定义 20.3.6 KEZE : 22 р zi z z z 这 4 个 
211—2, 23—24 


点 的 交 比 (cross ratio) , 记 为 (zi 22,23,21). 
定理 20.3.7 ШЖ 2, 或 zk(& 一 1,2,3) 中 某 一 个 是 co , 则 交 
比 中 包含 它 的 那个 因子 被 理解 为 1. 
定理 20.3.8 交 比 在 任意 分 式 线性 函数 映射 下 是 不 变 的 . 
例 20.3.9 求 分 式 线性 函数 a= L (z), 18 LO) =1, 
了 (1) 一 0, 工 (co) 王 一 1. 
Ж ”由 公式 (20.5) 及 定理 20. 3.7 有 
шю—1,—1—1_—0,1 z 一 1 _ 一 z 十 1 
0—0 一 1 一 0 ez z+1 z+1 ` 


20.3.5 几 个 重要 的 分 式 线性 函数 


(1) e= L(z)=esZ—2 (a 是 实 常数 ,Im a>0) 


zg 
O 它 将 上 半 平 面 Im z>0 映 成 单位 图 内 部 | 了 | <1. 
© 它 将 以 ,2 为 极限 点 的 Apollonius 圆周 族 |: 一 4 


2|=k 
= 
(0<k<1)B оо ЗАТ ЕКО Я Ж |w | = k. 并 把 过 a,a 的 圆周 
在 上 半 平 面 的 部 分 映 成 单位 贺 |w| =1 的 直径 , 见 图 20. 5. 


2 (a EREM, lal <D 


z 
1 一 az 


(2) w=L(z)=e" 
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图 20.5 


O 它 将 单位 圆 内 部 |=| <1 映 成 单位 圆 内 部 |w| <1. 
© 4 a=0 B w=e"z. 


=a UN =k(0<k<— |а|) в 


BPO BDE [| = ааа: = 


la| 内 部 ( 即 |z| 二 1) 的 那些 圆 弧 上 映 成 圆周 Ta 的 直径 , 见 
图 20. 6. 


图 20.6 


az+b 


(3) а ERM abcd 都 是 实数 且 ad 关 be 的 情形 
817 


Ф ad 全 bc 人 由 一 < 将 上 半 z 平面 映 成 上 半 w 平 面 . 
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az+b 
cz+d 


@ ad<bSw= 将 上 半 < 平面 映 成 下 半 w 平面. 


20.4 存在 定理 ”边界 对 应 定理 


下 面 的 存在 定理 是 函数 理论 最 重要 的 结果 之 一 . 

定理 20.4.1 Rieman 定理 ”如果 了 是 = 平面 内 一 单 连通 
域 ,zo。E D, 6 E — 1: # (0 < 0, < 2x) , WJ H — Bb # fE A 8 
w= fC), WW РУЖЕ: 

(1) w==f(z) 在 D 内 单 叶 解析 ,把 D 保 角 地 映 成 单位 圆 的 内 
#|%®<1,ЖН f(z)=0; 

Q) arg f' (z) =0,. 

下 面 的 定理 通常 称 为 边界 对 应 定理 . 

定理 20.4.2 设 DD 是 由 一 条 简单 闭路 径 C 所 围 成 的 域 . 如 果 
KA w= fOD E D 内 单 叶 解 析 , 将 DD 映 成 单位 圆 内 部 |w| <1 , HJ 
f(z) 可 扩充 到 C 上 ,使 得 f(z) 在 闭 域 D 上 连续 ,并 且 建 立 起 C 上 
的 点 与 圆周 |w| = 二 1 上 的 点 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 


20.5 例题 


要 找 出 一 个 保 角 映 射 w= f(z) 将 已 知 域 D 双方 单 值 地 映 成 
已 知 域 G ,一般 说 是 很 困难 的 . 但 对 特殊 的 域 D, 当 其 边界 为 不 多 
于 两 个 圆 弧 (包括 直线 段 ) 时 ,可 以 由 分 式 线性 函数 及 初等 函数 经 
过 复合 步骤 映 成 上 半 w 平面 . . 

求 一 单 叶 解 析 函 数 将 下 列 各 域 保 角 地 映射 成 上 半 w 平面 ( 见 
20. 7). 

|z|<1, 
а |z—1|<1. 
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图 20.7 
E Q 求 出 两 个 边界 圆 弧 的 交点 a l. CD, 


O 根据 分 式 线性 函数 的 保 圆 性 选 函数 m= 它 将 
g~e 


zi =e йй w 0,0 2. =e 3) 映 成 wi 一 o0; 而 将 = 一 0 映 成 
ш = $" 2—1 映 成 w =е'`. 于 是 两 圆 弧 分 别 映 成 射线 arg w = 
2 _4 
375 arg w 一 本 т. 

@ 根据 边界 点 的 走向 定 出 象 域 : 
CH ср 
е 


证 i 
z: —1—e* —0—e 


wi: оо->е?”->0->е1'—»оо 

TARRE 27а w <. 

он Èa A me C w, 在 tu 平面 的 角 形 域 是 
0<arg 2, 

O 开平 方 ( 取 0<arg о) ж, ME u=, 


0<arg ш<т. 
@ 求 得 满足 要 求 的 一 个 函数 是 


ck 
C$) 


а= 


这 种 方法 不 是 惟一 的 ,例如 也 可 以 令 ет оо е! (3) «0. 
|z|<2, 


(2) 切 圆 | 见 图 20. 8. 
2 [==11>1 г 
v 
TE 1 w= 2ne' Siw 次 
01275 一 лї 
1 А 
2 3 [7 
过 [2 [ x О 5 
ө Ө 
20.8 


解 О 令 um 一 :二 7, 由 于 系数 都 是 实数 , 它 将 z 轴 映 成 实 轴 
Im ш =0. 

© 切 点 z=2 Й w = оо, Bf UR IJ B ЭЛ ЗЕКИ Ж] || =2, 
|z 一 1|==1 都 映 成 直线 ,又 根据 保 角 性 , 象 直线 必 都 垂直 实 轴 
Im zw 一 0. 


@ w l0 =0, Ñ |z—1| =1 的 象 是 Re w =0;w l-2 = 
TPM |z| 一 2 的 象 是 Re w=. 
Ф 因为 = 一 一 1 在 切 圆 域内 ,au 1... = НЕНА 


0<Ке ш <4. 
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O 将 域 0<Re w НУ ЖЕК ЖЖЖ x 的 带 形 域 ， 
得 ш, =2те?ш. 


© 指数 函数 o= e 将 水 平 带 域 映 成 上 半 <o 平面 .因此 有 


ш = eti — етт, 


(3) 沿 连 接 1 二 i 到 2 十 2i 的 线段 有 割 颖 的 平面 ( 见 图 20.9). 


_ гән) 
1242900) 
— 


леі 
m шейи y 


图 20.9 
解 Qu =E amik 08. 
O 为 了 确定 象 射线 的 位 置 , 我 们 取 = 一 0,ao 2, = >0. 由 


于 =0 与 1 十 i,2 十 2 共 线 ,但 不 在 割 颖 上 , 故 象 射线 位 于 负 实 轴 
Im w, =0, Кеш <0 E. 


О 旋转 x 角 ,再 开 方 ( 取 单 值 支 ) 就 得 到 上 半 w PH. 
© 这 样 求 得 的 函数 是 


_ == J z 
"= f. z 二 (2 十 207 N к—(2+20 
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20.6 常见 的 保 角 映射 


图 20.13 
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图 20.14 


ze v 
— 


10| 1 


D РЕЛЕ 


图 20.16 

y 

E 
nip- D fai 
ШЕ; 
2[- с 

- 

o| a B 7 


20.17 
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т-=ю=зїпг 


е 


20.18 


z= u= sin z 
-一 一 一 一 


Z—e=sinz 
т") 


(ат) Б) 


20. 21 
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lrir + Vz )(l— zx) 
a = ————> —— 
= +22 


= 1— =u + /(1— z”) (1 n) , R >1 


ж 


a>1 
—1<x= <n <l. 


Ro 


图 20.23 


_1+аа + Va- DED, 


a 


TI 十 Ts 
_ nn—l— VA Da 
Re = T — 2: 
(z; <a < z, 0 < Rx < 1, 1< m < xi). 
图 20.24 
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РЕ 
аа 221 
аы] 
етажа 


х2+у2-2(со)у =1 


图 20.29 
Г zw- n žė 
— 
o| c: 
А В" 


心 在 z=coth co 半径 等 于 sn Ра (п=1,2). 
20. 30 
z—w 


E ЕС А ВС рх 


th 2(1—k)+in—k lIn(z+1)—(1—k)In(z—1), 


m =2k—1, 0<x<1. 


w=k ln 


图 20.31 
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EX 


20. 34 


Z—— w= Ki+z-lnz 
一 一 一 一 一 一 一 


图 20.35 


20.7 若干 应 用 


20.7.1 平面 向 量 场 


定义 20.7.1 三 维 实 空间 内 一 个 向 量 场 a(M) 称 为 一 个 平面 
向 量 场 (planar vector field) ,是 指 : 

(1) 这 场 内 所 有 向 量 都 平行 于 某 一 平面 m; 

(2) 在 垂直 于 的 任 一 直线 上 的 所 有 点 M 处 ,向 量 a(M) 的 
大 小 和 方向 都 相同 . 

这 种 向 量 场 的 分 布 情况 完全 取决 于 平面 x. 下面 总 假设 a (M) 
在 平面 x* 上 的 域 D 内 是 连续 的 , 即 Jim a(M')=a(M). 


мє» 


设 有 定义 在 域 D 内 的 平面 向 量 场 44M) мєр). X i2 l HD 
内 一 简单 路 径 ,*(M) 为 /的 单位 切线 向 量 ,n"(M) 为 ! 的 单位 法 


线 向 量 . 单位 法 线 向 量 mCM) 的 正 向 规定 为 :由 顺 时 针 和 转子 所 
达到 的 位 置 的 方向 ( 见 图 20. 36). 


1 1 


@ 


图 20.36 


ЖХ 20.7.2 沿 L 的 曲线 积分 叫做 向 量 场 a(M) 沿 法 线 向 量 
n° 的 方向 穿 过 曲线 ! 的 通 量 (flux) , 记 为 Ф= | ° n° dl. 


定义 20.7.3 WRR $a- "а 称 为 平面 向 量 场 w(M) 沿 
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路 径 /的 环 量 (circulation) , 记 为 = фа + аі. 
设 M 为 域 D 内 任意 一 点 ,在 M 的 邻 域 СЦ 


内 作 简单 闭路 径 AL 包围 M, 取 正 向 . Ф Ат Е" 
表示 Al 所 围 成 的 域 ,As 表示 Ac 的 面积 . Ж 

АФ АГ 
ре ез ут В Ш 20.27 


图 20. 37): 
ЖУ 20.7.4 4 Ac 以 任意 方式 缩 向 M 点 时 ,极限 值 


фата 
АФ | d 


lim 

м—=м Аз мм As 
(如果 存在 ) 就 叫做 向 量 场 aCM) 在 点 M 处 的 散 度 (divergence) , 记 
为 div a(M) , 简 记 为 div a. 

一 点 处 的 散 度 刻 画 了 向 量 场 在 该 点 附近 的 关于 “ 源 ”(source) 
方面 的 情况 : 当 diva>0 时 , a .到 >>0, 说 明 在 М 点 附近 ,aCM) 是 
从 Ai 的 内 部 流向 外 部 的 ,这 时 称 场 a 在 点 M 处 有 源 ( 正 源 ); 当 
div a<0 Bf, а • mn 过 0, 这 说 明 a (M) E: JA AL 的 外 部 流向 内 部 的 ， 
这 时 称 场 a 在 点 M 处 有 汇 ( 负 源 ). 当 div a=0 时, 场 a 在 点 M 处 
既 无 源 也 无 汇 . 

定义 20.7.5 当 Ao 以 任意 方式 缩 向 一 点 M 时 ,极限 值 


. 
A фа ба! 
lim = = lim —— 
AM Д5 ao 一 M As 


(如 果 存 在 ) 就 定义 为 rM) + n, 其 中 是 向 量 场 a 所 在 平面 的 
单位 法 线 向 量 ,并 且 从 n 的 终点 看 A 是 逆 时 针 方 向 的 . 4 r 5; n 
同 向 时 , | ОМ) | 最 大 . 这 时 rCM) 叫 做 向 量 场 的 旋 度 (curl 或 ro- 
tation), 记 为 curl ae(M) 或 rot a(M) , 简 记 为 (curl a)rot a. 
在 直角 坐标 系 下 的 计算 法 Фа(М) =A, (х, у)ї++А,(х,у)]. 
其 中 i 与 j 分 别 是 x 轴 与 > 轴 正 方向 上 的 基本 单位 向 量 . 则 路 径 / 
• 496 • 


在 点 (z,y) 处 的 单位 切线 向 量 与 单位 法 线 向 
量 可 写成 ( 见 图 20. 38) 
@ = cos (í ,x)i + cos (f° ,y)j 


= dz; , dy 
dz EnA (20. 6) 
п? =cos (n° ,x)i + cos (n°, y)j 图 20.38 
=cos (t ,y)í + cos (f° , — x)j 
_ dy, (Фу, 
=+ (©). (20.7) 


通 量 Ф=| a mdl= | A сэ А (т, dr. (20.8) 
i 


环 量 г=фа + Pdl =$ Ai суе + AG). (20.9) 
i 


设 A,(z,y) 与 A:(z,y) 及 其 一 阶 偏 导数 都 在 域 D 内 连续 , 则 
关于 曲线 积分 的 Green 定理 给 出 散 度 及 旋 度 的 计算 公式 


div a = x T+ 29 * (20.10) 
_ 244 _ 2A 
rota = 3 Эу" (20.11) 


(20. 11) 是 这 样 一 个 向 量 , 它 的 方向 垂直 хОу 平面 ,并 且 当 
[rot a| >0 时 这 个 方向 与 i,j 成 右手 系统 , 当 |rot a| <0 时 这 个 
方向 与 i,j 成 左手 系统 . MAMEA, 

定义 20.7.6 在 域内, 如果 div a 三 0, 则 称 a(M) (ME D) 
为 一 无 源 场 (non-source field). 

定义 20.7.7 ÆR D AWR rot а=0, ДЖ a (M) (M € D) 
为 一 有 势 场 (potential field). 

定义 20.7.8 ”如果 平面 场 a(M) 同 时 既是 无 源 场 又 是 有 势 
场 ,就 称 它 为 一 个 调和 场 (harmonic field). 

定理 20.7.9 如 果 rot a(M)=0 (ME DD), 则 存在 一 个 函数 
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ulr, y){¥1$a= grad и («с.ж Вр a= kit ). 


定义 20.7. 10 如果 grad ¿(M)=a(M), А] u(M) 称 为 向 量 
场 aeCM) 的 一 个 势 函数 (potential function). 

定理 20.7. 11 WẸ a(M)(ME D) 是 一 调和 场 , 则 其 势 函 数 
为 一 调和 函数 ， 

定义 20.7.12 ЖУ ШИЙ Hamilton 算 符 ( 算 子 )(Hamilton op- 
eraon: =i ук+] 天 (在 三 维 实 空间 中 Y =i +j Hk у). 

定义 20.7.13 算 符 A 叫做 Laplace HI: 

‚г 


一 V。V = 一 z. 
5 317 зу 


定义 20.7. 14 如 果 дио. о као Ми 是 调和 
函数 ,而 Au 便 称 为 调和 量 (hamonic quantity). 

例 20.7.15 已 知 a(z,y) 一 (六 一 z)i 十 2z 邓 , 问 a(Cz,y) 是 
否 调和 场 ? 如 果 是 , 求 其 势 函 数 . 

解 ” 首 先 计算 散 度 与 旋 度 . 因为 


9 9 
diva (у = 2°) + 35022) = 01 


дт 


22) = 0, 


гога = 32-0225) 9507 
所 以 a 是 调和 场 . 
现在 由 rot a=0 通过 中 Ade 十 Asdy RARR: 
‹х.» 3 
u(z,y) = |: н (y? — z’ )dr + 2rydy + a = ту? = 
其 中 a 为 实 常数 . 
所 以 , 求 得 势 画 数 为 =zy: 7а, 
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юю A= = аї,5#=?гу, 3 22, 


Fu 
JTT 正确 . 


20.7.2 用 复 变量 表示 平面 向 量 场 


复数 既然 可 以 看 作 复 平面 上 的 向 量 . 复 变 量 在 其 域内 的 变化 
便 可 代表 平面 向 量 场 向 的 运动 ,从 而 复 变 函 数 的 分 析 性 质 便 都 含 
有 平面 向 量 场 的 物理 意义 . 场 论 的 基本 概念 首先 引导 我 们 来 寻求 
相应 的 复 变 量 表示 ,然后 利用 所 得 到 的 复 变量 的 解析 性 质 去 描述 
平面 向 量 场 的 规律 ,作为 复 变 函数 论 的 实际 应 用 . 


20.7.3 平面 流速 场 的 复 势 
设 在 单 连通 域 D 内 有 平面 稳 压 连续 流速 场 s = vi 十 vj. Ж 
o E D 内 任 一 条 简单 闭路 径 ! 上 的 环 量 } vde + wdy 和 通 量 


$ v.dy— v,dz. 
令 复 变 函数 w=utiv 表示 平面 流速 场 " 二 v.i 十 vj u=v, 
u=, ; dz 表示 弧 微 元 dl:dl=dz=dz+idy. 考虑 
wdz = (и + iv)(dz + idy) 
= ийх — udy + i(udy + ойх), (20.12) 
对 比 等 号 后 面 的 复数 与 环 量 和 通 量 的 被 积 微分 式 : 
ийх — vdy, u,dr + v,dy = udr + оду; (20.13) 
udy + ойх, u,dy— ойх = udy— dr. (20.14) 
我 们 发 现 ,如 果 将 虚 部 v 换 成 一 v, 则 复数 也 =u 一 iv 的 回路 积分 


$ u de =$udrtvdyti$udy — ойг (20. 15) 
1 


的 实 部 就 是 流速 场 " 的 环 量 卫 , 虚 部 就 是 КШ ЖШ Ф. 
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о 是 调和 场 时 ,了 与 更 都 恒 等 于 0, 因 此 对 任意 闭路 径 ! 都 
有 中 вй = 0. 根据 定理 17. 4.8 лои о а Н НАЕ 
域 忆 内 有 原 函 数 
w = Г zo dz = чаду udy—vdz = U+iV. 


(20.16) 
同时 
dW = шде = u dr+udy+i(udy—dz) = dU +id V. 

ZR 0 C, у) ЖЖ Ж, [М grad U = o ;而 
V(z,y) 是 流速 场 的 流 函 数 (stream function), 因 为 V 的 等 值 线 
(level curve)V 一 常数 ”就 是 微分 方程 dV=x dy 一 v dr 二 0 的 解 
曲线 ,它们 在 每 一 点 的 切线 方向 dy : dr 二 v : u 与 流速 场 v 二 vi 十 
vj =u+ io 的 方向 一 致 .我们 称 解析 函数 W==U 十 i1V 为 流速 场 v 
的 一 个 复 势 . 

EX 20.7.16 设 流速 场 二 vi 十 v,j 是 一 平面 稳定 调和 场 . 
如 果 存 在 一 个 解析 函数 W(z) 使 

И) =, 

则 称 W 是 该 流速 场 v 的 一 个 复 势 (complex potential). 

注意 到 在 流 函 数 的 等 值 线 (V = 二 常数 ) , 即 流 线 (stream line) E 
每 一 点 (z,y) 处 都 有 

аи 


ду aV _ __aU = 
ау а: Ty dy udr+udy F Za 9, 
因而 


2U,2U 
ду д=х y 
可 见 流 线 的 方向 就 是 流速 场 v 的 方向 , 它 同 势 函数 U 的 梯度 grad U 
的 方向 一 致 , 即 流 线 的 方向 是 势 量 增 大 最 快 的 一 个 方向 . 
定理 20.7.17 设 ww=w 二 iv 为 z 平 面 内 一 调和 场 . И CE $ 
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ау: іх =v: u = 


Яро и іо, E 5 — 1° E ЗЕ Ж ЕТ, ЕК У =U+i V 
就 是 原 场 w 的 一 个 复 势 , 其 实 部 U 与 虚 部 V 分 别 是 该 场 的 ( 实 的 ) 
势 函数 与 流 函数 . 二 者 的 基本 关系 是 

dW=wdz, w=W (œ). 


20.7.4 平面 静电 场 的 复 势 


对 于 平面 静电 场 E= E:i 十 Ej( 设 在 单 连 通 域 D 内 连续 且 与 
时 间 无 关 ) 也 可 以 用 复 函 数 w=u+iv 表示 (u=E,,v=E,). 
当 已 是 调和 场 时 , 按 定义 20.7. 2 的 方式 处 理 可 得 复 势 W = 


РЕГ _ әу ай ; 
U+i V, {#44 Е, =u Эт ay E v Ja Dy ' 因 而 使 得 流 


线 V 一 常数 的 切线 方向 同 势 量 U 增 大 最 快 的 方向 grad QU 一致. 这 
跟 电位 指向 减 小 的 这 个 事实 恰恰 相反 ,因而 需要 把 代表 电场 已 的 
复 势 W 二 U 十 iV 换 成 W' 二 一 U 十 iV 或 W, 二 V 一 iU. 由 于 一 般 来 


说 ,W 不 是 解析 的 ;而 W, = (一 i)W 则 是 解析 的 . 因此 称 W = 
(一 D)W=V 一 iU 为 静电 场 E 的 复 势 或 复位 (函数 ), 其 势 函数 
U(x,y) 为 位 函数 ,其 流 函 数 V(z,y) 为 力 函 数 . Л ЖУ = 常数 的 切 
线 方向 恰好 重合 于 位 函数 U 减 小 最 快 的 方向 grad( 一 U). 


dW = (— Dd W = (~i) wdz = C— i) (E, —iE,)dz 
= (—E, —iE,)dz, 


E = w =— i W' (2). 
EE 20.7.18 # w=u+iv Hz 平面 内 一 调和 场 . 则 其 直 交 
Ë ш=і u= —u+iu 作为 一 个 复 变 函数 是 解析 的 , 它 的 原 函 数 W 
=V—i URERA w Жу (ЖЯ), FEKRR V E gE НЕ BU Л} | 
是 该 场 的 ( 实 的 ) 力 函数 与 位 函数 . 二 者 的 基本 关系 是 


dW = (WW)dz, w = W'(z). 
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20.7.5 Жуковский 机 要 


Жуковский Ж ШЕН Bl 595 — Ez #h Ж 
(сигуасиге) #Я 4 ЛУ MILCO KI RER (5, ), 如 图 20. 39, 因 而 在 研究 
环绕 机 辟 流 动 的 情况 时 ,可 以 把 圆 弧 的 外 部 双方 单 值 保 角 地 映射 
成 一 个 圆周 的 外 部 ,以 简化 数量 计算 . 这 样 的 保 角 映射 可 以 用 适当 
的 坐标 与 参数 表述 如 下 . 


图 20.39 
Жуковский 得 到 简单 的 初等 函数 :=1(0+5), в х ж 


面 上 圆周 C 的 外 部 双方 单 值 保 角 地 映射 成 z 平面 上 圆 弧 s 的 外 部 
CERAM AREN z 平面 ), 同 时 把 在 点 a 处 与 C 相 切 又 包围 C 
的 每 一 圆周 C, 映射 成 < 平面 上 一 条 包围 且 在 a 处 有 一 尖 点 ( 歧 
点 (cusp)) 的 闭 曲 线 % ,其 外 部 对 应 着 C, 的 外 部 . 而 闭 曲线 s, 所 
围 成 的 单 连通 闭 域 很 像 机 辟 的 横 截面 ,其 宽度 . 曲 度 以 及 厚度 分 别 
取决 于 参数 a, h 以 及 C ЫС, 的 圆心 距离 d. 以 此 为 依据 ， 
Жуковский 提出 了 求 各 类 机 辟 横 截面 的 方法 . 

Жуковский 函数 是 由 下 述 问题 提出 的 :将 沿 圆 弧 s 有 割 颖 的 
zx 平面 双方 单 值 保 角 地 映射 到 世 平面 上 圆 C 的 外 部 ,已 知 圆 弧 s 
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的 端点 在 士 c(a 过 0) ,而 弧 心 在 请 (A>>0); 圆 周 С 经 过 士 , 而 圆心 
在 hi. 见 图 20. 40. 


图 20.40 


欲求 这 个 映射 ,我 们 注意 圆 弧 与 圆周 的 共同 数据 ,可 由 同样 的 
分 式 线性 函数 使 圆 弧 * 与 圆周 C 的 象 分 别 为 射线 与 直线 : 


=х—а 
= +a (20.17) 
SE iol. 

Ебер, (20.18) 


注意 到 弦 a( 一 a) 被 映射 成 负 实 轴 , 根 据 保 角 性 知 s 的 象 ? 在 平面 
上 关于 负 实 轴 的 倾角 等 于 2arctan 全, 因此 3 关于 正 实 轴 有 倾角 


a=r—2arctan 上 ;而 C 的 象 C 在 W 平 面 上 关于 正 实 轴 有 倾角 ( 见 


20. 41) 


六 二 全 二 站 全 二 


2 а 2 
映射 Z=W 将 W 平 面 的 半 平 面 域 双方 单 值 地 映 成 Z 平面 沿 y 有 
割 颖 的 平面 域 . 将 分 式 线性 函数 代入 ,得 到 


z—a _ үш—а\° 
а (т). oao 
整理 后 ,得 到 Жуковский 函数 
1 а? 
2 = (+), (20. 20) 
ш = z+ Vx ag. (20.21) 


函数 =: Vz 一 a fg 5 有 割 颖 的 > 平面 内 可 以 分 
出 解析 分 支 . 


20.7.6 平行 板 电 容器 


一 电容 器 内 一 对 共 面 平板 , 相 高 一 条 直 颖 际 , 分 别 充电 形成 一 
个 电位 差 的 静电 场 . 需要 考察 场 中 等 位 线 与 电力 线 的 分 布 情况 . 

由 于 缝隙 微小 ,两 块 极 板 可 以 看 成 一 对 无 限 的 半 平 面 ,从 而 电 
场 在 每 张 垂 直 于 板 面 边缘 的 平面 内 形成 相同 的 平面 向 量 场 . 取 其 
中 一 张 作 为 复 = 平面 ,以 缝隙 的 中 垂 线 为 虚 轴 , 以 极 板 截 出 的 一 对 
射线 所 在 的 直线 为 实 轴 , 并且 以 缝隙 宽度 的 一 半 为 长 度 单位 (如 
图 20. 42). 这 样 ,我 们 所 要 考察 的 平面 静电 场 便 是 以 这 一 对 射线 
为 割 颖 (ABC) 与 (DEF) 的 z 平 面 ( 见 图 20. 42). 
” 


-1 10 1 x 
' 


图 20.42 
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首先 要 化 简 这 个 平面 域 的 形状 . 可 以 利用 分 式 线性 函数 Z= 


ERSEM Z=0 到 Z 二 oo 沿 正 实 轴 的 位 置 上 . A,B,C,D， 


E, F 的 位 置 由 边界 的 走向 确定 (如 图 20.43). 开 方 Z, = /Z (R 
& 一 0) 割 颖 就 被 展开 成 整个 实 轴 , 原 电场 就 被 转换 成 上 半 平 面 (如 


图 20.44). 
| 
В CD |E FA В 
-! o i x 
x 
@ 


图 20.43 图 20.44 


现在 来 考察 此 静电 场 的 复位 ( 势 ) 函 数 太 =V 一 iU-. 假定 右 极 
板 电 位 较 低 , 取 为 标准 ,并 取 适 当 的 电位 差 单位 ,使 有 电位 图 ,如 
图 20. 45. 图 中 的 带 形 域 可 以 映射 成 上 半 平 面 ,只 需 令 


w= u + io) = е (= e"). 


ñ 
E| EA 
of DiC 


@ эъ 


И e= e 


图 20.45 
上 半 ww 平面 可 以 映 成 上 半 Z, 平面 使 A,B,C,D,E,F 的 位 置 重 
合 Z 轴 上 的 位 置 ,只 需 令 z = ES. 因此 原 电场 在 平面 


上 的 域 可 以 变换 成 上 半 mm 平面 ,其 函数 是 由 关系 式 Z= Z. 所 得 
到 的 
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—1 _ э-ү 
和 人 

根据 式 (20.19) ~ (20.21) 得 知 这 就 是 Жуковский 映射: 

(о) от 于 是 得 到 静电 场 的 复位 ( 势 ) 


函数 


W(= V—iU) = In w= In(z+ vz —1). (20.22) 
因此 等 位 线 与 电力 线 具 有 参数 方程 : 
U =— arg w =— 9 (0 <0<7), (20. 23) 
У =1п |zw|=lnr (0<r—<—+ eo). (20.24) 
这 正 是 上 半 w 平面 的 极 坐标 网 , 它 经 过 上 述 Жуковский 映射 被 
映 成 < 平面 的 象 ,就 是 我 们 所 要 寻求 的 原 给 静电 场 的 等 位 线 与 电 
JR. 代 人 该 映射 


分 解 实 、 虚 部 : 


r= 4-(т-+ bcos 6, (20. 25) 
2 r 


y=+—L)sin 0; (20.26) 
再 消去 7 或 9, 就 分 别 得 到 
T 2 2 x 
(Za) - (25) =1 (o<2<x. 3) (20.27) 


| z 
1 П 
З) 
(20. 28) 
可 见 原 给 静电 场 的 等 位 线 是 一 族 共 焦点 (一 1,0) 与 (1,0) 的 双 曲 


线 , 当 0-> 记 时 退化 为 虚 轴 ,而 电力 线 则 是 一 族 与 等 位 线 直 交 的 、 
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2 


+ 


2 
y j| =1 «кә 


共 焦 点 (一 1,0) 与 (1,0) 的 椭圆, 当 r— 1 时 退化 为 实 轴 上 的 线段 
[一 1,1]( 见 图 20. 46). 
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常 微 分 方程 


21 常 微分 方程 的 一 般 概念 


1.1 微分 方程 _ 


微分 方程 产生 于 十 六 七 世纪 的 力学 和 几何 学 的 研究 , 随 着 生 
产 力 的 发 展 和 微 积分 学 的 建立 , 它 逐 步 形 成 一 门 重 要 的 数学 分 支 ， 
不 仅 本 身 有 重要 的 理论 和 实际 意义 ,而 且 也 是 其 他 数学 分 支 的 基 
础 ,同时 也 成 为 解决 其 他 科学 .技术 问题 的 重要 数学 工具 . 本 篇 只 
介绍 有 关 常 微分 方程 的 一 些 基 础 内 容 . 
定义 21.1.1 凡 含 有 自 变量 、 未 知 函 数 以 及 未 知 函 数 的 导数 
(或 微分 ) 的 方程 ,叫做 微分 方程 (differential equation). 当 微分 方 
程 中 的 未 知 函 数 是 一 元 函数 时 , 称 为 常 微分 方程 (ordinary differ- 
ential equation) ; 若 未 知 函 数 是 多 元 函数 时 ,方程 称 为 偏 微分 方程 
(partial differential equation). 
常 微分 方程 一 般 地 记 为 : 
F(z,y,y yw) 一 0， (21.1) 
其 中 z 是 自 变量 ,y 是 未 知 函数 . 若 (21. 1) 式 能 就 最 高 阶 导数 Уу” 
解 出 ,得 到 
y” = f(m,y,y yo ). (21. 2) 
这 种 形式 的 方程 称 为 显 式 (explicit) 微 分 方程 . (21. 1) 式 称 为 隐 式 
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(implicit) 微 分 方程 . 

定义 21.1.2 微分 方程 中 未 知 函 数 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 , 称 
为 微分 方程 的 阶 (order). 方 程 (21. 1)、(21. DRE n 阶 微分 方程 

当 微 分 方程 能 化 作对 其 所 有 导数 的 有 理 整 式 时 ,其 中 最 高 阶 
导数 的 方 次 , 称 为 微分 方程 的 次 (degree). 

例 1 光 十 (y) 十 3% 十 sin z=0 是 三 阶 一 次 方程 . 

例 2 (у) =1+у 将 方程 有 理化 后 ,成 为 (y) = (1 十 
y) ,这 是 二 阶 二 次 微分 方程 . 


21.2 微分 方程 的 解 


定义 21.2.1 能 使 微分 方程 变 成 恒等式 的 函数 , 称 为 微分 方 
程 的 解 (solution). 解 的 图 形 称 为 该 方程 的 积分 曲线 (integral 
curve). 解 的 隐 式 表达 式 称 为 微分 方程 的 积分 (integral). 微分 方 
程 的 求解 方法 也 可 称 为 微分 方程 的 积分 法 . 

微分 方程 的 解 , 如 其 所 含有 的 彼此 独立 的 任意 常数 的 个 数 恰 
好 与 微分 方程 的 阶 数 相等 时 , 则 称 这 种 解 为 方程 的 通 解 (general 
solution) (或 一 般 解 , 稳 式 表达 式 称 为 通 积分 ). 例如 阶 微分 方程 
的 通 解 表达 式 中 含有 个 独立 的 任意 常数 , 即 у= ф(х. осо, 
с” Җ с сс, п 个 独立 的 任意 常数 . 

微分 方程 的 每 一 个 确定 的 解 , 称 为 特 解 (particular solution). 

定义 21.2.2 为 了 确定 微分 方程 的 一 个 特 解 ,通常 要 给 出 这 
个 解 所 必须 满足 的 某 种 给 定 的 条 件 ,这样 的 条 件 称 为 定 解 条 件 . Ж 
微分 方程 满足 定 解 条 件 的 解 , 就 是 所 谓 的 定 解 问题 . 若 定 解 条 件 是 
在 自 变量 的 某 个 值 处 给 出 函数 值 及 若干 个 适当 阶 数 的 导数 值 ,这 
种 定 解 条 件 称 为 初始 条 件 , 这 样 的 定 解 问题 称 为 初 值 问 题 (initial 
value problem) 或 Cauchy 问题 . 若 定 解 条 件 是 在 自 变 量 的 一 个 以 
上 的 值 处 给 出 适当 个 数 的 附加 条 件 ,这 种 定 解 条 件 称 为 边界 条 件 . 
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这 样 的 定 解 问题 称 为 边 值 问题 (boundary value problem). 

例 21.2.3 求 微分 方程 多 十 PCz)y +g(z)y= f(z) 

(1) 满足 初始 条 件 y(z。) = yo y (хо) = уо 的 解 的 问题 是 初 
值 问题 ,其 中 zx。 ,yo ,yo 为 已 知 的 常数 值 . 

(2) 满足 边界 条 件 wuy(z) 十 aiay (20) +В у(х) + 
Buy С) = san убо) ау (о) БВ у(х\)+Ё»у' (0) = 的 
解 的 问题 是 边 值 问 题 . 其 中 =, yoa, ,B, (i,j 二 1,2) 为 已 知 的 常 
数值 . 


° 510 ° 


22 一 阶 微分 方程 


22.1 可 积 类 型 及 其 解法 要 点 


导数 已 解 出 的 类 型 ( 显 式微 分 方程 )( 表 中 “ 为 任意 常数 ,ai， 
Бс 为 常数 ) 见 表 22.1. 
表 22.1 
方程 类 型 解法 要 点 


把 变量 分 离 ,两边 同 除 以 из Су) f (z), 
变量 可 分 离 方 程 (separable equations) | 再 分 别 积分 


Св ()dz+ f(r gy)dy=0 [2 со) +f е0, 


сЗ +) ayy 
| 
能 化 为 变量 可 分 离 型 的 方 各 作 变换 ; 2 =u B y= zu 
(1) 齐 次 方程 (homogeneous equations) 
ш 
ФУ F(2).F(2)= > Е z T Еби) и 
У: 分 离 变量 后 积分 得 
MA Y š 
(02) 2н. звяжа) үй ы, 
а 
иа) ze em (а) «= 之 . 


EER: u=ar+by+c 


4, 
(2) Z= f(ar+by+c) 
лион ТО) 


“5и, 


续 表 


方程 类 型 解法 要 点 
p |Х=х—а 
Чу a,r+b,y+c, mam (6 
a 57 (rama) 
ar аву, mh PASE 
[2 на 
«| “ока Баа 
а; b, 


(«+ 全 为 0 时 为 齐 次 方程 


а b 


一 0 时 为 (2) 中 类 型 ) 


а 0, 


а,х+б,у+су=0 


原 方程 化 为 齐 次 方程 : 
ау „ра X+b Y 
ах (ту) 或 
dY_ 


-7 (ax)- (x) 


线性 方程 (linear equations) 
d 

空 十 p(z)y 一 g(z) 

dz 


当 q(z)=0 时 , 称 为 线性 齐 次 方程 
《linear homogeneous equation) 
当 9(z) 天 0 时 , 称 为 线性 非 齐 次 方程 


{linear nonhomogeneous equations) 


线性 非 齐 次 方程 的 解法 为 : 先 求 出 其 对 
应 的 线性 齐 次 方程 的 通 解 


у = Cexp (一 рсе). 

再 用 24.3 节 的 参数 变易 法 ， 

Фу= Сс)ехр(— [oco dr) RAR HE 
非 齐 次 方程 , 求 得 

cn = [асо ер (рса) ас 
方程 的 通 解 为 

xG) = exp(— feaz)» 


[осоо (foar) +c] 


能 化 为 线性 方程 型 的 方程 
(1) Bernoulli 方 程 


dy = 
Чү К РС) у= дб) у" (пзе) 


作 变换 :z=y'" 
原 方程 化 为 


l dz _ 
T Sar te=) 
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续 表 


方程 类 型 解法 要 点 


(2) Riccati( 里 卡 蒂 ) 方 程 
SZ p payata) =r) 


RP g(z) 天 0，r(z) 天 0 


若 已 知 方程 有 一 个 特 解 y=y (>) 
(1) 作 变 换 ;y 一 yi(z) 十 = 
原 方程 化 为 Bernoulli 方程 


СРС асу Jeta) =o 
D EER yna) +E 
原 方程 化 为 线性 方程 


£ [p(z)+2q(z)yi Jz=q(z) 


全 (恰当 ) 微 分 方程 (exact equation) 
M(r,y)dr+- N(z,y)dy=0 
式 中 M,N 满足 条 件 


ӘМС=,5) ING, y) 
ду Эт 


方程 可 写成 
M(z,y)dr++ N(z,y)dy=du(z,y)=0 
式 中 du(z,y) 是 全 微分 .求解 的 一 般 方法 为 


wa) = | мов | масову c 
20 加 


在 简单 情况 下 ,用 观察 法 求 <(z,y) 


会 积分 因子 的 方程 
M(z,y)dr+ N(z,y)dy=0 


ƏM_ ƏN 
фу ар ,但 存在 ACr,y) 关 0， 


满足 条 件 


AUM) _ IN) 
ду ar, 


4(x,y) 称 为 原 方程 的 积分 因子 . 


找 出 积分 因子 (integrating factors) ,再 按 全 
微分 方程 求解 . 找 积分 因子 的 方法 见 积分 因 
子 的 求法 


_—-—-———Є U... Ul 


方法 22.1.1 解 全 微分 方程 的 观察 法 ”判断 方程 是 全 微分 
方程 后 ,可 采用 重新 “分 项 组 合 ” 的 办 法 凑 成 全 微分 . 为 此 ,要 熟悉 


一 些 简 单 二 元 函数 的 全 微分 . 


例 22.1.2 Ж загубу 8020 =0 的 解 . 
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解 М(х,у) =2— ЭМО, = y+ÑL, 


原 方程 可 写成 
li Я у \_ 
zai +y )+d(¥)=0, 
通 解 为 
lee 2 А, э 
FT “yy де = 
例 22.1.3 Ж (соз > 十 ycos z)dz 十 (sin х — хѕіп y)dy= 0 
的 解 . 


解 


(cos у іх — xsin у dy) + (y cos хіх + sin z dy) = 0, 

В а(х cos y)+d(y sin zx) 二 0, 通 解 为 
т cos y + y sin z = C. 

方法 22.1.4 积分 因子 的 求法 ”在 导数 已 解 出 的 显 式 方程 
中 ,变量 可 分 离 方 程 和 全 微分 方程 是 用 初等 解法 求解 的 基础 ,其 他 
类 型 的 方程 均 借助 于 两 种 基本 方法 . 

(1) 变量 变换 法 ”根据 方程 的 特点 ,引进 适当 的 变换 ,把 方程 
化 为 可 解 的 类 型 ; 

(2) 求 积 分 因子 法 ”把 方程 化 为 全 微分 方程 求解 . 

对 一 个 微分 方程 ,其 积分 因子 并 不 惟一 . 如 方程 ydzx —zdy=0, 


有 如 下 的 积分 因 于 : L. b, Z = l 等 ,因为 


y zy' THY Ty 


aM 


2M_ ai =2N A 
ау sin ?十 cos r= ГЕ ,分 项 组 合 为 


一 -zdy ТЕ jedz zdy а(= ) 2-25 dí =), 
у? x 


нсә d(arctan =), эте (+ In (r=): 
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在 简单 情况 下 可 用 观察 法 ,将 方程 各 项 重新 组 合 ,考察 每 组 的 
积分 因子 ,在 这 些 积分 因子 中 有 可 能 选 出 共同 的 ,作为 方程 的 积分 
因子 . 

例 22.1.5 R ydr+(zr—3x'y')dy=0 ЖЖ. 

Ж 将 方程 写 为 

чы 一 3ziydy = 0. 


观察 出 积分 因子 为 , 故 


ydzr 十 zdy 3dy 一 1 
Е аат] 3d(In у) = 0, 
通 解 为 
F ша. 
在 一 般 情况 下 ,根据 积分 因子 z(x,y) 应 满足 的 充 要 条 件 : 
M N 
- т ), 即 解 一 阶 偏 微 分 方程 
ди ди әм әм 
NE MS = (55—32) 


求 出 y(z,y). 在 某 些 特殊 情况 下 ,该 式 的 特 解 如 表 22. 2. 
表 22.2 若干 特殊 情况 下 积分 因子 上 的 形式 


条 ft | 积分 因子 条 f 积分 因子 
(aa) 
zM+yN=0 1 Хау Әх = А z 
IMFyN x (yM+zN) f (5 ) ef к= 
zM+yN#0 1 һем нуму ( гасу ) "у" 
M.N 是 同 次 齐 次 式 | МУУ 
=0 
zM—yN=0 1 满足 上 式 的 m,n 存在 时 
M=yMi(zy), SM SN 
N=3N; (zy) 


«4515 


1 
т (55—52) 760 Јов 

1 /9M_ƏN Y _ y э 
-AGB | „е 
oOM_aN ^ 
Зу az ЛО Јеваны 
=M" фу) 

(2-2 J 

д. дг рК 
F (MEN) TPED) Еа 


(Суз) 
ay arl ， 
TMFAN) TP +y) 


(MÀN 
Е СОС) == 
GR) 
(2) 


(m,n 为 常数 ,在 解法 过 程 
中 用 比较 系数 法 确定 ) 


| 


即 M+iN 在 使 微分 方程 
满足 的 单 连通 域内 是 工 十 
iy 的 解析 函数 . 


aM_aN 


Эх dy 
aM__aN 


ау ar 


м +№ 


= S L — — 
方法 22.1.6 导数 未 解 出 的 方程 ( 隐 式 方程 ) 的 最 简 类 型 和 


解法 


一 阶 隐 式微 分 方程 的 一 般 形 式 为 F(z,y, y )=0. 若 能 就 


УЖ Н у= (х,у) „ИК f(z,y) 的 具体 形状 选择 表 22.1 介绍 
的 方法 求解 ,否则 解 这 类 方程 宜 采用 引进 参数 的 方法 使 方程 化 为 
某 种 显 式 的 一 阶 方程 的 形式 ,然后 求解 . 隐 式 方程 的 几 种 最 简 类 型 
及 其 解法 要 点 如 表 22. 3. 
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表 22.3 


方程 类 弄 解法 要 点 
引进 参数 =S ун» 
y=F(z,p). 把 方程 两 端 对 x 求 导 得 : 
dy _2F +2ЕФ í, ауа 
522 tapdr дт драг 

能 就 y 解 出 的 方程 若 能 求 出 通 解 为 
у=ЕЁЕ(х.у) р=фї(\х,с)# r= pc) 
则 原 方程 的 通 解 为 


y=F(zr,g@(z,c))3R 


=ф(р,с) 
| 通 解 的 参数 表示 式 
y=F0(%p,c),c) 


(1) Lagrange 方程 
y=rf,(y)+ fs(y) 
Fife 为 已 知 可 微 函数 


化 为 工 的 线性 方程 
dr__fi(p) ке fap) 
dp P-A P-A 


然后 按 表 22. 2 中 不 显 含 未 知 函 数 y 的 方程 的 类 型 求解 


(2) Clairaut( 克 莱 罗 ) 方 程 
y=rp+ fp) 


Ж p=, r E ms 
яй 


| 
化 为 又 (z+f(p))=0 

4 
+ =o, p=c, 原 方程 通 解 为 


у=ст+ fte). 
(这 类 方程 可 能 有 奇 解 (定义 22. 3. 2)) 


-十 


能 就 工 解 出 的 方程 
r=F(y,y) 


引进 参数 p= 
enema 


(> ФЕ 1) Е )ар= 0 
若 能 求 出 通 解 为 
р=Ф(у,с) y=%p.c) 

则 原 方程 的 通 解 为 


х=Е(у,е(у,с))җҖ 


z=F0OKp.c),p) 
y= p.) 


型 ,方程 化 为 z=F(y,p). 
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方程 类 型 解法 要 点 


引进 参数 1, 以 方程 
一 Pi) 


不 显 含 未 知 函数 y 的 方程 | OTO 
Fz,y)=0 Кенге. 通 解 的 参数 表示 式 为 


r= фи) 
уа [коё ой +c 
引进 参数 1, 化 原 方程 为 
y=9(2) 
不 显 含 自 变量 z 的 方程 da 


ЕСу,у)=0 通 解 的 参数 表达 式 为 
{er 


г) 
y=9(2) 


parri 
22.2 一 阶 微分 方程 的 一 些 基本 定理 


一 阶 微分 方程 的 一 般 形式 为 F(z,y,y ) =0, 如 果 在 所 考虑 的 
区 域 上 3 天 0, 根 据 隐 函 数 存在 定理 可 解 出 УВ уу). 
ЖЕ 22.2.1 解 的 存在 定理 ”给 定 一 阶 微分 方程 
ge = f(z,y) 


及 初始 值 C(zo,yo). В f(z,y) 在 闭 区 域 R: 
[т—|<а, |y—yx |< b, a>0,b>0 
上 连续 , 则 上 述 方程 在 区 间 |х—х,|<һ 上 至 少 存在 一 个 解 , 且 满 


P b 
Ж у(х.) = у. 其 中 һ=тїп(а›уу),М= max | f(z,>) К 
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定理 22.2. 2 解 的 存在 惟一 性 定理 ”如 果 f(z,y) 除 满足 定 
理 22. 2. 1 中 的 条 件 外 ,在 R 上 关于 y 还 满足 Lipschitz 条 件 ( 简 称 
李 氏 条 件 ) 

Ify) — fy) < л: | + 
Hp 1220 称 为 Lipschitz 常数 (简称 李 氏 常数 ),y ,y Ж КОЙ 


ЖИЛЕ. ИЛ ИЯ ЧУ = fa yE |ar| СА 上 满足 初始 什 
у(х) =» 的 解 是 惟一 的 . 
ЕНЕ Т НОЕ KERRE. 


定理 22.2.3 #Мий ш 89-с, 


数 f(x,y) 在 有 界 区 域 R 内 连续 , 且 在 R 内 满足 李 氏 条 件 , 则 方程 
过 RR 内 任何 一 点 (xo，, yo) 的 解 > 一 p(z) 可 以 延 拓 , 直 至 点 (z， 
9(z)) 任 意 接近 区 域 R 的 边界 . 

若 尺 是 无 界 区 域 , 则 过 点 (zs,y) 的 解 y 二 p(x) ,以 向 工 增 大 
的 一 方 的 延 拓 来 说 ,有 两 种 可 能 :(1) 解 ?一 P(z) 可 以 延 拓 到 区 间 
[zo ,十 co);(2) 解 可 以 延 拓 到 区 间 [z, ,m) ,m 为 有 限 数 . 则 当 zx 一 
办 时 ,? 一 9(z) 或 者 无 界 , 或 者 点 (z,p(Cz)) 趋 于 区 域 R 的 边界 、 

ЖЕ 22.2.4 解 对 初 值 的 连续 性 和 可 微 性 定理 EDE y= 


(zy) 的 右 端 函 数 жж,» ЕК Е 内 连续 , 则 方程 的 解 


YEPE, Eos yo MEH z, хь yo 的 函数 在 它 的 存在 范围 内 是 连续 可 
微 的 . 

定理 22.2.5 ” 解 对 参数 的 连续 依赖 性 ”车 方 程 y = f(z,y, 
A)( 其 中 /为 参数 ) 的 右 端 Say OER 
[х—|<а, |у—»»|<%, <<, a>0, b>0 
上 连续 , 且 满 足 李 氏 条 件 , 李 氏 常数 工 不 依赖 于 参数 x, 则 方程 y = 
zy) 满足 初始 条 件 y(z,) = y, 的 解 连续 地 依赖 于 人. 
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22.3 奇 解 及 其 解法 


定义 22.3.1 设 给 定单 参数 曲线 族 (x,y,c) 二 0, 其 中 c 是 
参数 ,@(r,y*c) 是 z,y，c 的 连续 可 微 函 数 . 曲线 族 ФО, у, с) =0 
的 包 络 (envelope) 是 指 这 样 的 曲线 , 它 本 身 并 不 包含 在 曲线 族 中 ， 
但 过 这 曲线 的 每 一 点 ,有 曲线 族 中 的 一 条 曲线 和 它 在 这 点 相 切 . 

定义 22.3.2 F(x,y, y) =0 的 一 族 积分 曲线 ( 通 解 ) 的 包 
络 , 称 为 该 微分 方程 的 奇 解 (singular solution). 奇 解 是 方程 的 解 ， 
同时 过 奇 解 上 的 每 一 点 至 少 还 有 方程 的 另 一 个 解 存在 , 即 在 奇 解 
上 的 每 一 点 , 解 的 惟一 性 都 不 成 立 . 

定义 22.3.3 “< -判别 曲线 法 设 F(r,y,y)=0 的 通 解 为 
GB(z,y,c) 二 0, 其 中 c 是 任意 常数 ,把 c 看 成 参数 . 由 下 列 方程 组 

Ф(х,у,с) = 0, 
e: 
дс 
消去 c 而 得 到 的 曲线 , 称 为 曲线 族 B(x,y,c) 二 0 的 ec- 判别 曲线 . 
其 中 包含 有 曲线 族 @(z,y,c)=0 的 包 络 ,但 还 有 其 他 曲线 . c - 判 
别 曲线 中 究竟 哪 一 条 是 包 络 尚 需 实际 检验 . 

例 22.3.4 求 y=zxy — y” (Сіаігаш 方程 ) 的 奇 解 . 

解 “由 表 22. 3 可 知 其 通 解 为 y==cz 一 c*. 由 方程 组 
Ee = у-с фс = 0, 


0 


аф ые =o 
дс 


消去 <, 得 < -判别 曲线 为 ?一 于 ,代入 微分 方程 知 = 于 是 解 , 故 
为 奇 解 . 
例 22.3.5 求 z=y=4y Éy" 的 通 解 和 奇 解 . 
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E ”把 方程 写成 就 y 解 出 的 类 型 
4 „,‚8 n 
у=х—-уу + 57У . 
由 表 22. 3 得 方程 的 通 解 为 
Ф(х,у,с) = (y+)? — (+c) = 0. 
由 方程 组 


2Ф 


Ee = (y+c) — (= +c): = 0, 
дс 


20у+с) – 302+ с)? = 0 
中 消去 <, 得 c -判别 曲线 > 一 z 和 z 一 y 一 艺 . 将 它们 分 别 代入 原 微 


分 方程 ,可 知 >=z 不 是 解 ,所 以 不 是 奇 解 ,z 一 y 一 芒 是 奇 角 ， 
定义 22.3.6 -判别 曲线 法 ”由 解 的 存在 慌 一 性 定理 知 
道 ,如 果 F(z,y,y ) 关 于 ,yy 连续 可 微 , 则 只 要 3 天 0 就 能 保 


证 解 的 惟一 性 . 因此 , 奇 解 (存在 的 话 ) 必 须 同时 满足 下 列 方程 组 
Е(х,у,р) = 0, 
=: 
др 
其 中 p=y. 消 去 pp 后 得 到 的 曲线 称 为 p -判别 曲线 . -判别 曲线 
是 否 为 奇 解 , 也 要 实际 检验 . 
例 22.3.7 R y? +y —1=0 的 奇 解 . 


0, 


解 从 
Ew =p +y —1=0, 
дЕ 
ар 2р = 0 
中 消去 p, 得 p МЯ y =1, ЕШ у= +1. 代入 原 微分 方程 知 
2 一 士 1 都 是 奇 解 . 


例 22.3.8 求 3 一 2zy — y” 的 奇 解 . 
-SUS 


Е 从 


s =—?х—2р=0 
中 消去 p, 得 到 p Ш ул? ,但 y=x 不 是 方程 的 解 ,故此 


方程 没有 奇 解 . 


Бе = y—2zp — p = 0, 


22.4 一 阶 微分 方程 的 几何 意义 


定义 22.4.1 平面 域 R 上 的 每 一 点 ,按照 一 定 的 规律 对 应 着 
一 个 确定 的 方向 , 则 称 R 为 一 个 方向 场 . 

一 阶 微分 方程 的 几何 意义 ”一 阶 微分 方程 = ACz,y) 中 的 
fr VEXER R L. ER R 内 每 一 点 (z,y) 处 ,都 画 上 一 
个 以 该 点 处 的 FCz,y) 的 值 为 斜率 的 线段 , 则 得 到 一 方向 场 , 称 为 
由 方程 y 二 f(z,y) 所 确定 的 方向 场 ( 即 微分 方程 的 几何 意义 ). 

求 微分 方程 的 解 的 问题 ,就 是 求 这 样 的 一 条 曲线 , 它 在 每 点 处 
的 切线 方向 与 微分 方程 所 确定 的 方向 场 重合 . 

ЖУ 22.42 平面 上 给 定 一 族 曲线 g(x,y,c) 二 0. 如 果 平面 上 
存在 另 一 族 曲线 , 它 的 每 一 条 曲线 与 上 述 曲 线 族 中 的 每 条 曲线 正 
交 ( 即 在 不 同族 中 的 曲线 的 交点 处 的 切线 互相 垂直 ) , 则 称 此 曲线 
族 为 已 给 曲线 族 的 正 交 轨 线 族 . 

方法 22.4.3 正 交 雪线 的 求法 ” 先 建立 已 知 曲线 族 所 满足 
的 微分 方程 , 设 为 F(z,y,y) =0. 然后 根据 此 方程 导出 正 交 轨 线 


所 满足 的 微分 方程 F{ =,y, 一 六 )= 0. 解 此 微分 方程 , 便 得 到 所 要 


求 的 正 交 轨 线 族 . 
例 22.4.4 求 抛物 线 族 y=cr? 的 正 交 轨 线 (c 为 任意 常数 ) 
B R y= 所 满足 的 微分 方程 . 由 
+ 522 . 


у = cz, 
y = 2с 

消去 ,得 抛物 线 族 所 满足 的 微分 方程 为 
y=2 3 


将 上 式 中 的 y RiR- иа 满足 的 微分 方程 


хіх + 2уду = 0. 
解 此 方程 得 正 交 轨 线 族 表 示 式 为 


图 22.1 д 
在 极 坐标 情况 下 ， СЕ 0) =O 的 积分 曲线 族 的 
正 交 轨 线 族 应 满足 下 面 的 微分 方程 
ғ(,0, -ë 9) o. 
Ф 22.4.5 求 心脏 线 族 p=c(1 十 sin 9) 的 正 交 轨 线 . 


解 由 
+ 523 • 


[е ыа 0), 


d 
E= e cos 0 


消去 ,得 心脏 线 族 应 满足 的 方程 为 
do — cos? 
dj l+sin Ó` 
d, 
以 一 性 КЕ Ежи iF BR НЕ EMA 


程 为 
_ 40 _ _ cos 0 
do p(1+sin 0) 
解 此 方程 ,得 正 交 轨 线 族 为 
p= с(1— ѕіп 0). 
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з ”高 阶 微分 方程 及 微分 方程 组 


23.1 高 阶 微分 方程 


定理 23. 1.1 解 的 存在 惟一 性 定理 n 阶 微分 方程 
y? = f(z,y,y rey") 

在 初始 值 (zo。,y。,y',，…,ys””) 的 邻 域 ,方程 右 端的 函数 f 对 它 
的 所 有 变 元 yy е, у"? 是 连续 的 , 且 对 所 有 变 元 f 都 有 一 
阶 有 界 偏 导数 , 则 л 阶 微分 方程 存在 惟一 解 , 满 足 初始 条 件 y(zo ) = 
mo y (To)=y оу (о) = у. 

解法 23.1.2 高 阶 微分 方程 没有 普遍 的 解法 ,处 理 问题 的 基 
本 原则 是 降 阶 法 . 利用 变换 把 高 阶 方程 的 求解 问题 化 为 较 低 阶 的 


方程 来 求解 . 
方程 
y” = f(z) (23.1) 
通过 ?次 积分 后 得 到 通 解 
É -f Раа)" + c, = 
—— 


nt 
с=з = 


+c ур" Саа (z ж) + c,, 
利用 Cauchy 积分 : 
[| rodo = = =, (z— D" fede, 
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通 解 可 写成 


人 (x— z)" 

= ст, e edt+a О 
ks x 

Hea GEENT y i t ena (E= n) +e. 


解法 23.1.3 方程 


F(z,y@) = 0 (23.2) 
的 解法 
(1) 若 能 就 y” 解 出 , 则 化 为 (23. 1) 型 求解 . 
(2) 若 不 能 就 y”" 解 出 ,或 解 出 后 表达 式 太 复杂 ,可 试 求 其 参 
数 形式 的 解 . 设 方程 可 写成 等 价 的 参数 方程 
“ = (t), 
y” = ф0), 
В Fa), gpa) =0. 由 于 dy = y” dr = Ф600) (dt, 积分 得 
у? [ков odc, = h (t,e). 
又 由 
dy™® = y" dr 一 A Gc dy Dd, 
积分 得 
JER = [дос Ddc, = f (tre, ,cs )， 
继续 按 此 做 下 去 ,最 后 可 得 解 的 参数 表示 式 为 
т = p(t), 
|, = ф(,сү,с,,с*еэс„), 
其 中 ! 为 参数 ,cl ,cx，…c, 为 任意 常数 . 
解法 23.1.4 方程 
FO ,ym) 一 0 (23.3) 
的 解法 . 
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а) 车 可 就 y" 解 出 为 y" =O) 作 变 换 = 一 yo , Jr 
程 化 为 一 阶 方程 
z = f(z). 
分 离 变量 后 ,积分 得 


dz 
155 ta. 


O 从 中 解 出 z=pg(z,c), 即 у” 二 g(x,c), 再 按 (23.1) 型 
求解 

© 不 能 解 出 > 或 解 出 z 的 表示 式 较 复杂 ,把 方程 写成 等 价 的 
参数 方程 


然后 按 方程 (23. 2) 中 (2) 求 解 . 
(2) 不 能 就 y" 解 出 ,可 化 为 等 价 的 参数 方程 ， 
у = ФИ), 
5 = фа). 
BI FG), ф(0)) =0. H F dy"? = y” dz, А] 
г. == >: оч, 


积分 ,得 z== | ош. 然后 依次 积分 得 


a- |на — М rO) 
y = [у dz = [ро Су +, 


y= ре +c, = w(tyclyca，ycn). 
所 求 的 通 解 的 参数 表示 式 为 
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_[# 
f- gotta 
Y = @©(1,С, 3.35"). 
#123.1.5 Жйау'=(1+у)?. 
解 方法 1 令 y=z, 方 程 化 为 一 阶 方程 


az” = (1 +=). 


分 离 变量 后 求解 得 
š = 工人 z 一 c)， 
1+2" а 
解 出 = = y. 积分 得 
ма? — (z — с)? 


у= + Ма 一 (Zz 一 0 ?十 cs 或 (x 一 01)? 十 (y 一 c,)? 二 a?. 
方法 2 化 为 等 价 的 参数 方程 


|, = tan ty 

„ 1.3 
一 一 sec t. 

4 а 


由 dr cos г dt, 积 分 得 z = asin t с. 又 由 dy=y dz， 


积分 得 
y =— acos t + c,. 
通 解 的 参数 表示 式 为 
х = аѕіпі+с,, 
{ =— acos t + c, 
或 消去 :得 


(х— с,)%#+(у—с,)% = а. 
解法 23.1.6 方程 
Fy? y” ) 一 0 
的 解法 . 
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(23. 4) 


(1) 能 就 y" 解 出 ,得 
у” = fO), 
令 z=y"?, 上 式 化 为 
Z = f(x), 
两 端 同 乘 以 2z'dz, 得 
2z'z“dz = 22 f(z)dz, 
即 d(x')* =2 f(z)dz. 积分 并 经 整理 后 得 


z =+ ./2|f(z)dz +c, . 


分 离 变量 ,并 积分 得 
+ | =—— ЛИЕрЕ жеу: 
„1217624: + с, 
将 х= уе 2 代入 , 则 得 (23. 2) 型 方程 ,求解 得 
play 0 ;су»с,): = 0. 
(2) 不 能 就 >” 解 出 ,把 方程 化 为 等 价 的 参数 方程 
у = plt); 
ye? = y), 
В ЕСф(2),ф(2) )==0. 由 
dy"? = y> dr, ау” 2 =y" dr, 
故 
y“ ау") pe у Š y" dz = y” dy"? == PY (Dd, 
积分 后 ,整理 得 


у? 42| 004 dte = 0), 


于 是 化 为 (23. 3) 型 方程 ,求解 得 
у"? = A (t,e), 
bs = фо). 
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解法 23.1.7 方程 
Е(х,у® yerD yy ) 一 0 (23. 5) 
的 解法 . 
令 у® 二 z, 原 方程 降 为 n—k 阶 方程 
F(z,z,z' pez") = 0. 
(1) 车 可 求 得 此 方程 的 显 式 通 解 =r, scn Н 
过 k 次 积分 , 便 可 求 得 原 方程 的 通 解 . 
《2) 若 可 求 得 降 阶 后 方程 的 隐 式 通 解 
фФ(ж»,ж,сү,с,, эс) = 0. 
将 一 ?代入 , 即 为 (23. 2) 型 方程 . 
解法 23.1.8 方程 
F(y,y ,sy™)=0 (23.6) 
的 解法 . 
令 y =p, 方程 可 化 为 p 的 n 一 1 阶 方程 
d gz: 
F, (орут) = 0. 
车 能 求 出 其 通 解 为 pype cn) =0, ВИ 
Ф. (yy эс, эс) = 0 
为 一 阶 方程 ,再 通过 一 次 求 积 ,可 求 出 通 解 PCz,y,c ,cm…co) 一 0， 
解法 23. 1.9 全 微分 方程 
F(z,y,y pey”) = Фуну эу") = 0. (23.7) 
方程 可 降低 一 阶 ,得 到 
Ф(х,у,у у") = c. 
解法 23. 1. 10 广义 齐 次 方程 
Е(х,у,у yy ) = 0. (23.8) 
左 端 满足 性 质 : РО, дуду.) = PPF(z,y,y t y), 
用 变换 у = ej ,可 将 方程 降低 一 阶 , 为 
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eftf (xs zs2 y, z"? )=0, 
约 去 ed, 得 
f (z,z,z' yzoD) 一 0. 
设 其 通 解 为 
z = @(m,c c, Cn) = = 
У 
积分 得 原 方程 的 通 解 为 


23.2 微分 方程 组 


定义 23.2.1 形 如 下 式 的 联 立方 程 组 


dz 
Та = /\(Чә,лү,х,,'б'әх„), 


dis d, ‹ ) 
ар = Роа), (23.9) 


$= = falt, Ey sE  z,). 
Жу п AER T t, z, 的 一 阶 微分 方程 组 . 用 向 量 表示 , 记 为 
dx _ 
Шү ЛЧ О, (23. 10) 
其 中 
х =(д,,х,,'эәхл„)?, 
Рах) = (бх) f. x), (txr))TI 
定义 23.2.2 在 区 间 a<t<6b 上 定义 的 n 个 连续 可 微 函 数 
L =p (0 ,z,=@%(D s En = P C) ,如果 将 这 个 函数 代入 方程 
组 (23. 9) 后 ,使 方程 均 变 为 恒等式 , 亦 即 对 :E (a ,b) , 恒 成 立 
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则 称 这 个 函数 为 微分 方程 组 (23.9) 或 (23. 10) 的 一 组 解 ,其 中 
9 一 (PCt) pl) s pa Ct). 

EX 23.2.3 求 一 阶 微分 方程 组 满足 初始 条 件 x) =x = 
Сат оло ул)? 的 解 的 问题 , 称 为 一 阶 微分 方程 组 的 初 值 问题 
(Cauchy 问题 ). to 称 为 自 变量 的 初 值 ,zi ,zt2，… ,xs 称 为 未 知 函 
数 的 初 值 , (tk ,zx?,… r O A FEAE С 

定义 23.2.4 ВЕШ хф, с.с.) E 35 Р] 
连续 可 微 函 数 ,而 且 满 足下 列 条 件 : 

(1) 对 一 切 cc, te c, 的 值 ( 或 至 少 是 对 某 区 域内 的 一 切 
сүзе, с, 值 ) 向 量 函 数 x 二 $B(z,c,,，…,c,) 都 是 方程 组 (23. 10) 的 解 ; 

(2) 通过 适当 选取 cj ,cx,…'c* 的 值 ,能 使 得 向 量 函 数 x= 
$(i,c,，,…,c) 中 相应 的 解 满足 预先 任意 给 定 的 初始 条 件 хс») = 
x. 其 中 (t,x") 属 于 某 个 区 域 G. 

则 称 向 量 函数 x 二 $(t,c,，…,c,) 为 方程 组 (23. 10) 在 区 域 G 
内 的 通 解 . 

EX 23.2.5 当 微 分 方程 组 通 解 中 所 有 任意 常数 都 给 予 确 
定 的 值 而 得 到 的 一 组 解 , 称 为 微分 方程 组 的 特 解 . 

定理 23.2.6 解 的 存在 惟一 性 定理 ” 设 方程 组 (23. 10) 
的 右 端 函 数 f(t,x) 在 区 域 DCR"! 内 连续 ,而 且 所 有 的 偏 导 


数 3 癸 (i,j 二 1,2,…, 攻 都 有 界 , 则 对 任 一 (4,x*) ED FEA 


存在 惟一 的 一 组 解 x=x(zt) ,满足 初始 条 件 хь) = x° ,而 且 此 
解 都 能 向 左右 延展 至 D 的 边界 . 
方法 23.2.7 高 阶 微分 方程 和 微分 方程 组 的 互 化 
A) n 阶 微分 方程 
y” = fltsysýs sy") (23.11) 
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可 以 化 成 一 个 与 其 等 价 的 一 阶 微分 方程 组 . 引入 n ЮЖ 
ЩЖ: ут, y. z, = yU, n ЙЯ b E 4k 39 
一 阶 方程 组 


(5 = T,» 

ї 一 Ti， 

x: (23.12) 
ї.1 = Xa. 


£, = f(t TT °° oTa). 

设 y= 二 9(t) 是 高 阶 方程 (23.11) 在 t 的 某 个 区 间 上 的 一 个 解 ， 
则 函数 组 z = 二 9(2) ,zs 二 9(1),…,X, = g (ti 显然 是 方程 组 
(23. 13) 在 该 区 间 上 的 解 . 

反之 , 设 zi =p (1), х, =p, (0), z, = #, (t) E Jy E B 
(23. 12) 在 某 个 区 间 上 的 解 , 则 函数 y 二 四 (1) 就 是 高 阶 方程 
(23. 11) 在 该 区 间 上 的 解 . 

(2) 一 阶 微分 方程 组 


dx _ 
а = f(t,x) 


在 许多 情况 下 也 可 以 化 为 一 个 等 价 的 高 阶 微分 方程 . 以 两 个 一 阶 
微分 方程 组 为 例 
z= fi(t,x ,7,), (23. 13) 
| = /»Чәхү,т,). (23.14) 
将 方程 (23. 13) 对 上 求 导 , 得 


¿š afi Әр dz, Әу, dz, 
БА дї +32, dt 3z, dt 
af 3 а 
= лаз) ENa a) 
Ж Бол). (23.15) 


再 从 方程 (23. 14) 解 出 r, 一 zs (tr i) ,将 其 代入 (23. 15) 式 , 消 
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去 r FR r 的 二 阶 微分 方程 
£, = Bt, i). 
AWRA ФО...) ж Л. f. 所 确定 的 ,是 已 知 的 ,所 以 把 方 
程 组 化 为 二 阶 微分 方程 . 
解法 23. 2.8 微分 方程 组 的 消 元 解法 ”根据 高 阶 微分 方程 
和 微分 方程 组 的 互 化 ,用 消 元 的 办 法 将 方程 组 化 为 某 一 个 未 知 函 
数 的 高 阶 方程 来 求解 ,然后 再 求 出 其 他 未 知 函 数 ， 


之 一 y， 
ЛЕ: 上 的 通 解 . 
х 
解 Ж%—хХхгже.у =). 将 方程 组 的 第 二 式 及 第 一 式 
先后 代入 上 式 , 消 去 y, 3》 得 


z = с,е“'. 
由 方程 组 的 第 一 式 求 得 y=c,c,e%', ТИЕ у 
z = c,e%', y = c,c, ea. 
定义 23.2.9 设 B(t,z),z,,…,z,) 在 区 域 D 中 连续 , 且 有 
连续 的 一 阶 偏 导数 . 若 把 方程 组 (23. 10) 


ах _ 
Pri = f(t,x) 


的 任 一 组 解 + =o O (i 二 1,2,…,n) 代 入 Ф, 
Bp A)r Pa C)) = (HRO 
则 称 关 系 式 PU, a ran) =с 是 方程 组 (23. 10) 的 一 个 初 积分 
(或 首次 积分 ). 有 时 也 称 函 数 B(1,x,,… ,zx,) 是 方程 组 (23. 10) 的 
初 积分 . 
定义 23.2.10 对 于 个 初 积分 DD Bi, 若 至 少 有 一 
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个 行列 式 


DD, sD) 20, 


D(z зто, "от, ) 
则 称 它 们 是 互相 独立 的 ,其 中 xz。,… ,xz。 是 未 知 函 数 z ,zy Tn 
中 的 某 & 个 函数 . 
定理 23. 2. 11 如 果 已 知 方程 组 (23. 10) 的 & 个 互相 独立 的 
初 积分 , 则 可 将 方程 组 (23. 10) 的 求解 问题 变 为 只 含 n 一 k 个 方程 


的 方程 组 的 求解. 
如 果 已 知 方程 组 (23.10) 的 n 个 互相 独立 的 初 积分 
Ф, Co Ly s**t s La) =C, Bis Ts o Eu) = Dts Ts 


х„) = c, MRX n Я Л ВТ E ЕЖА, й 
(23. 10) 的 通 解 . 

解法 23.2.12 方程 组 的 可 积 组 合 解法 ”将 方程 组 (23. 10) 
的 一 部 分 或 全 部 方程 进行 重新 组 合 ,导出 已 经 容易 积分 的 方程 , 例 
如 形 如 dE, a,r) = 的 方程 ,或 者 再 经 变量 置换 就 可 以 化 
为 只 含 一 个 新 的 未 知 函 数 的 某 一 可 积分 型 的 方程 ,这 种 方法 称 为 
可 积 组 合 . 

每 一 个 可 积 组 合 均 可 得 到 方程 组 (23. 10) 的 一 个 初 积分 . 根据 
定理 23. 2. 11 利用 可 积 组 合 ,将 方程 组 的 求解 问题 ,转化 成 求解 一 
函数 组 的 问题 ,或 者 减少 微分 方程 组 中 未 知 函数 和 方程 的 个 数 ,以 


便 求解 . 
и 解 方 程 组 
dz _ 
dg” (23. 16) 
e, =) (23. 17) 
Ertz y (23. 18) 


解 ”由 方程 (23. 16),(23. 17) 相 加 ,得 一 个 可 积 组 合 
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dt шй 
由 此 得 
r+ y = се. 
方程 (23. 16),(23. 17) 相 减 ,得 另 一 个 可 积 组 合 
= =—(х—у), 
由 此 得 


£ — y e 6", 


利用 得 到 的 这 两 个 关系 式 求 出 x 和 yy, 得 


并 一 Ge 十 cxe ， > 一 ce 一 ce *. 
然后 将 它们 代入 第 三 个 方程 的 右 端 , 得 到 
dz 


Єк 2 十 2ce + 4c,e *, 


这 是 关于 未 知 函 数 z 的 一 阶 线性 方程 . 解 出 为 
二 
故 原 方程 组 的 通 解 为 
х= се +с,е', 
у = се — с,е", 
z = (с, +2c,t)e' — 2с,е*, 


其 中 c ,cs ,cs 为 任意 常数 . 
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24 ”线性 微分 方程 


线性 微分 方程 是 一 类 在 理论 和 应 用 上 都 非常 重要 的 方程 . 许 
多 实际 问题 常 可 以 由 线性 方程 或 简化 为 线性 方程 来 描述 . 线性 微 
分 方程 的 一 般 理 论 已 研究 得 比较 完整 ,尤其 是 对 常 系数 线性 方程 
还 可 以 求 出 它 的 解 的 结构 形式 . 线性 方程 也 是 研究 非 线性 方程 的 
基础 . 由 于 这 些 原因 ,线性 方程 在 整个 微分 方程 中 占有 重要 的 
地 位 . 


24.1 线性 微分 方程 的 一 般 理论 


方程 
а(х) у +a (х) у"? ++. Ба, (х) у +a,(z)y=F(z), 
(24. 1) 
KARR y 及 其 各 阶 导数 都 是 以 一 次 方 的 形式 在 方程 中 出 现 ,这 
样 的 方程 称 为 n 阶 线性 微分 方程 . 其 中 ao (z)Z0,a (z), =, 
an(z) 及 下 (z) 为 自 变量 z ЮЕ Я. ao(z),…,av(z) 称 为 线性 
微分 方程 的 系数 (coefficients). 

(1) 34 Е(х)=0 时 , 称 为 齐 次 线性 微分 方程 (homogeneous 
linear differential equation). 4 Е(х) 50 时 , 称 为 非 齐 次 (nonho- 
mogeneous) 线 性 微分 方程 . 

(2) 当 aj(z)(j 二 0,1,…,n) 都 是 常数 时 , 称 为 常 系数 线性 微 
分 方程 . Ща, (zx) (j= 二 0,1,…,n) 不 全 为 常数 时 , 称 为 变 系 数 线性 
微分 方程 . 

正规 形 n 阶 线性 微分 方程 ”如 果 方 程 (24. 1) 中 的 系数 co (x) 
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在 区 间 ахь 的 任何 一 点 处 都 不 等 于 0, 则 除 以 co(z) 后 ,在 此 
区 间 上 线性 方程 化 为 
Уу” 十 加 (rz)y 十 … 十 加 (z)y = fa). (24.2) 
称 为 正规 形 n 阶 线性 微分 方程 . 简 记 为 
Цэ] = (=), (24.3) 


goh рс = а Ерс Pr OREH RTE M 


分 算 子 (linear differential operator). 

定理 24.1.1 解 的 存在 惟一 性 定理 . 如 果 方 程 L[y]= fa) 
中 的 系数 р, (х), 6, р, (х) Ж f(z) 都 是 区 间 а<х< БЕ R 
数 , 则 对 于 任 一 zeE (a,b) 及 任意 的 yoyo yi? ,线性 方程 
L[y]= ADFER у= убт) ,定义 在 区 间 o 生 xz 和 /上 ,而且 
满足 初始 条 件 yl) = yy Оо) уоту? ба) y". 

函数 的 线性 相关 性 ”对 于 定义 在 区 间 а<тх<ь 上 的 一 组 函数 
у Сх) „уг Ох) оу, Ст) ,如 果 存 在 不 全 为 零 的 常数 cl ,cs (c 
使 得 恒等式 h 


ау (2) + c;y:(z) + слу, (z) = 0 (24. 4) 
对 所 有 Є [a,b] 都 成 立 , 则 称 这 组 函数 在 区 间 [a,5] 上 是 线性 相 
关 的 (linear dependent) ,否则 称 为 线性 无 关 的 (linear independ- 
ent). 


例 24.1.2 函数 1,7,z?,…,z" 在 任何 区 间 a< r<b 上 线性 无 


关 . 因 为 恒等式 Por = 0 仅 当 所 有 с, = 0G = 0,1) 时 


才 成 立 . 
函数 ee cosh т 在 任何 区 间 a < xz 二 656 上 是 线性 相关 的 . 


因为 存在 不 全 为 零 的 常数 c= a = da 一 一 使 恒等式 ае 十 


ce 十 ccosh х 三 0 对 所 有 z € [a,b] 都 成 立 . 
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Wronski( 朗 斯 基 ) 行列 式 (Wronski determinant) 如果 
хуб), +, у„(х) 是 在 区 间 a 过 + 二 5 上 的 nn 个 n 一 1 阶 可 微 的 函 
数 , 则 称 行列 式 


y Уг 5 Yn 
y A sve y, 
ера АА "| 024.5) 
уно yD e утә 
为 函数 yi уг," у, 的 Wronski 行列 式 . 


Wronski 行列 式 的 性 质 : 

(1) ЖЖ у (х), "у, (х) 在 a 过 x 三 b 上 线性 相关 , 则 在 
[a,b] 上 它们 的 Wronski 行列 式 W(zx) = 0. 

D Ж ,yw 是 齐 次 线性 方程 L[y] = у” + 
Ф. (х) +e р, Ст) у 二 0 在 区 间 [a,6] 上 的 n 个 解 , 则 由 它们 
所 构成 的 Wronski 行列 式 W (z) 满足 一 阶 方程 

W'(z)+ p (z=)W(z)=0. 

故 有 


— Ode 
, 


(2) = маъ) zo Є [a,b]. 

(3) Жу уг," оу, EL [y] = O fE, Д п 4 8k tE 02 
充 要 条 件 是 :由 它们 所 构成 的 Wronski 行 列 式 W[yi ,ys，… y] Æ 
解 的 区 间 上 恒 不 为 零 . 

(4) Ж уугу, Æ L [y] = 0 的 解 , 则 它们 线性 相关 的 充 
要 条 件 是 :由 它们 所 构成 的 Wronski 行列 式 W[y;,… ,yj 在 解 的 
区 间 上 恒 为 零 . 

齐 次 线性 方程 通 解 的 结构 E yoyi y, 是 齐 次 线性 
方程 L[y] = 0 的 nn 个 线性 无 关 解 , 则 其 通 解 为 这 个 解 的 线性 
组 合 

эу(тх)=суу,(х)-+Ес,у,(х)-+**-+Ес„у„(\х), (24.6) 
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ЖР cscs ,cs 是 任意 常数 .LL[y] 二 0 的 任何 n 个 线性 无 关 的 
特 解 , 称 为 此 方程 的 基本 解 组 (fundamental set of solutions). 

非 齐 次 线性 方程 通 解 的 结构 ” 非 齐 次 线性 方程 

L[y]= у" p (х) у ++p, (х) у= Ох), (24.7) 
称 

Цу) = y” + р(х) у + = + b.(z)y = 0 

为 其 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 ， 

Цу) = f(x) 的 通 解 是 它 的 一 个 特 解 y* (x) 与 其 对 应 的 
齐 次 线性 方程 L[y] = 0 的 通 解 之 和 , 即 通 解 >(z) 为 

убх) = у" (х) Кау (х) + су, (х), 

фа, 为 任意 常数 ,mm (z), y. (z) 为 其 对 应 的 齐 次 
线性 方程 的 基本 解 组 . 

Ж у(х) 是 方程 L[y] = fG = 1,2,…,m) 的 解 , 则 


убх) = Уау, бо) 是 方程 L[y] = Slaf, œ) 的 解 , 其 中 о, 


an ЖЖЖ. 
LEy]= yP +p (х) у" Het p, a)y 
=U(z)+i V(z), (24.8) 
HP p Ca), p (х) RUG), Va ЕЗ i= /— 1. # kj 
BAR у(х) = x(z) 十 io(Cz), 则 解 的 实 部 x(z) 和 虚 部 v(x) 分别 
是 方程 L[y] = Ul) M L[ y] = V(z) 的 解 . 
若 已 知 L[y] = х) H k NRR y a)y) WERA 
个 解 之 差 是 其 对 应 的 齐 次 线性 方程 L[y] = 0 的 解 . 
齐 次 线性 方程 L[y] = 0 在 自 变 量 的 任何 变换 工 = q(t) 下 ,或 
在 未 知 函数 的 线性 齐 次 变换 у = a(z)z(z)( 其 中 a(z) 为 已 知 函 
数 ) 下 ,方程 的 线性 和 齐 次 性 都 保持 不 变 . 
若 已 知 齐 次 线性 方程 LLy] = 0 在 区 间 J 了 上 的 & 个 线性 无 关 特 
解 y，…,y， 则 反复 使 用 未 知 函 数 的 线性 齐 次 变换 , 可 使 方程 降 
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为 n 一 & 阶 的 方程 . 具体 做 法 如 下 : 
作 变 换 y = vifua y= ушн. = и), L[ y) = 04% 
Мийп—1Ю7 E 


Lilu] = а„(х)и“”? +a (z)ut”2 +... +a,i(m)u = 0. 

ў = (2: }* „= [22 y a = (Ука\' н. = 
АЯШ a= (Z) rua = (Z) а (92) 1л[и]1=0 
的 4 一 1 个 线性 无 关 解 . 按 上 述 同 样 的 方法 Н и 的 一 个 已 知 解 ， 
再 将 Li[uj=0 降低 一 阶 ,同时 又 知道 变换 后 的 方程 的 & 一 2 个 线 
性 无 关 解 . 继续 作 k 次 变换 ,就 得 到 ”一 上 阶 的 齐 次 线性 方程 . 


24.2 常 系数 齐 次 线性 方程 的 解法 


特征 方程 与 特征 根 设 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 
Цу) = y” +ay™ +e ау Hay = 0 (24.9) 


(其 中 a1，…,a, 为 实 常 数 ) 具 有 指数 函数 形式 的 解 y=, 是 待 
定常 数 .将 其 代入 方程 (24. 9) 后 ,得 到 一 个 相应 的 ”次 代数 方程 
Р,(А) = А" аА + +a,,4 +a, = 0. 

ЖР, (4) = 0 为 微分 方程 (24.9) 的 特征 方程 (characteristic equa- 
tion 或 auxiliary equation). 它 的 ”个 根 称 为 特征 根 (characteristic 
roots). 

常 系数 齐 次 线性 方程 线性 无 关 解 的 形式 ”根据 特征 根 的 不 同 
情况 , 列 出 其 对 应 的 线性 无 关 特 解 , 见 表 24. 1. 

例 24. 2.1 求 下 列 方程 的 通 解 : 

A) y ~—3y +2=0; (2) y ?+2y +y=0. 

f (1) 特征 方程 为 飞 一 3X* 十 2==0, 特 征 根 为 二 1,4, 二 2. 
所 以 方程 的 通 解 为 у= се + ce. 
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对 应 的 线性 无 关 特 解 


у =е* созйг, у, = те“ cos Br, 
у= 2171 соз Rr. 

Ypa =e” sin Br, ур, = те" sin Bre, 
ya =”! е" sin Вг 


азво 
А=а+ір, 1=a—iB 


(2) FER EH А +2 +10, ЕД А1, Аза = —1. 
所 以 通 解 为 y= (ci +c; z)cos =+ (сз сах) ѕіп z. 


24.3 常 系数 非 齐 次 线性 方程 的 解法 


参数 变易 法 (variation of parameters) ”这 是 求 非 齐 次 线性 方 
程 LLyj=f(z) 特 解 的 一 种 普遍 的 方法 . 它 不 仅 适用 于 常 系数 线 
性 方程 ,也 适用 于 变 系数 线性 方程 . 

设 相应 的 齐 次 线性 方程 Ly] = 0 的 通 解 是 y(z) = Yaya), 
其 中 а, с, 是 任意 常数 ,y ,y ，…>， 是 基本 解 组 . 变易 任意 党 
数 c ут В сь (х) у) = f(z) 有 一 个 特 解 形式 为 

y (z) = Daana), 
k=l 
式 中 ce(Cz)(CR 一 1,…,m) 是 待定 函数 ,它们 的 导数 满足 方程 组 
сбх) (а) + ë, (т)у;(х) + ` +C, (х) у, (2) = 0, 
с Сх) ул (а) сз (х) у (х) + с, (а) у, (а) = 0, 


с) (а) +, Са) у” (а) +++ с О) Ca) = f(z). 
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Е с С) ос, Сх) ,然后 积分 , 求 得 cz),…,cv(Cz), 就 得 到 
L[yj]=f(z) 的 一 个 特 解 . 


例 24.3.1 求 L[y]==yY 十 y= 一 一 的 通 解 . 


cos = 
解 ” 对 应 的 齐 次 线性 方程 L[y]=0 的 通 解 为 
у = acos г + c:sin z, 
利用 参数 变易 法 求 非 齐 次 线性 方程 的 特 解 . ® 
у` (z) 一 ci(z)cos =< + c; (z)sin т, 
而 c (z), c; (z) КУП Е 
к r+ ,Ce)sin z = 0, 
1 


—с\(х)зїп = + c, (х)соѕ z = 


cos z ` 
解 出 得 
"w=, hws, 
积分 后 得 
a (z) = In| cos z|, elr) = xz, 
所 以 原 方 程 的 通 解 为 


у(х) = cicos z + c:sin х + cos = In|cos 2 |+ zsin z; 

待定 系数 法 ” 当 L[yj== РО) ВОД От) у — НКК 
型 函数 ,如 多 项 式 、 指 数 函数 .正弦 .余弦 函数 及 这 些 函 数 的 某 种 乘 
积 时 , 仅 用 代数 方法 即 可 求 得 其 特 解 . 其 特 解 的 形式 可 取 与 f(x) 
相同 ,而 表达 式 中 含有 待定 的 系数 . 定 出 这 些 系数 后 ,就 得 出 特 解 
у" (z). 特 解 形式 见 表 24.2. 

(1) 表 中 的 m 是 正 整 数 ,a,B,aj ,5 (j= 二 1,2,…,m 十 1) 是 已 知 
常数 ; 

(2) Ai ,Bi(G 一 1,2,…,m 十 1) 是 待定 常数 ; 

(3) k ЖЕҢ а 为 特征 根 时 的 重 数 . 当 а 不 是 特征 根 时 , 取 &=0; 
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表 242 
一 一 


右 端 函数 f(z) 的 类 型 特 解 y*(z) 的 待定 表达 式 


еч (Camm 二 Tarr" l+ -+a,r+as,i) {але (Arr HAr") + TA,r+A,+ ) 


вч Гази аи"! + Бана +] ше [Arm + A HH Anr H An) 
ам pidor (лт Hirt ++ | соёт + C Bir" + Boz™-! + o + Biz 


+bm, z+ bm, +1)sing r] +В, z] 
Ӱс 


(4) 表 24. 2 的 第 3 行 中 当 人 
时 , 取 次 数 较 大 者 为 m. 

例 24.3.2 求 L[y]=y 十 4y +3y=cos 2z 的 通 解 . 

解 方法 1 对 应 的 齐 次 线性 方程 LLy]=0 的 特征 方程 
和 2 十 4 十 3 一 (十 1)( 二 3) 天 0, 有 特征 根 = 1,4 = – 3. 其 通 
解 为 


у= се + се, 
其 中 ci,c 为 任意 常数 . 由 于 а=0 不 是 特征 根 , 所 以 LLyj==cos 22 
的 特 解 形式 取 为 y" (2) = А. соѕ 2z 十 Bisin 2л. 代入 方程 ,并 比较 
等 式 两 边 的 系数 ,得 


2.10 = 8 
А ==, 8-65 
特 解 为 
三 8 
у‘ (х) = gcos 2x + 65511 228 
因此 , 原 方程 的 通 解 为 
у= се" + ce 1 一 COS 2z + зт 228 


- 6 
方法 2 ЖЖ y +y 十 3 一 es 的 特 解 .由 于 а= 21 ЖАНЕ 
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根 , 取 特 解 形式 为 y" = Ае, ЖЖ АЛШ, 比较 系数 得 


A E y=- 8 HBcos 2241 sin 2z). 根 


据 (24.8) 式 ,L[y] = соз 2z 的 特 解 为 的 实 部 一 击 cos 2z 十 
зїп 2х.ТД L[y]= cos 2x 的 通 解 为 
у = се" 4 сег" — gcos 2z + sin 22. 

Bj 24.3.3 Ж 105] = 3” +3 十 3y + у=е (2—5) 
通 解 . 

解 ” 对 应 齐 次 线性 方程 L[y]=0 的 特征 方程 

à? +34? +34 +1 = +1)” =0 
有 三 重 根 4= 一 1. 其 通 解 为 у=(с, Hortaz )e .由 于 a= 一 1 是 
特征 根 ,L[y]=e-*(x 一 5) 的 特 解 形式 取 为 
у` = r(A r+ A,). 

代入 方程 ,并 比较 等 式 两 边 的 系数 ,得 


1 5 
A, = Z A: =— r 
因此 特 解 
y" = эе * (z — 20). 
故 方程 的 通 解 为 


у= ба +ал+ал?е* Бате —20), 
微分 算 于 与 逆 算 子 
СО PISH F (differential operator) {ар=,р t= a 
D'= , 称 D,D ，…, Dt ，… 为 微分 算 子 . 
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п 阶 常 系数 线性 微分 方程 
ау" +a” +e Балу +a,y = Р(х), 
用 算 子 符号 可 记 为 
(aoD" +a, D™' ++ +anıD +a, )y = f(z). 
称 
P(D) = ар" +a, D™ 十 … 十 aiD 十 a， 
为 算 子 多 项 式 . 上 述 线性 方程 可 简 记 为 
P(D)y = f(z). 
(2) Й f (inverse operator) ”微分 算 子 多 项 式 P(D) 的 逆 


ЕЯ 
ATEA Беру CHERIE 


1 ы. 
Ру |= fa). 


1 
C5;/(z) 的 结果 不 惟一 ,是 一 族 函数 . 
EF D WERTERA REY 
рю = | … [aod 为 正 整数 . 
ер) 


大 次 
微分 算 子 的 简单 性 质 及 运算 公式 
(1) P(D) 为 线性 算 子 
P(D)[c PCz) 十 … 十 cof,Cz)] 
= a PD) fila) +++ +c, PD) fala), 
H csere, 为 常数 . 
(2) 算 子 乘法 的 交换 律  P(D)=P,(D)P,(D) MJ 
P(D)f(z) = P, (D)[ P,(D) fGz)] = P,(D)[ P, (D) f(z)]. 
G) 加 法 规则 若 P(D)= P, (D)+P, (D) , Wl 


P(D)f(z=)=[P,(D)+P,(D)]f(=) 
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=P, (D)f(z)+ P,(D) у(х). 


(4) 分 配 律 
P(D)[P,(D)+ P,(D)]=P(D)P,(D)+ P(D)P,(D). 
(5) P(D)e =etz P (à). 
(6) РСР? )ѕіп ах= Р( —а?)ѕіп ar, 
РСР”? )соѕ ах= Р( —а?)соѕ ах. 
(7) 位 移 定理 РР) [ето(х) ]=ееРОр+А)ъ к). 
逆 算 子 的 简单 性 质 及 运算 公式 
(1) 线性 性 


Брал + осо] 


= 1 э ЕО 4 
= а Ру) + +, Рр” ОЮ), 


ЖК а ©з››с„ 为 常数 . 
(2) 乘法 交换 律 ” 若 P(D)=P,(D)P, (р), А] 


1 _ 1 1 
PD) O = Бу [о] 


1. E 
(3) 当 PO) 天 0 时 ,PCDye =P 
(4) РОА) = РА) =. = ра-о (4) =0, m P® (А) 520 时 


1 s. 2 ЕС 


PD) “pony 
(5) 当 P( 一 o2) 尖 0 时 


1 — _Sin ат 1 CoD ат 
РОЗ" ar = рун PADD 22 роге сту 


(6) X СЕЕ 


BO az = керуе "J= кере]. 
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Р a 
руз" az = m| pep |= арата]. 

其 中 Re 为 复数 的 实 部 ,Im 为 复数 的 虚 部 ( 当 PG a)=0 时 ,参照 

公式 (4)). 


f l r SA КЕЙЫ 
(7) 位 移 定 理 EDJLe т(хю)]=е Борд)“: 
(8) 34 Р(0) =a,=0 时 


тору [Ao HA ee Amnat A] 


= 0,00) [Art +A r +++ + А,х-+ А, ], 

其 中 Q,(D)=b,Dt +b, Dr 十 … 十 bi_1D 十 bs 是 按 下 法 求 得 :将 算 
FEMA PDRARHI , 依 一 般 的 多 项 式 除 法 规则 去 除 1, 当 
商 中 得 到 次 多 项 式 时 ,停止 除 下 去 ,这 上 次 多 项 式 即 为 QiCD)， 

算 子 解 法 ” 当 常 系数 线性 方程 右 端 函 数 f(x) 具有 特殊 类 型 
的 函数 (如 ее, іп ат,соз ar, 多项式 或 它们 的 线性 组 合 和 某 种 乘 
积 ) 时 ,采用 算 子 解法 显得 特别 简便 . 

(1) P(D)y= fila), fi) J = BJ k 次 多 项 式 . 


1 
Ф 车 P(0) 关 0， у= Беру, C) FAD АС) 


У рор Ыр 6 D АС), 
(等 号 上 的 (8) 表 示 上 面 逆 算 子 的 简单 性 质 及 运算 公式 中 的 (8) 式 ， 
以 下 同 . ) 

© # Р(0) =0,Н РОР) = РР, (D) ,Р,00)90, 


Qy LT w], 


E М, = 一 
> = aD’ DLP D) (Б^ 


Бру руб) =), ; 则 
убх) = D yG) = | e EELS 
r 
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(2) s ò falx), 


Гез у, (х) ee falz), 


x ro 
然后 按 类 型 (1) 求 解 . 
(3) P(D)y= ў, (х)соѕ ат  Р( О) у= f, (х) ѕіп az( 这 里 假 
设 多 项 式 PCD) 和 f(x) 的 系数 都 是 实 的 ). 考虑 辅助 方程 
P(D)y = е, (х). 
按 类 型 (2) 求 解 ， Wi АСИМ 


POFO 


у= [ f, Cz)cos az J Re y(r), 


FDL 


y= BOS U2)sin а] Im y(z). 


(4) P(D2)y 一 cos at 或 P(D’)y= sin az. 
O 4 P(—a) #0 hi 


= se tl cos ат È .cos az 

У = эру PC aD) 
1 РЕ sin ax 

У РЭ PC 一 < 


@ 4 Pe —at)=0 H, HA PI) = (р +YP, (0°), й 
P, (—a*)=0 则 


= 1 cos ат 2 1 [ 1 COS ах | 
У = POD (ФЕ ау” LP, (Du) 2 
ЗАСА Е Урруз az 
РС а) ` (D: + t 
1 sin ar © 1 [ 1 sin az] 
y РС?) (D: +a LP, (D° 


二 二 
PC 一 ae) (Day 
考虑 辅助 方程 (D: Ба) y=, 


sin ат. 
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= 1 eiar ©) oar 1 
Y (D: Lay ESETA 


‚е 


е 
jar 1 ex 
D'(D+ 21а)" 


(D. ian Д 1 е' т 


Dr Giay (йа r} 


= е 


соз az = Ке у Е [с | 


I 
(D: Fay 6101)” |" 
155 -sin ах = Im у z |у) 
іа) 
01 24.3.4 求 下 列 各 题 的 特 解 : 
(1) (D+1)y=7x:~z+2; (2) (0—1) у=е"; 
(3) (D' — 1) у= хе"соѕ z. 


Ж (1) у= ya” —=+2) 


(1—0?) (а -х+2) =r. 


ү сл o 1 . 
(DD “pFD 
ee „з Жы: 
=e ту 1= е". 
1 1 
3 = £ R ddr 
(3) у р: cos = етае | 


『 e+pz 1 
= Rele тле] 
керен ( а ру] 
-[(- = +3 )cos «+(® r+ Z )sin ze 
Laplace 变换 法 ”此 法 只 用 于 求解 微分 方程 的 初 值 问题 . 方法 
主要 是 借助 于 Laplace 变换 把 常 系数 线性 微分 方程 转换 为 复 变 数 


的 代数 方程 ,通过 一 些 代数 运算 ,再 经 过 Laplace 反 变换 (一 般 地 
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是 查 拉 氏 变换 表 24. 3) 求 出 微分 方程 的 特 解 .方法 十 分 简便 ,对 方 
程 右 端 函 数 为 分 段 连续 或 有 脉冲 性 质 的 函数 特别 有 效 . 但 方法 本 
身 也 有 局 限 性 , 它 要 求 右 端 函数 必须 是 象 原 函 数 (下 面 介绍 ), 否 则 
方法 不 适用 . 


定义 24.3.5 由 积分 FO) = | fed 所 定义 的 确定 于 


复 平面 (Re sc) 上 的 复 变数 s HRR F (s) , 称 为 函数 fr) B) La- 
place 变换 (Laplace transform) (简称 拉 氏 变换 ), 记 为 2 СРС) = 
Еб). 其 中 fa) F (20 有 定义 , 且 满足 不 等 式 | РО) | <Me” , iX 
里 M,c 为 某 两 个 正 的 实 常数 . Fi) 称 为 象 原 函 数 (或 本 函数 ) ,而 
F(s) 称 为 象 函数 . 了 称 为 拉 氏 变换 算 子 ( 有 关 拉 氏 变 换 的 一 般 概念 
及 其 性 质 见 复 变 函 数论 篇 第 16 Ж). 

拉 氏 变换 的 性 质 

D 线性 性 质 У Гал +ољЈ= а [PP] 十 cc2 [fj ,其 
中 сус; 为 常数 . 

(2) 微分 性 质 

#[f'u)]= s2 [fa] f0), 

УТО] =F [f] sf 0 — f0, 


L ESP] = =# ГА) s f(0) — 2 00) – 
— sf? (0) — f (0). 


O 积分 性 质 LISa 全 Led 


(4) 位 移 性 质 # ГРО ЈЕ ЕС) W 2 [e“ (и ]=Ез—а). 
拉 氏 变换 法 的 具体 应 用 ” 设 给 定常 系数 线性 微分 方程 
у" +a y" ++ Ба, у +a,y= 0х) 
及 初始 条 件 yy=y(0),y,=y (0), ,ys = yD (0). f(z) 满 
足 象 原 函 数 的 条 件 . 记 
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表 24.3 常用 的 拉 氏 变换 表 


Foy = [Pe fede во = [efod 
1 sa 
1 15 ,Re s>0 Re s>0 
1 А w 
4 |E Re s>0 etsin wt marga Re >a 
Б. 
а 
n! I s—a 
(п | Res>0 et cos wt [Re >a 
整数 ) 
e“ | Re s>Re a t etsin at palsa) Re г>а 
Eazy | [Ep 
1 Я (sza)? a? А 
ш" | Re >Re a == Tarra Re >a 
mes |n ,Re s>Rea ü 
Ca [fewecar FOGO) Е.С Я fog 
> * 2 的 象 函 数 
sin we | hz Re s>0 或 | лова "даи 
$ 8а—с) 
cos or |- Re s>0 е ее 
sinh or | zz Re s> | e | mes Е (5) 
cosh wt | Re s> | w| ш) ET, Re s>0 
+- 
t sin wt u(t) fC 
0,<c, 
RHUO = f c>0 MEREM Step function) 28 


数 (delta function). 
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St, 


Y(s) = 2[y(z)] = | ey(mz)dr, 
° 


Е(5) = #[f(z)]J = f esf waz, 
° 


@#[y (z)]= sY(s) — yo» 


[yr] = sY(s) — s yo — s yo – 6 – ур). 
对 上 述 所 给 的 微分 方程 两 边 进行 拉 氏 变换 ,根据 性 质 得 


CYC) s lya sT? уо — уи ) 


Бау (s 1Y(s) — 5" y 0 — yy”) 二 
+a,- (sY(s) — уо) а, Ү(5) = F(s) 
或 
A(s)Y(s) = F(s) + B(s). 
A(s),B(s) 为 ;的 已 知 多 项 式 ,F(s) 28 s BJ E, Яр, H Ik, 


F(s)+B(s) 
A(s) 


它 是 y(z) 的 象 函 数 , 查 拉 氏 变换 表 或 由 反 变 换 公 式 计算 得 出 象 原 
函数 >(z)( 即 方程 的 解 ). 求解 过 程 示 意 如 下 : 


Ү(5) = 


微分 方程 十 初始 条 件 ………………… 微分 方程 的 解 y(x) 
AREK Y 拉 氏 反 变换 了” 
代数 方程 一 一 一 一 一 一- 代数 方程 的 解 了 (5) 


例 24.3.6 (1) 求 方程 十 2y 十 y 一 e 满足 初始 条 件 y(0) = 
у (0) = 0 的 解 . 
(2) R y +a? y = bsin at 满足 y(0) = yo。,y (0) = y 的 解 
Cab 为 非 零 的 常数 ). 
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1, z< < 2x, 
0. 0< t< x #l:> 2x 
满足 初始 条 件 y(0) = 1, y0) = 0 的 解 . 

解 (1) 对 方程 两 边 进行 拉 氏 变换 得 


ҮС) 25б) +Y) = 


(3) Жу +4y = AD) ,h(t) = | 


+1” 
因此 有 Y(9) = — +” 查 表 得 象 原 函数 y(z) = +z е“, Ж 
的 特 解 . 
(2) 对 方程 两 边 进行 拉 氏 变换 得 
SYC) yos 30 十 a2Y(s) жн 
因此 有 
b 1 
Y() =z ра ту К» тре»; Ег 
b a 5°—а* X° a 
раа а а?у? |+»; ід T+ а 5 +а?` 
查 表 得 象 原 函 数 
>(z) 一 二 [CO 十 2ay)sin ar+a(2ayı—bz)cos ат], 
即 所 求 的 特 解 . 


(3) АС) 为 分 段 连续 函数 , 记 为 Atz) = u, G) — uz (t) BERK 
数 ( 见 表 24. 3). 对 方程 进行 拉 氏 变换 得 


(s +4)Y(s) — sy(0) — y (0) ü 
代入 初始 条 件 并 解 出 Y(s) 
Y(s) + 


е" е?” 


505244) s(s: + 4) 


$ 
5+4 
5 


кк (т ЖҮ) = тр). 
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查 表 得 象 原 函 数 
y(t) = cos 2t + ао cos 2(t— 7)] 


= Тап — cos 20 2к)] 


соз 2t, 0<:1< я, 
ya) = Žeosz+ 4, т< '!< 2л, 
соз 2/, 2r < t < оо, 


定义 24.3.7 方程 
aozyo Haja y +e а, ху Hay = f(x), (24.10) 


азза st san 均 为 常数 , 称 为 Euler 方程 . 它 是 特殊 的 变 系数 线性 
微分 方程 . 通过 自 变量 变换 zx 一 e ,方程 化 为 常 系数 方程 F(D)y= 
Je) ,其 中 

F(D)=a D(D—1)---(D—n+1)+a  D(D—1)---(D—n+2) 


十 … 十 as-:D 十 cn， =ч 


例 24.3.8 RÆ r y +2ry 一 6y 一 0. 
解 ” 作 变换 z=e ,方程 化 为 
[D(D—1)+2D—6]y=0, 
其 特征 根 为 A 二 2, А =—3,Ш# Ж y= ce“ Hee". BURN ЖОШ 
解 为 


y 一 ciZ2 十 czz-3. 


24.4 变 系 数 线性 微分 方程 的 震级 数 解 


定义 24.4.1 二 阶 微分 方程 
Р(х)у +Q(z)y +R(z)y=0, (24.11) 
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车 р(х) gu, q(x) RO y z zo 点 是 解析 的 , 则 点 xo 称 为 


微分 方程 (24. 11) 的 常 点 (ordinany point) ,否则 称 为 奇 点 (singu- 


lar point). 

定理 24.4.2 Ш z, 是 微分 方程 (24. 11) 的 常 点 , 即 系数 
во 0,400) = КЖ х=» 是 解析 的 ,在 区 间 |z 一 zm|<<r 
(r>0) 上 均 能 展 成 一 zo B 3 RRO M| Jr EE (24.11) ЕБ lJ 
|zx 一 xo |<r РЕЖ уб) = ааъ 

定义 24.4.3 ”对 方程 (24.11) 的 奇 点 xi, 如 果 函 数 (z- 
20909 PCD r= z ЕШ ЙИН, М z, 是 方程 
(24.11) 的 正则 奇 点 (regular singular point) ,否则 称 为 非 正 则 奇 
点 (irregular singular point). 

定理 24.4.4 广义 寡 级 数 解 定理 “如果 ro 是 方程 (24. 11) 
的 正则 奇 点 , 即 (z 一 zo)p(z) 和 (zx 一 xo)*q(z) 在 x 二 xo 是 解析 的 . 


和 (zx 一 x0)? 


它们 的 震级 数 分 别 为 >. (== x=)" Ж ><. (z— z)" ,收敛 区 
间 为 |z 一 zo | <r, 则 方程 (24. 11) 在 区 间 |z 一 zo| <r FENE 
级 数 ( 或 称 Frobinus 型 级 数 ) 解 y= (2—2) 3 20)". £: 


中 as 关 0，p 是 待定 常数 . 
Airy( 艾 里 ) 方 程 
у'—ху=0, —оо<х<оо, (24. 12) 
求 在 常 点 z=0 邻 域 的 级 数 解 
设 级 数 解 为 y = Dar 求 各 阶 导数 
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у = Уа + Da; iz", 


У = У) (п 2) (п + аа". 
代入 方程 得 


Уа фа Danz" 一 > ani T" 
"=% = 


= 2+ la, + У) [On +2)(n Dan = а, Jz" = 0. 
n=l 
于 是 有 
2а:=0 及 (п+2) (п+ 1а, 一 ac， 一 0， 7 之 1. 
系数 的 一 般 公 式 为 


а„-1 
Шымы Ен ЕБ 


а-а 为 任意 的 . 因此 Airy 方程 的 通 解 为 


1<x 


н 3n e 


| Ре эд 
> afi È Dt | 


н 
Єт T 
tafe 上 2 (3л + 1)3а(3л on — 374 z 5]. 


"=l 


—оо< т< оо, 
Hermite( 埃 尔 米 特 ) 方 程 (Hermite equation) 
y” 22у +y = 0, —° < х < оо, (24.13) 


为 常数 . 求 级 数 解 y = Уа", 


К] 


R 将 y 一 Dar 及 其 各 阶 导数 代入 方程 得 


(2а, + да) + У) [On + 2) (n + Da, — 2na, +Aa,]z" = 0. 


系数 的 递 推 公式 
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= 2п—А А 
© (@+2)(я+1) "" 
ao 和 а, 是 任意 的 . Hermite 方程 的 解 为 
À АА 一 人 一 人 
2 afi Е 08 уа Э =] 
(6 一 1)(2 一 1) ， 
—— 


5! 


аш: 0о<л, 


+a [+270 
(10 一 1)(6 一 1)(2 一 1) 
7! 

An Ж À 是非 负 的 偶 整 数 ,上 面 级 数 中 之 一 或 之 二 将 是 有 限 的 ( 例 
如 :分 别 对 4=0,2,4,6, Hermite 方程 的 一 个 解 为 1,z,1 一 2x? 和 
z 一 经 ). 对 应 于 4 一 2 的 多 项 式 解 , 乘 上 适当 的 常数 ,就 是 熟知 
的 Hermite 多 项 式 H, (z). 

Legendre 37 # (Legendre equation) 

(1— zy —2лу +ala+1)y = 0, (24. 14) 

其 中 a 为 实 常 数 . 

工 一 0 是 常 点 . ЖШШЕ у= aux*. 将 它 及 其 各 阶 导数 
代 人 方程 ,可 得 出 两 个 线性 无 关 解 


+ E aia ] , —оо<х<оо, 


yi (z) 1 十 > ( 1)"[a(a — 2)(a — 4): (a — 2m + 2) • 


(a+ l)(a +3) (a +2m— 1) ]х?”/(2т)\, 


yla) = r+ УС 1D”[(a— ID (a— 3): (a —2m + 1) + 
= 


(a +2)(a +4) (a + 2m) ]z°”*1/(2m + 1) !, 
方程 的 通 解 为 
у=с\уу‹(х)-+Ес,у»(х). 
当 a=n 是 整数 时 , 则 yy 中 有 一 个 是 多 项 式 P,(z), 另 一 
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个 是 无 穷 级 数 . 当 多 项 式 解 P,(z) 满 足 条 件 P,(1) 王 1 时 , 称 P, (x) 
为 Legendre 多 项 式 , 其 一 般 表 示 式 为 


1 С 000020) ea 
2" 24 п b IG Rk) 


[т ара ВЕ. ИШ а=л=0,1,2.3.4 的 


Legendre 多 项 式 为 :Pu(z) 王 1,P,(z) 一 zx,P:(z) 


Р,(т) 


Ga 31), P, (2) C357 30z +3). 


Legendre 多 项 式 P,(z) 称 为 第 一 类 Legendre 函数 , 另 一 个 与 
P,(z) 线 性 无 关 的 特 解 为 无 穷 级 数 , 记 为 Q. (z), 称 为 第 二 类 
Legendre 函 数 . Legendre 方程 的 通 解 可 表示 为 у= аР, (z) + 
Q, (T). 

о В Bessel 方程 (Bessel equation) 

好多 十 zy (22 —10)у=0, (24. 15) 
"为 任意 实数 (或 复数 ). г=0 ЕДА. ЕГ RE 


у= Da", а, Z 0. 将 它 及 其 名 阶 导 数 代 人 方程 ,确定 常数 


p 和 诸 系 数 a, (n= 二 0,1,2,…) 得 
С — Paor + [(0+ 10° — Jaz" 


+ D [o + b — Ja, + arz} = 0. 
т? 


令 工 的 各 次 敌 的 系数 为 0, 确定 p 和 a,. (@ —#)а,=0,[Җ 5 a, 
0, 所 以 p= +u. X: + p 的 方程 称 为 指标 方程 (indicial equation). 


(二 2,3,…). 故 有 a 二 =a; 二 


(1) o= 少 得 a =0, а, 


k(2v ED 
as=* = armi =00т=0,1,2,...), 


m ао = .. 
a= С)" any отус) Tm 0810287 


Ж а= туту (T 是 gamma 函数 ) 得 Bessel 方程 的 一 个 特 
解 , 记 作 
< РЧ х" 
TD- и арар >O 


m=0 


它 称 为 v 阶 第 一 类 Bessel 函数 . 
(2) p= 一 "得 另 一 个 特 解 


一 时 2m 


а = 
J_,(z) È 1) 2*°“"я!ГС—о+т+1)' 


一 uv 阶 第 一 类 Bessel 函数 . 
当 v 不 为 整数 时 ,J, 与 J]_, 线 性 无 关 ,Bessel 方程 的 通 解 为 


у(х) = aJa) + eJl), сс 为 任意 常数 . 
当 v=n 为 整数 时 ,J, (zx) 与]_, (x) 线性 相关 . 取 本 和 本 ,的 线 


卫 (z)cos ox—J-,(z) 


组 合 一 Н 
性 组 合 N.) i UR : 记 
N,(z) ба Ј,(х)соѕ от — J_ Сх), 
М эп sin ux 


它 是 Bessel 方 程 的 一 个 解 ,与 J,(zx) 线 性 无 关 , 称 №, (z) n 
阶 第 二 类 Bessel 函数 (或 Neuman 函数 ). 此 时 Bessel 方程 的 
通 解 为 
у(х) = с], (х) с №, (х). 
可 化 为 Bessel 方程 的 类 型 
(1) z22y"+zry —(z2 +u )y=0. 
经 变换 х=1!, HEA Bessel 方程 
г н re —#)у=%0. 
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原 方程 的 通 解 为 
э=с\}„(їх)-+Ес,]—„(їл), ,天 整数 ， 
y=cJ,Giz)+c,N,(iz), u= n 整数 . 
(2) гу Блу + 022—0) у=0, #8 650. 经 变换 :一 Az， 
方程 化 为 Bessel 方程 


Га кзы P+)y=0, 
原 方程 的 通 解 为 
у= сі], (kr) te]_,(kz), uv 天 整数 ， 
у= с], (х) +с №, (л), u= n 整数 . 


24.5 线性 微分 方程 组 


7 个 一 阶 线性 微分 方程 组 的 一 般 形式 为 
— = au (t)z 十 as G)z;, + Ба, (Dz Р), 


(24.16) 


= am (t)i +a,;(t)z; + + ann (t) Ln + Р, 0). 


ЖА х= (хуло ед, ) 7, е) Ср (4), AORN СОЭ) 和 
ЖЕЕ 

ant) ав) ++ а, (0) 

аа) ax(t) ++ am(t) 


4(D) 一 
ам) аш) ++ a,,(t) 
表示 方程 (24. 16) 如 下 
ED Аха) + fo), (24.17) 


APH as (OM fi(0)(i,k==1,2,…,n) 都 是 1 的 已 知 函数 . 
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(1) 如 果 至 少 有 一 个 fi(1) 不 恒 为 零 , 则 方程 组 称 为 非 齐 次 线 
性 微分 方程 组 . 如 果 所 有 的 f;(z) 恒 为 零 , 则 称 为 齐 次 线性 方程 组 ， 


其 表示 式 为 
学 = an (t)z, Hay (t) x + Ча, (О) х,» 
Н (24. 18) 
4 = an (a, 十 anz(t)xzo 十 … 十 av(Ct)zn， 
或 
dx 
—=AC(t)x. (24.19) 
dt 


(2) 如 果 齐 次 线性 方程 组 (24.18) 与 非 齐 次 线性 方程 组 
(24. 16) 具 有 相同 的 系数 , 则 称 方程 组 (24. 18) 为 方程 组 (24. 16) 的 
对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 组 . 

(3) ae(D(i& 一 1,2,…,z) 称 为 方程 组 的 系数 ,如 果 所 有 的 
aa (0 都 是 常数 , 则 称 为 常 系数 线性 微分 方程 组 ;否则 称 为 变 系数 
线性 微分 方程 组 . 

定理 24.5.1 解 的 存在 惟一 性 定理 ”如果 方程 组 (24. 17) 的 
所 有 系数 а ОЯ f; (2)(i,k=1,2,…,n) 在 区 间 [a,6] 上 连续 ， 
则 对 于 区 间 a < ¿< b 上 的 任何 数 o 及 任 一 常数 向 量 
(z) rP perO ,方程 组 

dx 


dt 
存在 惟一 解 x(z) ,定义 在 整个 区 间 a<t<b 上 , 且 满 足 初始 条 件 
Xlo) = (TO aP perO T 
向 量 函 数 的 线性 相关 性 ”定义 在 区 间 а<г<5 上 的 向 量 函 数 
Xa CE) о (4), xm(i) 是 线性 相关 的 ,如 果 存 在 不 全 为 0 的 常数 
сзсз + "°t scm, 使 得 恒等式 
сіх (t) сох (0) +e с„х„ (0) ==0, a<t<b 
+ 562 。 


=A(t)x+ f(t), 


成 立 ; 否 则 , 称 xi ,x2(t) ,… ,xm(1) 为 线性 无 关 的 . 
向 量 函 数 的 Wronski AR EXER atb Ел + 
向 量 函 数 
xX (A) = (En (0), E) st sEm 00))7, 


Xa Ct) = (23 (0) £ (t) o*t ze (t))T, 


Xn Ct) = (En Ct) stt Enn (t), 


由 它们 所 构成 的 行列 式 
W[x, (0) ,x; (t). ЛОЯ! 
ти) хь) + Tnt) 
== ка ža (o ө чо 
#a Xt) хо) = х. (0) 


称 为 这 个 向 量 函 数 的 Wronski 行列 式 . 

定理 24.5.2 方程 (24. 19) 的 nn 个 解 向 量 x (0), х (0), x, (1) 

(1) 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 :由 它们 所 构成 的 Wronski 行列 
式 W[Lxi(?),…,x,(z)j] 在 解 的 区 间 上 恒 不 为 零 . 

(2) 线性 相关 的 充 要 条 件 是 :由 它们 所 构成 的 Wronski 行列 
式 W(4) 在 解 区间 上 恒 为 零 . 

解 的 基本 结构 D 齐 次 线性 微分 方程 组 的 任意 & 个 解 的 线 
性 组 合 仍 是 该 方程 组 的 解 , 即 解 的 登 加 原理 . 

(2) 含有 个 未 知 函数 的 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 可 以 表示 为 
它 的 nn 个 线性 无 关 解 的 线性 组 合 . 

这 个 线性 无 关 解 称 为 齐 次 线性 微分 方程 组 的 基本 解 组 
(fundamental set of solutions) 基 本 解 组 是 不 惟一 的 . 

(3) 含有 ?个 未 知 函 数 的 非 齐 次 线性 微分 方程 组 的 通 解 
可 以 表示 为 它 的 一 个 特 解 和 与 它 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 组 
的 通 解 之 和 . 
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24.6 常 系数 线性 微分 方程 组 的 解法 


常 系数 线性 微分 方程 组 的 表示 式 
gs = Ax + fa) 〈 非 齐 次 )， (24.20) 
Ф Ах ( 齐 次 )， (24. 21) 
其 中 
zi [AD an а a 
х= И o= ||, |} ii k: з 
x, л |. ла 356125 


а» (一 1,2,…,) 均 为 常数 . 
待定 指数 函数 法 ” 设 方程 组 (24. 21) 具 有 指数 函数 形式 的 解 
хо) =e" ,其 中 常数 XA 和 常数 向 量 & 待定 .将 其 代入 方程 组 得 
(А—41)$ = 0, (24. 22) 
为 单位 矩阵. 此 代数 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 为 系数 行列 式 为 
零 , 即 
det (А — А) = 0. (24.23) 
方程 (24. 23) 称 为 方程 组 (24. 21) 的 特征 方程 (characteristic equa- 
tion) , 它 的 根 称 为 特征 根 . 将 特征 根 代 入 (24. 22) , 求 得 的 向 量 Š, 
称 为 特征 向 量 . 
根据 特征 根 的 不 同情 形 , 方 程 组 (24. 21) 的 线性 无 关 解 具有 
表 24. 4 中 的 形式 . 
参数 变易 法 与 高 阶 线性 方程 一 样 ,参数 变易 法 是 求 非 齐 次 
线性 方程 组 (24. 20) 特 解 的 一 般 方法 . 设 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 
(24. 21) 的 通 解 为 
° 564 • 


表 24.4 


特 征 根 线性 无 关 解 中 相应 的 形式 说 ай 
4 是 单 根 2500 = Ауе (1.2.6) А, 是 待定 常数 
Pi(1) 是 系数 待定 的 
4 是 x 重 根 хуп = Русеј 1,2,5.) 次 数 不 超 过 一 1 次 
的 多 项 式 
ja 十 让 B= LPs A+A sinp] | POO (2 是 系数 
是 + 重复 数 根 Celi 待定 的 次 数 不 超 过 
z r 一 1 次 的 多 项 式 


x, =c x) (4) сх (0) + с, (4), 


Жс сос, BEIER ESU PJ Y (0) = aP о) = 1, 
2,…,n) 为 基本 解 组 . 变易 任意 常数 为 :的 函数 c,(D)(i = 1.2... 
n) ,使 非 齐 次 线性 方程 有 形 为 


x,(t) = ORO 
的 特 解 . RPK с (0) = 1,2,…,n) 是 待定 函数 ,满足 下 列 方程 组 


| =” a AD) (ло 
ka ж" х 1500] (ЉС 
К тү? ge J ë, (t) f. G) ; 


因为 x 中 (1) ,x (Q), x° (0) 是 基本 解 组 , 故 其 Wronski 行列 式 
不 为 零 , 所 以 ec (1) ,…,i,(t) 可 惟一 解 出 ,再 积分 就 得 出 所 要 求 的 
cilt) Ci = 1,2,+*›л). 

1 一 1 e N 

1 "= (; Jonam. 


对 应 齐 次 线性 方程 组 的 特征 方程 为 


例 24.6.1 же = ( 
解 


工 一 和 
1 


—1 
3—А 


一 44 十 4 二 0， 
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1 
特征 根 为 A: = 2, 其 对 应 的 特征 向 量 为 (| ). 求 得 一 特 解 为 


e”, а,, 


фы) 


2 = | z (2) = 
к” = (_ je ,与 其 线性 无 关 的 特 解 为 x” =h 
bG = 1,2) 待定 . 代 人 方程 组 得 x” = [ 


组 的 通 解 为 Xe = ctx Hox”, 
用 参数 变易 法 求 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 x, = с (0х? + 
cat) x а кешр 


ое] 
бр “+ 0де 


е 齐 次 线性 方程 


即 


| —tc = е", 
= + (1+ t ё = te, 
жна, 并 积分 得 

ca00= 一 [G+2)e + 二 (22 十 20+De ], 


а= |е], 


[24 
= ве 十: 十] 
аад 
4 
非 齐 次 线性 微分 方程 组 的 通 解 为 


ч. Ti ex — (8е+:+1) 
о (еа) += ч) КМ, |. 
算 子 解法 ”这 方法 实际 上 是 消 元 法 ,将 线性 方程 组 化 为 高 阶 
线性 方程 求解 ,举例 说 明 方法 . 
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例 24.6. 2 求 已 给 方程 组 的 通 解 (D 为 微分 算 子 ) 


(D'+3)x+Dy=e", (24.24) 
一 4Dz 十 (D: 十 3)y 一 sin 2t. (24.25) 


解 方法 1 通过 消 元 法 消去 ,用 (D: 十 3) 对 (24. 24) 进 行 
运算 ,用 D 对 (24. 25) 进 行 运算 ,然后 相 减 得 


С +3) +40) = (D+ 3)е' —D(sin 20). (24.26) 


根据 前 面 算 子 及 逆 算 子 运算 公式 , 求 得 zx 的 一 个 特 解 为 


ЕКЕУ e 2cos 21) Lesa t eos 2t. 


(24. 26) 式 的 相应 齐 次 线性 方程 的 特征 方程 为 
(4° +104 +9) = (4 +9) 04 +1) =0, 
特征 根 为 土 3i, 圭 i, 所 以 


= 


并 一 Clcos t 十 czsin t+cssin 3 十 cscos зе соз 21. 


为 求 出 y, D 对 式 (24. 24) 进行 运算 ,然后 减 去 式 (24. 25) 得 
(0° + 70) 2 — Зу 一 一 e — sin 2t. 
由 此 得 
у= Іса» +70) х + e“ + sin 2t], 
将 工 的 通 解 代 人 得 


3 一 一 2cisin t + 2с;соз t + 2cssin 3t 
二 
— 2ccos 3t Б + тзп 2t. 
故 方程 组 的 通 解 为 


= = c cos t + c;sin t + cscos 3t + csin 3 ber ` 2, 


у =— 2с sin t + 2с: с05 t + 2с, зіп 3t — 2с,с05 31 — чи зп 2. 
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方法 2 把 方程 组 看 成 两 个 未 知 数 z,y 的 代数 方程 ,利用 
Cramer( 克 拉 默 ) 行 列 式 法 则 形式 地 求 出 特 解 . 系数 行列 式 
1 +3 р 
一 4D 0+3 


a=] |= аузу, 


a 


D 
sin 2t wall 


AD) 


= ar Че —2cos 2t) 


1 2 
-, е 
= ° + 1508 2 
|1D: 十 3 e~ 


x. —4D sin „|/л® 


1 : 一 
рр sin 21— 4е7') 


=ош 2-е А 
Б] 


15 
通过 直接 验证 知 


是 方程 组 的 一 个 特 解 . 
当 方 程 组 右 端 函 数 为 ef Ga) ,而 且 ДО) =0 时 , 则 此 解法 不 
能 用 ,只 能 采用 方法 1. 
[®+х—у=е, 
бз |y+3z—2y=2e, 
初始 条 件 z(0)=y(0)=1. REA Р. 
解 对 方程 组 两 端 进行 拉 氏 变换 得 
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G+DXCG)-Y()= 


3X() G —DY( = E, 


解 出 


(3D? 十 1)z 十 (D: 十 3)y 一 e'， 
(2D? 十 1)z 十 (D: 十 2)y 一 e-…， 
初始 条 件 z(0) = y(0) = 1,z(0) = x(0) = 0. 求 此 方程 组 的 特 解 . 
解 ”对 方程 组 两 端 进行 拉 氏 变换 得 
G3#+DX+(e+3Y= +s, 


例 24.6.4 | 


(22+1)Х+(#+2у=—1—+3›. 
5+1 


解 出 > 
5—25 252 + 5 
XO = рост 
3 _1 Е Е 
4 GI 8 s—1 Cm 


3 


5 F 
Y 二 +з—=2 
O = тостор 


5—1 (5+1) 
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—3 1 p34 
8 stit4 stl 
查 表 , 所 求 的 特 解 为 
i Ls 
x(t) re + е tge 十 te 二 和 (cos t+ sin D, 


二 
y(t) = re + te ae te ++ (eos t+ sin D. 


24.7 ”在 振动 问题 上 的 应 用 


机 械 振 动 和 电路 中 的 电磁 振荡 这 两 个 领域 中 的 振动 问题 ,在 
一 定 条 件 下 可 归结 为 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 .机 械 振动 的 微分 
方程 为 
т®-+-сї--Ёх = ЕО), 
工 为 位 移 , 为 速度 ,m 为 质量 ,c 为 阻尼 常数 ,k 为 弹性 常数 ,F(1) 
为 外 力 . RL-C 电路 中 的 电磁 振荡 方程 为 


19+к9+19 = Еш, 


Q 为 电荷 ,Q = 7 为 电流 ,L 为 电感 ,R 为 电阻 ,c 为 电容 ,ECz) 为 外 
电源 ,两 个 方程 中 的 系数 均 为 常数 . 以 机 械 振动 方程 为 例 进行 详细 
讨论 ,电路 问题 完全 类 似 . 

m r +czxz + ёх = F) 
中 cz 为 阻尼 力 ,kz 为 弹性 恢复 力 . 因为 m 5 0, 方程 化 为 

# +252 + 9х = fC), 


其 中 26 = ©, ш = Ё, ра) = ЕО), 
т т 


т 


无 阻尼 的 自由 振动 ”不 考虑 系统 的 阻力 , 且 无 外 力作 用 . 
#-+х=0 (24.27) 


的 通 解 为 
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z(t) = clcos wt + csin wt = Asin (wot +p), 


ИФА = /Z + зш 9 ©з — cos p 全 一 或 9 
Kas EFS Va +c 


arctan( E). 通 解 为 正弦 函数 ,表明 是 周期 运动 , 称 为 简 谐 振动 
(harmonic vibration). 振幅 A,p 初 相位 ,它们 都 依赖 于 初始 条 件 ; 
т 29-2 /为 振动 周期 ,与 初始 条 件 无 关 ,o 为 一 个 不 变 的 
数 , 称 为 固有 频率 或 圆 频率 ( 见 图 24. 1). | 


=— я 


"T 


图 24. 1 简 谐振 动 


有 阻尼 的 自由 振动 
之 十 26z 十 olz 一 0， be КРО. (24.28) 
特征 方程 和 特征 根 为 
А 4+ 25А +w = 0, А b+ у 一 oo . 
有 三 种 情况 : 
(1) Б (小 阻尼 ) 16 o b о. REER М —Я] ҖИ 
А = Біо. Ж 


x(t) = е7" (сусоз wt 十 casin ant) = Ae™ sin Cat +o), 


Hp A= Vetc ,sin 9 一 一 全 一 ,cos 9 一 号 一 .运动 是 振动 
一 е Ve +c мс +c; 


的 ,但 不 是 周期 的 . 振幅 Ae” Bñ : 增加 而 指数 衰减 , 当 — + coi, 
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z~~0, 称 为 阻尼 振动 . 见 图 24. 2(a) 
(2) 0>>wo( 大 阻尼 ) 特征 根 为 两 个 互 异 的 负 实 根 . 通 解 为 
ха) = cle + c et, 
当 二 十 co 时,zr~0. 不 产生 振动 现象 , 称 为 过 阻尼 运动 , 见 图 24.2 
(b). MEH x(1) 与 + 轴 最 多 只 相交 一 次 ,因为 由 方程 oer' 十 cse*' 二 
0, 对 于 1 最 多 只 有 一 个 解 . 


xi 
px desino so) \ 
PA- 


-- 70 T 


(а) RRI (b) 过 阳 尼 振动 


{©) 临界 阻尼 振动 


图 24.2 


G) 6 二 wo 《临界 阻尼 〉 特征 根 为 相等 实 根 . 通 解 为 
ха) = e (cl + c:t). 
运动 不 是 周期 的 ,也 不 具有 振动 的 性 质 . 图 形 与 图 24. 2(c) 类 似 . 
b= о, 称 为 阻尼 的 临界 值 ,这 数值 正好 足够 抑制 振动 . 临界 是 指 运 
动 处 于 振动 状态 或 不 振动 状态 的 阻尼 分 界 值 . 
无 阻尼 的 强迫 振动 ”振动 系 还 受到 外 力作 用 时 , 称 为 强迫 振 
动 . 最 常见 的 外 力 是 周期 变化 的 . 这 里 考察 按 正 弦 变 化 的 外 力 . 
£ + er = psin(et). (24.29) 
通 解 为 
+572. 


X(t) = (cicos wt 十 czsin wt) 十 sin wt 


Р 
«2 — ай 


sin wt, 
2 z 
© — w 


其 中 A= МЕЕ p= arctan( E) ,它们 都 依赖 于 初始 条 件 . ЛИЙ 
的 头 一 项 表示 固有 振动 , 以 固有 频率 “进行 振动 ;后 一 项 代表 强 
迫 振动 ,以 外 力 的 频率 o 进行 振动. 这 两 个 振动 合成 的 振动 不 一 
定 是 简 谐振 动 


有 两 种 特殊 情况 : 
(1)“ 拍 ?>(beats) 的 现象 :ww 设 初始 条 件 为 x(0)=0， 


= Аѕіп(о, + Ф) + 


(0) 一 一 一 , 则 得 c1 一 0,cs 一 一 了 一 . 解 为 
wg — w 2 __ ај 
х0) = z (sin cot 十 sin wt) 

Wo —w 


н(е) а (ае). 
сөз] (=): Ju Tes 周期 进行 振动 , sin (ze 
ВНТ). И ле, ‚ВШ o, о |o —e| ,因此 


w Hw 
2 


): 以 


w 一 中 


2 


): 为 比 co [| 2—); RA REZ R ERRIA 


sin ( 


wy —w 4n 


2 ‚ = 
gero OF) ЖЕШ. ис» нй Ж. RAM 


期 变化 振幅 的 这 类 型 运动 称 为 “ 拍 ”. 见 图 24. 3(a). 
(2) A RAR (resonance): w=w, 此 时 方程 有 一 特 解 


„йо wt. 通 解 为 
2w 


cos( 
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x(t) = (ciCOS wt 十 czsin wot) 一 соз wt. 
这 时 强迫 振动 项 的 振幅 随时 间 的 增加 而 无 限 增 大 , 即 称 产生 “共振 
现象 ”. 见 图 24.3(b). 


| x= cos [( 202) r] sinf (2)'] 


~ 


х=-—їсоз®! 
20 


(а) 拍 (b) 共振 
24.3 
有 限 尼 的 强迫 振动 
工 十 20 工 十 oz 一 ріп et. (24. 30) 
其 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 记 为 <0). 方程 的 通 解 为 


20) =r) Ё віп(01— $), 
„Са ай у 446 а? 
其 中 p=arctan (=). (OA 3 种 情况 ,但 当 :一 十 oo 时 都 有 
<, ()—0. 因此, 当 上 相当 大 时 ,运动 规律 基本 上 由 后 一 项 表示 ,此 项 
称 为 稳 态 解 ,与 外 力 的 频率 o 一 样 ,但 相位 和 振幅 不 同 . 当 w= 


Ve) —2Ё 时 , 稳 态 解 的 振幅 达到 最 大 值 ,也 产生 所 谓 的 “共振 现象 ”. 


24.8 二 阶 线性 微分 方程 的 边 值 问 题 


边 值 问题 (boundary value problem) 的 一 般 提 法 : 
给 定 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 
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L[y]= p Cz)y' Tp (х) у + pe (х)у= бх). (24.31) 
其 对 应 的 齐 次 线性 微分 方程 为 
L[y]=p (z)y Tpb0(z)y р (2)у=0. (24.32) 
假设 其 中 polr), р(х), р(х) SONER Lab] F 3822, B 
bola) #0. 线性 边界 条 件 的 一 般 表 示 式 为 


СЕА А 


; А (24. 33) 
О.у) =а уба) as y (а) +B YO) Вау (В) =N. 


当 Xi=1,2) 不 全 为 零 时 , 称 为 非 齐 次 边界 条 件 ; 当 %(i 一 1,2) 全 
为 零 时 , 称 为 齐 次 边界 条 件 , 记 为 
U; (y)=a, у(а) агу (а) + yO) +B y (Ь)=0, 
i=1,2. (24. 34) 

如 果 微 分 方程 和 边界 条 件 都 是 齐 次 的 , 则 称 为 齐 次 边 值 问题 ; 
如 果 方 程 和 边界 条 件 都 是 非 齐 次 的 , 则 称 为 非 齐 次 边 值 问题 ;如 果 
方程 为 齐 次 的 而 边界 条 件 为 非 齐 次 的 ,或 方程 为 非 齐 次 的 而 边界 
条 件 为 齐 次 的 , 则 称 为 半 齐 次 边 值 问题 . 

边 值 问题 可 解 的 条 件 : 

(1) 对 于 初 值 问 题 y'= f(r,y,y sylt) = у», у (z )= yx F 


要 /, 史 和 到 连续 , 解 存在 且 惟 一 . 但 边 值 问题 解 的 存在 惟一 性 问 


题 要 复杂 得 多 , 它 可 能 无 解 ,也 可 能 有 无 穷 多 解 . 
(2) 边 值 问题 可 解 定理 
Ф 已 知 非 齐 次 线性 方程 LL[y]== 了 (zx) 的 一 个 特 解 y (z) K 
对 应 齐 次 线性 方程 L[yJ=0 HEERA y r), y(r) MEFR 
边 值 问题 
L[y]=/f(x), 
U,(y)=Yy,, i=1,2 
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可 解 的 充 要 条 件 为 矩阵 


U) Шу) 
к Sg (24. 35) 


О, (у) U: (уг) 


ЖЕ 
О (у) U (у) 0 (у) + 
ы» U,(y:) о 
具有 相同 的 秩 . 
© 半 齐 次 边 值 问题 
L[y]=0, 
Ш,(уу=. i=1,2 
可 解 的 充 要 条 件 为 矩阵 U 和 和 矩阵 
Ui(y) Uy) 7 
О, (у) О, (уг) > 
具有 相同 的 秩 . 

@ 齐 次 边 值 问题 有 非 零 解 的 充 要 条 件 为 式 (24. 35) 和 矩阵 器 的 
行列 式 det U=0. 

“定理 24. 8.1 边 值 问题 解 的 存在 惟一 性 定理 

(1) 齐 次 边 值 问题 只 有 零 解 的 充 要 条 件 为 

det U Z 0. 

(2) 半 齐 次 边 值 问题 L[y]J=0,U,(y)= v, GDM ERK 

边 值 问题 存在 惟一 解 的 充 要 条 件 为 
det U Z 0. 

半 齐 次 边 值 问题 L[y]=f(x), О, (у) =001= 1,2) ЖКЖ 
问题 可 以 化 为 半 齐 次 边 值 问题 L[y]=0, Ui(y) 二 一 7.(i=1,2) 来 
解决 . 

Ж уо (2) у) = х) МЕ RH О, (у) = y G =1, 
2). Ж 502) 9 L[yJ=0,U,(y)= – ,01=1,2) 08.01 > 一 了 十 yo 
是 半 齐 次 边 值 问 题 LLy]= fa) ,Ui(y) =001=1,2)Ә 0. 
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非 齐 次 边 值 问题 L[ y])= f(z),U,(y)= YG =1,2)B9) f 
问题 可 以 化 为 两 个 半 齐 次 边 值 问题 L[y]==f(x),U,(y)=0(i= 
1,2)& L[yJ=0, П,Су)=у,(т=1,2) ЖЖ ЕЙ. 

待定 常数 解法 ”如 果 边 值 问题 中 所 考虑 的 线性 微分 方程 的 通 
解 可 以 求 出 , 则 利用 给 定 的 边界 条 件 确定 其 中 的 任意 常数 , 便 可 求 
得 所 讨论 的 边 值 问题 的 特 解 . 

(1) 求解 半 齐 次 边 值 问题 ` 

y +p(z)y' +q(z)y=0, 
y(a)=a, y(b)=8, a<zr<b. 
解 ”首先 设法 求 出 齐 次 线性 方程 的 两 个 特 解 yia), yl), 
为 求解 方便 起 见 , 令 y,(z) ,ys(z) 分 别 满足 初始 条 件 
(a)=1, yi(a)=0, (24. 36) 
y:(a)=0, yi(a)=1. (24. 37) 
方程 的 通 解 为 
у=сууу(т)++с; ys (х). 
令 其 满足 边界 条 件 ,得 
clyi(a) 十 czyz(a) 一 a， 
суу (Ó) +c; уг 0) =8. 
利用 条 件 (24. 36), (24.37) , 当 y, (b)Z0 时 ,得 


__8—ау, (6) 
CITES | U OY 
因此 边 值 问题 的 惟一 非 零 解 为 “ 
„иса 


#1 24.8.2 жуту g= OSs, y=. 


R BRE n= aM ВЕЖ 
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2 
5 


{Е у.00)=1,у',(00) =0 Ë у,(0)=0,у',(0)=1. X y, (2) 
0. 所 以 其 解 为 


y(ay=y (+ #2 rrez 


э.) OSTE 
(2) 求解 非 齐 次 边 值 问题 
y'+pb(z)y +q(z)y= fla), 
y(a)=a,y(b)=8B, а<х<Ь, 
可 以 按 非 齐 次 边 值 问题 直接 求解 ,但 下 面 求法 简便 些 . 
设法 求 出 非 齐 次 线性 方程 的 一 个 特 解 yo (z) ,并 满足 初始 条 
件 у, Са) =а,у', (а) =0. 然后 求 出 其 对 应 齐 次 线性 方程 的 一 个 特 
解 wm(z) ,并 满足 初始 条 件 yi(a)=0,y' (а) =1. 当 y1(6) 关 0 时 ， 


该 边 值 问题 的 惟一 非 夫 解 为 Y(z) 一 yn(z) 十 人 2 人 人 


EX 24.8.3 对 于 齐 次 边 值 问题 (24. 32), (24. 34) ,一 个 在 


. EDER az ,ë<Cb 上 定义 的 函数 G(z,6) 称 为 此 齐 次 边 值 问题 


的 Green 函数 (Green function) ,如 果 它 满足 下 列 条 件 : 
(1) С(х,&)7Е1ЕЛ Ж a<r, êb 上 是 连续 的 ; 


2) ) GED a <r, ê<b (2520) 68, += AAE 
一 类 间断 点 , 即 
agG(z,é) IGC, $) 1. 
дт КӨН ar 2-6-0 pO (9 


G) Gir ë) Ela, 8) fü (6, >J ЕЖЕ z 的 函数 ,满足 方程 
(24. 32) 和 边界 条 件 (24. 34). 
定理 24.8. 4 Green 函数 存在 惟一 定理 ”如 果 齐 次 边 值 问题 
(24. 32),(24. 34) 只 有 惟一 的 零 解 ( 即 det UÆ0) , 则 此 齐 次 边 值 问 
题 存 在 惟一 的 Green 函数 . 
证 明 设 y,(z) 和 ys(z) 是 方程 (24. 32) 的 基本 解 组 . 因为 
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б\х,ӘЕ[а,&,(&.Ь] Е EDEA. 32), 故 应 有 
G(r.) =а (8) у, (х) Ба (6) у, (х), a< r<, 
G(z,ë€) =b (8) у. (х) +b; (8) у, (z), ё<=:%6, 
а, Се) b С) 011,2) ФЕ. 根据 定义 24. 8.3 中 的 条 件 (1) 和 (2)， 
故 有 
biyi (+b: у (8) —[a у. (E) Hary (© ]=0. 


b Otay [ey +, D] [Gs 


S b. —a,=c,(Gi=1,2)BJ 
су (6) +c; у (6) =0 
осе E 
其 系数 行列 式 为 


(2) = (у, уг) = 


nO ye | 
КОЛАС) 
所 以 с.с 的 方程 组 有 惟一 解 


y, (8) БИХ x (8 
p (W (O ° ? POWO 


下 面 进一步 利用 边界 条 件 确定 а, (5), b (6). 记 边 界 条 件 

(24. 34) 
U,(y)=U,.. (y) +0,,(у) =0, 1=1,2, 

其 中 Us(y) 是 包含 所 有 项 y(a),y (4) 的 和 ,Ui, Cy) 是 包含 所 有 
项 y(b),y (5b) 的 和 . 于 是 得 

U;(G)=a (@)U,.. (y: ) +a, (OU;.(y,) 

+b (@2üU,, (yi) +b, (@)U,,(y.) =0, i=1,2. 

Ща = bi — c 代入 上 式 ,得 

b, OU (у) +6 0, (у) = с... (>i) + c;U,). (у), 

bi (U: (у) +b: (0, (уг) = с... (у) + cx U,.. (y). 
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су 


因为 
О, (у) U: (ә) 
О, (у) О, (у) 
所 以 各 (9 ,加 (6) 有 惟一 的 一 组 解 .由 a; = b, —c, 可 以 惟一 地 确定 
ai(i 二 1,2). 至 此 证 明了 齐 次 边 值 问题 Green 函数 的 存在 惟一 , 同 
时 给 出 Green 函数 的 做 法 . 
边 值 问题 的 Green 函数 解法 
(1) 求解 半 齐 次 边 值 问题 
y+plr)y +q(z)y = f(z), 
О, (у) = 0, О, (у) = 0. 
设 相应 的 齐 次 边 值 问题 只 有 零 解 ,根据 定理 24. 8. 4 存在 惟一 的 
Green 函数 G(x, 人 .上述 半 齐 次 边 值 问 题 的 解 为 


буе | ce.ereds 


(2) 非 齐 次 边 值 问题 的 求解 
Y + р\(=)у +q(z)y= fia), ахь, 
Шу =», Uly)= 7y,. 
根据 非 齐 次 边 值 问题 ,化 为 两 个 半 齐 次 边 值 问题 求解 . W у(х) 是 
| + ФОУ! + q(z)y =0, 
ШШ (у = 3, 00у) = У 
的 解 ,而 у(х) 是 
ш +q(z)y = fGa), 
О, (у) = 0, О, (у) = 0 
的 解 . 则 非 齐 次 边 值 问题 的 解 为 
у= уб) уба) = уба) ос Ade. 


Ж 24.8.5 解 非 齐 次 边 值 问题 
Жен 0<<r<1, 
y(0) = 1, ya) = 2, 


su = | 


* 580, 


fO) Ж0<х<1Е%#. 
解 ” 化 为 两 个 半 齐 次 边 值 问题 求解 
(1) y” = 0,y(0) = 1,y (1) = 2. 
其 解 为 у = 1+ 2л. 
(2) у = /(х),у(0) = 0,у'(1) = 0. 
先 求 Green KA Gr, £). y = 0 的 通 解 为 >= с + cz, 
所 以 
a (ë) +а, (=, 0 z< ё, 
b(@ +6095, ё<х<1. 
按 定理 24. 8. 4 的 方法 , 求 得 a (£) = 0,a, (0) 1,60 ё, 
bs(&) = 0, 所 以 


G(x.) = | 


С —х, 0ге; 
т а= ¿< r<1, 
则 此 半 齐 次 边 值 问题 的 解 为 

э» (т) =—[‹ече-— [ху 
所 给 的 非 齐 次 边 值 问题 的 解 为 


у=» +» = 1+2: | Ef Ode ras 


24.9 ”本 征 值 问 题 


本 征 值 问题 ” 齐 次 边 值 问 题 
L(y) = po (z)y” + bi (z2)y + [b (z) + Аг(х)]у = 0, 
U,(y) = a, y(a) +a,,y (a) + B, y(b) +B, y (b) = 0, 
i=1,2, (24.38) 
其 中 2 为 参数 . 确定 参数 4 取 哪 些 值 时 ,使 此 边 值 问题 有 非 零 解 的 问 
题 , 称 为 本 征 值 问题 (eigenvalue problem). 这 些 参数 值 称 为 本 征 值 
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(eigenvalue) ,与 其 对 应 的 非 零 解 称 为 本 征 函数 (eigen function). 

例 24.9.1 Жу'+ Лу = 0 满足 边界 条 件 y0) = y(r) = 0 
的 非 零 解 . 

解 ” 当 人 入 0 时 ,只 有 零 解 满足 上 述 边界 条 件 ， 

4 À > ов, f 28 y = acosWz 十 csinVz. 由 条 件 y(0) = 
0, 得 ci = 0. 由 条 件 y) = 0, 得 cxsinVk т = 0, 要 有 非 零 解 必须 
sin VA x = 0, BIVA = п RÀ 一下 (一 土 1, 士 2,…) ,所 以 本 征 值 为 

А =m, п=+1,+2,®, 


本 征 函数 为 
y, = czsin NT. 
B#(B 33) 问题 
L(y) = po (a)y + pi (z)y + px (z)y = Ar(z)y, 

& a h; (24. 39) 
其 中 po ,pi i p a ,7 是 在 区 间 [a,b] 上 给 定 的 实 函 数 , 且 p. (z) #0, 
r(z) 之 0，》 为 参数 . 如 果 线 性 微分 算 子 工具 有 这 样 的 性 质 :对 于 
任意 两 个 在 区 间 [a,6b] 上 有 连续 导数 并 满足 一 定 边界 条 件 的 函数 
и(х) 和 w(x) ,关系 式 


Ф ЖЫЛ ыа? 
[ u(z)L(o)dz = | u L(u) dr 


RLGH ЕШ—Жжлу Э), ДАЛ BJ 2 ЕА BJ ЕЙ ЖК Ж 
自 伴 的 (self adjoint) W Ë р. 

ЖЕ 24.9.2 自 伴 问题 的 基本 定理 

(1) 自 伴 问题 的 本 征 值 必 是 实数 . 

(2) 对 应 于 两 个 不 同 本 征 值 *%， A А, 的 本 征 函 数 o, (z), 
P(x) Elab] 上 是 带 权 rC) 正 交 的 , 即 


b 
| Ф„(х)ф„(х)г(х)ах = 0. 


(3) 在 区 间 [a,6] 上 平方 可 积 并 满足 本 征 值 问题 边界 条 件 的 
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任何 一 个 函数 f(z) ,可 以 按 本 征 函 数 {9.(z)} 展开 为 一 个 绝对 而 
且 收 全 的 级 数 一 一 广义 傅 氏 级 数 


fa) = Depala) ， 
其 中 
f Pala) fG)dz 


жс т еы 
Í |p, (2) [а= 


称 为 广义 傅 氏 系数 . 
Sturm( 施 图 姆 )-Liouville 方程 (Sturm-Liouville equation) 


dr d к 
(1) L= DP насозанд у, а<х<ь, 


(24.40) 
ЖФ р(х) Ж Га. БЕЖЕ. B pa) >g r 连续 且 
r(z)>0, А 为 参数 . 此 方程 称 为 正规 的 (regular)Sturm-Liouville 
方程 . 简称 S-L 方程 . 
(2) 对 于 二 阶 线性 齐 次 方程 
ро (х) у Бр (2) у + p. (z)y=Ar(z)y, 


只 要 p (1)#0 且 可 微 , 则 乘 以 函数 exp| Pr — 元 名 dz 后 ， 总 可 化 为 


S -L 型 方程 . 
(3) S -L 方程 和 分 离 边 界 条 件 
О, (у) =а (а) +о, y (а) =0, 
О, (у) = В yb) +В, (6) =0, 
ayB(i 一 1,2) 是 实 常数 , 且 ai +a; 50,1 +Ë 0 所 组 成 的 本 征 值 
问题 是 自 伴 的 . 
(4) S -L 方程 和 周期 的 边界 条 件 
уба) = yb), уа) = y (b) 
所 组 成 的 本 征 值 问题 也 是 自 伴 的 . 
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(5) S-L 方程 和 一 般 的 齐 次 边界 条 件 
U, (y) = ацу(а) + агу (a) + Biy(b) + Ву (b) = 0, 
U,(y) = алу(а) + any (a) + Bi y(b) + B;y (b) = 0 
所 组 成 的 本 征 值 问题 , 当 且 仅 当 
pla) (В.В. — В.В.) = РО) (ааз, — аа, ) 
成 立时 才 是 自 伴 的 . 
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25 稳定 性 理论 


微分 方程 的 研究 大 致 可 分 为 定量 和 定性 两 部 分 . 由 于 绝 大 多 
数 的 微分 方程 不 可 能 用 已 知 函数 的 积分 来 表示 其 通 解 ,从 定性 方 
面 提出 的 任务 是 :直接 根据 微分 方程 的 结构 来 研究 解 的 属性 ,定性 
研究 本 身 有 意义 ,同时 对 定量 研究 有 指导 作用 . 

稳定 性 理论 是 定性 理论 研究 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 它 研究 的 
是 当 微 分 方程 右 端 函 数 与 初始 条 件 发 生变 化 时 , 解 的 变化 情况 , 即 
研究 在 什么 条 件 下 可 以 将 非 线 性 方程 简化 成 线性 方程 来 处 理 , 而 
不 至 于 产生 太 大 的 误差 ;及 研究 当初 始 条 件 有 微小 变化 时 ,方程 的 
解 的 变化 也 小 (稳定 ) 或 有 很 大 的 变化 (不 稳定 ). 


25.1 基本 概念 


微分 方程 组 


ЗУ. ра,у), (,у)ЄГО,оо) ХЕ", (25.1) 


满足 初始 条 件 убо) = y, BJ f у= убт) йал ВЕРЯ, пр 
为 对 零 解 的 稳定 性 的 研究 . 此 方程 组 中 的 y.9 为 n HE IB у = 
(ут (0) ya) у„())7, ф= (ф (2), ф (0), 5, ф, C)", R"3 n 
维 实数 域 . 作 变 换 

х=у—у, 
方程 组 (25. 1) 化 为 


dx 
ЗХ), (25. 2) 
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其 中 
XQ, x)=, x+y)—0G.y). 
(25.1) 的 解 ?一 y(z) 对 应 于 方程 组 (25. 2) 的 零 解 
x=0. 

不 失 一 般 性 ,下 面 只 讨论 方程 组 (25. 2) 零 解 的 稳定 性 问题 ,并 
假设 其 右 端 函数 XX(i,x) 在 xERR"( 或 YEG,0EGCR") 和 1 之 0 
上 连续 , 且 满足 解 的 存在 惟一 性 条 件 . 此 外 , 设 XX(1,0) 二 0, 因而 
方程 组 (25.2) 具有 零 解 x—0. 下 面 用 x(t,t,xo) 表 示 方 程 组 
(25. 2) 满 足 初 始 条 件 хь) = x° 的 解 ,并 假设 (25.2) 的 所 有 解 
xlt,to ,х°)ТЕ (2220 上 均 有 意义 . 

定义 25.1.1 如 果 对 于 任意 给 定 的 es 之 0 和 加 过 0, 存 在 
lto E) >20, 148 4 | xz 一 SC ,e) 时 ,有 

|x(t,to ,x°)|<e, 对 一 切 tto. 
则 称 (25. 2) 的 零 解 x=0 是 (局 部 ) 稳 定 的 (stable). 

定义 25.1.2 如 果 方 程 组 (25. 2) 的 零 解 +==0 是 稳定 的 , 且 
存在 这 样 的 ó, 220, E 8 4 |x | <à 时 ,有 хб, 6,0) 6004 
1 Боов). 则 称 零 解 x 一 0 为 (局 部 ) 渐 近 稳 定 的 (asymtotic sta- 
ble). 

ЖМ 25.1.3 如果 方 程 组 (25. 2) 的 零 解 x—0 是 稳定 的 , 且 
对 任何 初 值 ER"( 或 zEG,0OEGCR"), 有 

x(t,t x° )—0, 34 — +оо, 
则 称 零 解 x— 0 为 全 局 渐 近 稳定 的 (在 区 域 G 中 渐 近 稳定 的 ), 有 
时 称 为 大 范围 稳定 性 . 

ЖХ 25.1.4 如 果 对 于 预先 给 定 的 20, Кі > 怎样 小 ， 
ВЕ Е | x° | <ë 的 初 值 x Җ >t (Eh KE xo) =x 所 确 
定 的 解 x(t,t ,х` ) ,不 满足 条 件 |x(t,to ,x ) | 过 e, 则 称 零 解 x==0 
是 不 稳定 的 (unstable) , 见 图 25. 1. 

定义 25.1.5 给 定 微分 方程 组 
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dx_ Ç 
ХО: (25.2) 


如 果 把 时 间 上 作为 参数 , 仅 考虑 
以 (zi,za,…,zw) 为 坐标 的 空 
间 , 此 空间 称 为 方程 组 (25. 2) 的 
相 空间 (phase space). 4 n= 2 
时 ,(zi,zz) 的 平面 称 为 相 平面 
(phase plane). 相 空 间 中 的 每 
一 点 称 为 相 点 .方程 组 (25. 2) 的 
积分 曲线 在 相 空间 上 的 投影 称 为 相 轨 线 ,简称 轨 线 (trajectory). 

EX 25.1.6 方程 组 (25. 2) 当 右 端 函数 不 明显 含 上 时, 称 为 
自治 方程 组 (autonomous system) (或 定常 . 驻 定 方程 组 ); 右 端 函 
数 明显 含有 上 时 , 称 为 非 自 治 方程 组 (nonautonomous system) (或 
非 定常 非 驻 定 方程 组 ). 

定义 25.1.7 自治 (定常 ) 方 程 组 


dx _ ë 
а= ХО. (25.3) 


图 25.1 


如 果 X(x° ) 天 0, 则 称 相 点 x° = (ай, лї, ,л,) 57У ЖН (25. 3) 的 
常 点 (ordinary point); ШЖ X) = 二 0, 则 称 相 点 x° 为 方程 组 
(25. 3) А (singular point) ,或 称 为 系统 的 平衡 点 (equilibrium 
point) ,静止 点 (stationary point). 

在 奇 点 的 某 个 邻 域内 再 没有 其 他 奇 点 时 , 称 此 奇 点 为 孤立 
FA. 

奇 点 本 身 是 方程 组 (25. 3) 的 一 条 孤立 轨 线 . 


25.2 常 系数 齐 次 线性 方程 组 零 解 的 稳定 性 


为 简便 起 见 , 只 研究 二 阶 线性 方程 组 . 设 方程 组 为 
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于 =aztby, 


w ihk 26: ә 


a,b,c, d 均 为 实 常数 , 且 系 数 行列 式 | | 20. 显然 坐标 原点 


(0,0) 是 线性 方程 组 的 孤立 奇 点 (平衡 点 ). 根据 线性 微分 方程 组 
(25. 4) 的 特征 方程 
a—A b 
с а-л 
的 特征 根 的 不 同情 况 ,通过 非 奇异 的 实 线性 变换 
€=ku zi+hky, 
оо. 
将 (25. 4) 化 成 标准 形式 ,其 系数 矩阵 为 下 列 4 种 形式 之 一 : 
À 0 А1 А 0 а В 
b К: (б 外 Ë (а 
Ж А, ,А,,А,а, 为 实数 . 
相 异 的 实 特征 根 5А, 
方程 组 (25. 4) 中 的 56==c=0 时 ,已 呈 标 准 形式 . 当 6,c 不同 
时 为 零 时 ,可 按 6 天 0 或 сэ®0 的 情况 ,分 别 采 用 线性 变换 
& а-А —b\/x € —c а-А\үх 
CGe ct) et 
将 (25. 4) 化 为 标准 形式 


809-0 a) 


EG) = Ае’, Nt) = Ве", 
A,B 为 任意 常数 (下 同 ). 
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Y=cztdy, 


| =42— (а+4)А+ (аас) =0 


其 通 解 为 


A) 4 <0,.<0 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 轨 线 形状 如 图 25. 2 
(箭头 表示 t 增 大 的 方向 . 下 同 ). 这 种 奇 点 称 为 稳定 结 点 (stable 


node). 


n n 
/ | 4 xX Йй 
| 


(а) 0>А; >; (b) А<4;<0 

图 25.2 

(2) А>0,„>0 零 解 是 不 稳定 的 . 轨 线 形状 与 图 25. 2 相 

同 ,但 轨 线 的 走向 均 改 为 相反 的 方向 . 这 种 奇 点 称 为 不 稳定 结 点 


(unstable node). 
G) à <0<À (R 4 <0<Аа) 零 解 是 不 稳定 的 . 轨 线 如 
图 25. 3. 这 种 奇 点 称 为 鞍点 (saddle point). 


人 A 
DARA 


= 


(а) 4< 0< А (b) 41>0 >A (с) 
图 25.3 
HARRIER A =а:Е18, 870. 
线性 变换 为 
{ее VJZ (а—а) (2) 2 (= JZ (d—a) yop (9). 
110 V2B JV 7 28 о JW 
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将 (25. 4) 化 为 标准 形式 


s 81521, Gs) 
引入 极 坐标 £=rcos 0, у= езіп 0,(25.5) 化 为 

Фф d 

dt dt 


(25. 5) 解 的 极 坐标 形式 为 
т= Ае", 0=—8 +B, 
其 中 A>0. 
(1) а<0 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 轨 线 如 图 25. 4(a). 这 种 奇 点 
称 为 稳定 焦点 (stable spiral). 
(2) а>0 零 解 是 不 稳定 的 . 轨 线 如 图 25. 4(b). 奇 点 称 为 不 
稳定 焦点 . 


P A A 


@)«<0,8>0 (b) «>0,В>0 
图 25.4 
(3) а=0 FREER. 轨 线 是 闭 曲 线 ,是 以 原点 为 中 心 的 
一 族 圆 ,如 图 25. 5. 奇 点 称 为 中 心 (center). 

特征 根 为 重 根 A =A =А 
(1) {45550 或 c>0 时 ,分 别 采用 线性 变换 

# 1 ` 0\у=х £ о 1 z 

у= aG) 或 (= aG) 


把 方程 组 (25. 4) 化 为 标准 形式 


+ 590 • 


其 通 解 为 
EG)=(At+B)", т) =Ае". 
当 4<0 时 , 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 轨 线 如 图 25. 6(а). 奇 点 称 为 
稳定 的 退化 结 点 (stable degenerate node). 
当 )>>0 时 , 零 解 是 不 稳定 的 . 轨 线 如 图 25. 6(b). 奇 点 称 为 不 
稳定 退化 结 点 . 


т: 


(a) 和 < 0 (b) 2>0 
图 25.6 


(2) 3⁄4 b=c=0 时 ,方程 组 (25. 4) 取 形式 


dz dy 
a Ах, д Лу, А=а=а, 


其 通 解 为 
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X(t)=Ae”, yG) = Ве“. 
当 4<0 时 , 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 轨 线 如 图 25. 7(а). 奇 点 称 为 
稳定 的 奇 结 点 或 稳定 的 临界 结 点 (stable critical node). 
当 4 二 0 时 , 零 解 是 不 稳定 的 . 轨 线 如 图 25. 70). 奇 点 称 为 不 
稳定 的 临界 结 点 . 


(а) 4< 0 (b) 和 > 0 
图 25.7 
综合 上 述 ,结果 如 表 25. 1 所 示 . 
表 25.1 奇 点 的 类 型 


| 特征 方程 入 一 (c 十 di 二 (ad 一 5c) 一 0 


УХа+а4›!—4(а4—5с) 
ЧУ ст+ау, 特征 根 м = atd) + uta 4Саа bc) 


ad 一 pc 天 0 = [atadta i] 

根 的 判别 式 奇 点 类 型 稳定 性 
ба-а + 4bc>0 T ке 结 点 сука 
异 的 实 根 - - 

_| ad 一 bc<<0Ai ,hz 异 号 ,鞍点 不 稳定 
a+d=0, 纯 庶 根 ,中 心 | 稳定 
Ca— d)? + 4be <0 4 — же 
KANM Е а+4<0 #1 
atd#0o MA а+а4>0 不 稳定 
la~ d)? +4bc=0 b,c 不 同时 为 零 , 退 化 结 点 а+4<0 渐 近 稳定 
重 根 6 一 c=0, 临 界 结 点 a+d>0 不 稳定 
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对 п=2 的 线性 系统 ,结论 是 : 

(1) 若 所 有 特征 根 都 有 负 的 实 部 , 则 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 

(2) 若 具有 正 实 部 的 根 , 则 零 解 是 不 稳定 的 . 

(3) 车 没有 正 实 部 的 根 ,但 有 实 部 为 零 的 根 , 则 零 解 是 稳定 


定理 25.2.1 设 nn 阶 常 系 数 线性 方程 组 为 
dx 
—=Ax, 
dt 


其 中 向 量 x= (zi sarea) RARE A 为 


а ав ам 

аз аљ ° аһ 
А= 

айа ao v ам 


EJ EE det(A—AE)=0,E Е. 

(1) 如 果 所 有 的 特征 根 都 具有 负 的 实 部 , 则 零 解 是 渐 近 稳 
定 的 ; 

D 如 果 具 有 正 实 部 的 特征 根 , 则 零 解 是 不 稳定 的 ; 

(3) 如 果 没 有 正 实 部 的 特征 根 ,但 有 零 特征 根 或 实 部 为 零 的 
特征 根 ,而 且 均 为 单 根 或 均 具有 单 重 的 初等 因子 , 则 零 解 是 稳定 
的 ,否则 零 解 是 不 稳定 的 . 


25.3 按 线性 近似 判定 稳定 性 


对 于 非 线性 自治 方程 组 


d ArtR), (25. 6) 


其 中 4 为 实 常数 矩阵 ,R(0) =0, ERE 


воо L _ 
Tæ 


0, | x | 一 0. 
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显然 x=0 是 方程 组 (25. 6) 的 解 . (25. 6) 的 线性 部 分 


dx 
A (25.7) 


称 为 方程 组 (25. 6) 的 线性 近似 方程 组 , 简称 为 线性 近似 或 一 次 
近似 . 

定理 25.3.1 如 果 线性 近似 (25.7) 的 特征 方程 没有 零 根 或 
零 实 部 的 根 , 则 非 线 性 方程 组 (25. 6) 零 解 的 稳定 性 与 其 线性 近似 
的 零 解 的 稳定 性 一 致 . 当 线 性 近似 的 特征 方程 的 根 均 具 有 负 实 部 
时 ,方程 组 (25. 6) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ; 当 特征 方程 具有 正 实 部 的 
根 时 ,(25. 6) 的 零 解 是 不 稳定 的 . 

Ж 25.3.2 Hurwitz 定理 (Hurwitz theorem) ЖЖ n 
次 代数 方程 

аА" Ба А"! 十 … 十 aiA 十 as 一 0， a|. >0. (25.8) 
作 Hurwitz 行列 式 


a a 0 
a a 
A=a, A= ， А=|а а а 
аз а; 
а а аз 
а ao 0 0 0 0 
аз аз a a 0 s= 0 
А, = Ў =a, A,- ° 
аһ) аш ** ee + с Qa, 


其 中 如 果 i>n, 则 a;=0. 
方程 (25. 8) 的 全 部 根 具有 负 实 部 的 充 要 条 件 为 :Hurwitz 行 
列 式 均 为 正 的 , 即 Д, 2>0, А,;:>0,++.,Д„-1:>0, а,2>0. 
判定 零 解 不 稳定 的 简便 准则 ”根据 Hurwitz 定理 的 必要 条 
件 , 当 线性 近似 (25.7) 的 特征 方程 的 系数 不 同 号 ( 必 具 有 正 实 部 的 
根 ) 时 , 零 解 是 不 稳定 的 . 
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Hurwitz 定理 的 应 用 
(1) 判断 零 解 的 稳定 性 ”下列 各 非 线性 方程 组 的 高 次 项 部 分 
都 满足 线性 近似 的 条 件 . 
学 = 一 2zi 十 zz 一 z3 十 zi， 


[0] drntz T» 


其 线性 近似 的 特征 方程 为 
А +44 +54+3=0. 


其 Hurwitz 行列 式 :A, =4>0, A, = | |>® аз =3>0. 所 以 
特征 根 均 具 有 负 实 部 . 因此 , 非 线性 方程 组 的 零 解 是 浙 近 稳 定 的 . 


da зш, 十 8sin zz ， 
© 
de +<; —cos Tz, 
dt I 
Ж sin z;, е“, cos х, 按 Taylor 公式 展开 ,方程 组 可 写成 


ба 2а, +82, +R; (21,22), 


а 十 zz 十 Rs (ziyzz)， 
其 中 А.К, 为 zi z; 高 于 一 次 的 项 的 总 和 . 线性 近似 的 特征 方程 为 
А4#—3А+10=0. 
由 于 特征 方程 的 系数 异 号 ,因此 特征 根 具有 正 实 部 . 所 以 非 线 性 方 
程 组 的 零 解 是 不 稳定 的 . 
dz 3 dz, 3 
жее}, tl 
© 及 
dx; з ГЕЯ 
а = +2, чр 221—2, 
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这 两 个 方程 组 的 线性 近似 的 特征 根 均 具有 零 实 部 ,根据 线性 近似 
不 能 判定 非 线性 方程 组 零 解 的 稳定 性 . 但 由 Liapunov( 李 雅 普 诺 
夫 ) 第 二 方法 ( 见 下 节 ) 可 以 判定 前 一 个 方程 的 零 解 是 不 稳定 的 ,后 
一 个 方程 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 

《2) 确定 微分 方程 组 的 稳定 区 域 设 非 线性 方程 组 (25. 6) 的 
线性 近似 的 特征 方程 如 下 : 

Ф А+аА+а, =0 根据 Hurwitz 条 件 ,稳定 区 域 为 :a; 之 0， 
wz 过 0. 如 图 25. 8(а). 

@ А +a, à? +а,А+аз=0 Hurwitz RAFA :а >20. 


аза, —a,2>0, аз 20. 稳定 区 域 如 图 25. 8(b). 


(а) (b) 
图 25.8 
@ А +a, +а, А? +asà+a, =0 Hurwitz 条 件 为 ;aw 之 0， 
Д. =ааз —а320, Ау=а»зК(ауа;— ау) —аїал:>0, a,>0. 


25.4 Liapunov 第 二 方法 


Liapunov 第 二 方法 是 研究 微分 方程 稳定 性 问题 的 一 般 方法 . 
它 借助 于 构造 一 个 特殊 的 函数 V ,使 它 与 微分 方程 组 的 右 端 函数 
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发 生 关 系 , 从 而 直接 判断 方程 组 的 稳定 性 . 因此 ,也 称 它 为 直接 方 
法 .方法 的 主要 优点 是 对 方程 组 的 解 不 要 求 有 所 了 解 . 

定义 25.4.1 设 V(x) 是 定义 在 R"( 或 域 G, 0€ GCR”) E 
的 单 值 、 连 续 可 微 函数 , 且 V(0)=0. | 

(1) ей SRE VO(x)2>20(V(x)<0) Vx 天 0, 则 称 VCxr) 
为 R"( 或 G) 上 的 定 正 (positive definite)( 定 负 (negative definite) ) 
函数 . 定 正 或 定 负 函 数 统称 为 定 号 函数 . 

(2) ЖБЖ Ш У(Х) 2000 (х) <0) Yx 天 0, 则 称 V (x) 
为 R" (或 G) 上 的 常 正 (positive semidefinite)( 常 负 (negative 
semidefinite) ) АЖ. 常 正 或 常 负 函 数 , 统 称 为 常 号 函数 . 

定义 25.4.2 (1) V(x) 称 为 在 空间 R" 中 的 定 正 无 限 大 函 
数 ,如 果 V(x) 在 R" 中 定 正 , 且 

Ү(х) + +оо, l| x || =. 

(2) V(x) 称 为 在 区 域 G 中 的 定 正 无 限 大 函数 ,如 果 V(x) 在 G 

中 定 正 , 且 


у(х) +оо, р(х) оо, 
其 中 p(x) 二 max{4d(0,x),1/d(2G,x)} ,而 d 表示 距离 ,9G 表示 G 
的 边界 . 

定义 25.4.3 УС, х) X fE[0,co) ХЕ "(sË[0,co) X G, 

0EGCR") 上 的 单 值 .连续 可 微 函 数 . 且 
V(1,0)=0, :гЄ[0,о). 

(1) 称 函 数 V(1,x) 为 常 正 ( 常 负 ) 的 ,如 果 在 [0,co)XR"( 或 

[0o,co)xXG) 上 
VG,20  (VG,x)<0). 

(2) W(x) 为 定 正 函 数 ,对 函数 V(t,x) 在 [0,co)XR"( 或 
[0,оо) ХС) ŽV (г, х) – М(х) 9 У (2, х) – М(х) 0 ЖЕ 
的 , 则 称 V(t,x) 为 定 号 的 . П V-W, ДІЯ УС, х) 9 E IE 09; 
如 一 V 一 W 宇 0, 则 称 V(1,x) 为 定 负 的 . 
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ЖХ 25.4.4 ЙУ HERRA, MRI FEA 20, FEA 
20,484 x| <à RH 1220,00 为 某 一 常数 ) 时 ,有 不 等 式 
IVG,x)|<e, 
则 称 VY(t,x) 具 有 无 限 小 上 界 . 
定理 25.4.5 Liapunov 稳定 性 定理 (Liapunov stability the- 
orem) ”对 于 微分 方程 组 


RIXA ХО) ХС) ХС) Х.С). (25.9 
如 果 可 以 找到 一 个 在 原点 邻 域 内 的 可 微 函 数 V(x)( 称 为 Lia- 
punov 函数 或 简称 为 V 函数 ): 


(1) V(x) 是 定 号 的 ; 
(2) V(x) 关 于 t 沿 方程 组 (25.9) 的 全 导数 
v у > x s > sx, 

是 与 V 符号 相反 的 常 号 函数 ,或 者 恒 等 于 零 . 则 方程 组 (25.9) 的 
零 解 是 稳定 的 . 

定理 25.4.6 Liapunov 渐 近 稳定 性 定理 对 于 方程 组 
(25. 9) 如 果 可 以 找到 一 个 在 原点 邻 域内 的 可 微 函数 V(x): 

(1) V(x) 是 定 号 的 ; 

(2) V(X) 关于 t 沿 方程 组 (25.9) 的 全 导数 


是 与 V 符号 相反 的 定 号 函数 . 则 方程 组 (25. 9) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 
定理 25.4.7 对 于 方程 组 (25. 9) ,存在 正定 函数 V(x) ,使 得 
它 关 于 上 沿 方程 组 (25. 9) 的 全 导数 


ажан а 一 0 Bus O 外 ,不 包含 (25. 9) 的 整 条 轨 线 , 则 广 
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程 组 (25. 9) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 
定理 25. 4.8 ”对 于 方程 组 (25. 9) ,如 果 在 及 "中 存在 定 正 无 限 


大 函数 V(x), 且 它 关 于 时 间 + 沿 方程 组 (25. 9) 的 全 导数 只 于 R， 


中 是 定 负 的 , 则 (25. 9) 的 零 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 
定理 25. 4.9 ”对 于 方程 组 (25. 9) ,如 果 在 R" 中 存在 定 正 无 限 


大 函数 V(x) ,其 关于 4 沿 方程 组 (25.9) 的 全 导数 V 于 R" 中 是 常 负 


的 ,而 且 V=0 RA O 外 ,不 包含 (25.9) 的 其 他 任何 整 条 轨 线 , 则 
(25. 9) 的 零 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 
定理 25.4.10 ”对 于 方程 组 (25.9), 如 果 可 以 找到 函数 


V(x) , 它 关 于 上 沿 方程 组 (25. 9 的 全 导数 V 是 定 号 函数 ,而 V 是 与 
V 具 有 同 号 的 常 号 函数 , 则 (25. 9) 的 零 解 是 不 稳定 的 . 

定理 25.4.11 ”对 于 方程 组 (25.9), 如 果 可 以 找到 函数 
V(x) ,满足 下 列 条 件 : 

(1) 在 坐标 原点 的 任意 小 的 邻 域 ,存在 V — 0 的 区 域 ,在 此 区 
域 的 边界 上 V=0; 

D 在 V >0 的 区 域 上 ,V 关于 + 沿 方程 组 (25. 9) 的 全 导数 V 20. 
则 方程 组 (25. 9) 的 零 解 是 不 稳定 的 . 

定理 25. 4. 12 ”对 于 方程 组 


x), ХА (Хуб) X. X) se X, (t,x) )". 


ЕП 
(25.10) 
ШЕК | x || < H, 20 上 (常数 H> 0), ff f EE Ж 
V(t,x), 而 V(t,x) 关 于 + 沿 方程 组 (25. 10) 的 全 导数 
v = X- ae ЭЕ Xx, G, x) 
是 常 负 的 或 者 恒 等 于 零 ， Ta 100998 ERE. 
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定理 25. 4. 13 ”对 于 方程 组 (25. 10),}0 ЖЕ || x | <H, 
t 之 0 上 存在 定 正 函数 V(1,x), 具 有 无 限 小 上 界 , 且 其 关于 1 沿 方 
程 组 (25. 10) 的 全 导数 V 定 负 , 则 (25. 10) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 

定理 25. 4. 14 ”对 于 方程 组 (25. 10) ,如 果 在 [0,co)XR"* 上 存 


在 定 正 无 限 大 函数 V(t,x) ,具有 无 限 小 上 界 , 且 V 在 [0,co)XR”" 
上 是 定 负 的 , 则 (25. 10) 的 零 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 

定理 25.4.15 ”对 于 方程 组 (25. 10) ,如 果 存 在 具有 无 限 小 上 
界 的 函数 V(i,x), 它 关于 1 党 方程 组 (25. 10) 的 全 导数 V 是 定 号 函 


数 , 对 任意 大 的 1 值 ,总 存在 坐标 原点 的 任意 小 邻 域 ,使 VV>>0， 
则 (25. 10) 的 零 解 是 不 稳定 的 . 

定理 25. 4. 16 ”对 于 方程 组 (25. 10) ,如 果 可 以 找到 函数 VC, 
x) ,满足 下 列 条 件 : 

(1) 在 任意 大 的 : 值 和 任意 小 的 坐标 原点 邻 域内 ,存在 有 V> 
0 的 区 域 ; 

(2) 在 区 域 V —0 内 ,函数 V 是 有 界 的 ; 

(3) 在 区 域 V >0 内 ,全 导数 V 为 定 正 的 , 则 (25. 10) 的 零 解 是 
不 稳定 的 . 


25.5 V 函数 的 某 些 做 法 和 应 用 


运用 Liapunov 方法 的 困难 在 于 如 何 构造 V 函数 . 至 今 , 对 于 
一 般 的 非 线性 微分 方程 组 还 没有 构造 V 函数 的 一 般 规 则 ,但 有 一 
些 可 以 遵循 的 规则 ,例如 ,在 作 V 函数 时 ,通常 总 是 兼顾 对 V 和 


从 的 要 求 ,根据 问题 的 具体 条 件 来 选择 ЗУН ДКК. Я 


复 尝试 ,才能 找到 V 函数 的 较 好 具体 形式 ,从 而 导出 较 好 的 稳定 
性 条 件 . 一 般 地 是 先 对 非 线性 系统 的 线性 近似 系统 构造 V 函数 ， 
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然后 作 必要 的 修改 ,使 之 适用 于 非 线性 系统 . 常 取 V 函数 为 系数 
待定 的 二 次 型 ,或 二 次 型 加 非 线性 函数 的 积分 . 还 可 以 根据 系统 的 
物理 背景 取 系 统 的 广义 总 能 量 作为 V 函数 等 . 
下 面 为 一 些 特殊 非 线 性 系统 V 函数 的 做 法 . 
定理 25.5.1 设 常 系数 线性 方程 组 为 
dx 
dt 
A 3 n X n IERRA ЖОШ РЕ. (25. 11) 的 零 解 浙 近 稳定 的 充 要 条 件 
为 :对 给 定 的 正定 对 称 矩 阵 CQ, 必 存在 惟一 正定 对 称 矩 阵 Р, 满足 
矩阵 方程 


Ах, (25.11) 


ATP+PA=—Q, (25.12) 
亦 即 给 定 ,可 以 作出 正定 二 次 型 V= x! Pr, 使 其 沿 方程 组 
(25. поа = 一 xrOx 是 负 定 的 . 
常 系数 线性 方程 组 V 函数 的 公式 “根据 Bapan MIER 
V 函数 的 公式 
Ў A=(a;), 要 求 的 正定 二 次 型 为 


V(x) = У\ рх, , 


Шү 


而 
А = 2W(x) = 2》 wriz, 
ijel 
为 负 定 二 次 型 . 
щл ов, = [| 28) ,根据 矩阵 方程 (25. 12) 有 
а а 
Ж | Pn |+ |” Ри | [ап МЕЕ е 
az ав) (ро pz Pe Рә) (аһ ax w wz 
展开 后 为 
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an pn Казф 一 zu， 
азр + (ац Баг) р Han bz = 2и, 


ар Haz p22 =wz. 


解 此 线性 代数 方程 组 得 


其 中 
an аз\ 0 ил а 0 
А=|ав an 十 azz az |. Ди = |2ил: an 十 az an 
0 а; аз Woz а аз 
an wi 0 an az wi 
r= |а: 2w an|, Дз = |а aa 十 az 2шь»|. 
0 wz аз 0 аг wz 
所 以 V 函数 可 以 写成 
0 xz? 2rz =," 
llu ап аз 0 


A 2w аг au 十 az an 


Wo2 0 а аз 
同 理 , 当 n=3 时 ,V 函数 为 
0 z? 2zizz 2z zs Xa 22,23 š 
Wi a аз аз\ 0 0 0 
2ш» аш annae аз аз аз\ 0 
V= -4 2w аз аз antas 0 а KEN 
Woz 0 а 0 аз аз 0 
20 0 аз ар аз antas ар 
илз 0 0 аз 0 аз аз 


其 中 A 为 方程 组 (25. 12) 中 关于 pi 的 系数 行列 式 . 
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对 一 般 的 n, fE 


0 т\? x 2r с 2, 


1 Н Н Н Н 
Д |2, adl jD = aGkjD = ann,jD|' 


xo а(11,лп) … aliksnn) + а,„ 
adikyj0 表 示 业 一 2W Bh тус, 对 应 项 系数 相等 后 所 得 到 的 方程 


组 (25. 12) 中 pi 的 系数 .它们 满足 
alik,jl)=a(ki,jl)=a(ki, lj), 


0. ij, kl, 

aGk,jD=4%“ ка 
autan, i=j, k=l, i#k, 
а: і=ј=6=1, 


其 中 A 为 (25. 12) 中 关于 pi 的 系数 行列 式 . 
例 25.5.2 作 线 性 系统 二” _。)x 的 V mH. mire 


解 的 稳定 性 . 
解 JR W=—x— x° ,fE V 函数 如 下 
0 zl 2л, т 
| 
A| о 4 —10 2 
=1ї 0 4 —6 


= 165611 +64rz z, +4825) 


> 


= 0718 +629), 
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其 中 A= 一 160,V EES =W 负 定 ,所 以 零 解 是 源 近 稳定 的 , 


例 25.5.3 确定 之 十 af 十 0 之 十 cz=0 的 稳定 范围 . 
R 令 Zi 一 z, 得 等 价 方程 组 


i ET, 
їз = — at: +T, 
їз = — cX — bt. 


容易 求 出 A=c(ab—c),fE V са — 223. 


0 zí 2хух, 22123 z 22:23 = 
оо O 一 < 0 0 0 
0 1 —a — 0 一 0 
-ga 0 0 1 0 0 0 —с | 
-1 0 1 0 —a 一 о | 
0 0 0 1 -а —b 
оо 0 0 0 1 0 


=й +2cr; z; +bz2 + zi). 


只 要 a>>0,c>0,ab 一 c>>0, 零 解 是 稳定 的 ,而 且 是 渐 近 稳定 的 . 

取 二 次 型 作为 V 函数 ,以 二 阶 系统 为 例 、 

(1) 二 次 型 函数 VCz,y)=az: 十 bzy 十 cy 为 正定 ( 负 定 ) 的 
ERFA :a>0a <0) H 4ас– 2220. 


(2) 例 
O 确定 零 解 的 稳定 性 
чаи $= 2 у— y. 
E ЕУ‹(тх.у) =ar +by (a,b 待定 常数 ), 其 沿 方程 组 的 全 
导数 为 
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dV 
dt 


=—2ar’ + (2а— 4) r’ у? —2by'. 
BH ab Ë V EE U ag. Ф 2а—40—0.06—=1,а=2. 因而 


有 VCz,y) 一 2x 十 六 ER =ar —2у 为 负 定 的 . AR 
解 是 渐 近 稳定 的 . 

@ а yta = ray, 
其 线性 近似 不 能 判定 非 线性 方程 组 零 解 的 稳定 性 . 现 取 正定 函数 


Vbz,y) 二 二 (x 十 y), 其 沿 方程 组 的 全 导数 为 :时 一 a(z' 十 y') 当 
асов яж, PREBE ч аон, EE, E A 


ум ао, У о, PREBEN. 
(3) 变 系数 线性 系统 


dx_ 
q TAO 


其 中 4(z) 的 元 素 在 所 考虑 的 域 中 连续 . K V—= x" P(t)x, P 为 对 称 
ERV 沿 方程 组 的 全 导数 为 


ЧУ =з! (%+РА+АТР)х. 
AIr Ox, Q 为 给 定 的 正定 对 称 常数 矩阵 ,于 是 有 
至 +PA+ATP= 一 0， (25. 13) 
只 要 求 出 此 抵 阵 微分 方程 组 的 一 组 特 解 ,就 可 决定 РОО, АШ Ж 
H V 函数 . 


例 25.5.4 二 阶 方程 组 
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1—2 1—2 . _1+t 1+2 
ШЫ i + ү ту 


BR 0=1,Йз\ (25. 13) 为 


bn tpa 2070, = 1, 


11 


А 1— j= 1 
bet mt 2 рази ara +!y,, =0, 


a= 1+ 
‹ D puta р?” 


paz 十 
这 方程 组 有 一 特 解 : 
pu 1+4, Pi:=0, ри=1 L, 


故 
1 : Tiy 
(1+) 
3⁄4 222 时 ,V 为 正定 无 限 大 函数 ,具有 无 限 小 上 界 , 而 V 定 负 , 故 


零 解 全 局 渐 近 稳定 . 
利用 广义 Hurwitz 条 件 作 V 函数 的 方法 . 系统 


&=$ а», i= 1,2,--,n, (25.14) 
其 中 f (0) = 0, f, 单 值 连续 且 保证 系统 解 存 在 惟一 . 将 方程 组 
(25.14) 中 的 非 线性 项 方 (zi) S R f ЖО, pA ERE 


数 , 写 出 此 时 方程 组 (25. 14) 的 Hurwitz 条 件 , 这 就 是 所 谓 的 广义 
Hurwitz 条件 . 在 作 V 函数 时 ,充分 利用 广义 Hurwitz 条 件 , 先 给 出 


ЧУ 和 六 的 一 部 分 ,再 根据 了 和 中 之 间 的 关系 ,利用 待定 系数 法 决 
定 其 余部 分 .具体 做 法 见 下 面 例子 . 
例 25.5.5 (1) z=f(z)+by, y=crz=+dy (25.15) 


其 中 bcvd 为 常数 . f(0) = 二 0,f(z) 为 单 值 连续 . 系统 (25.15) 的 广 
606. 


X Hurwitz 条 件 为 
КӘ +а<о, LD pe>0, 7 天 0 


或 
т{/(х)+4х]<0, z[Ldf(r)—bcr]>0, x#0. (25.16) 
作 如 下 形式 的 V 函数 : 


V = ar? +2Bry + Уу? 4 af tas berJdr, (25.17) 
4 


其 中 a,B,Y,6 待定 ,使 V 沿 系统 (25.15) 对 1 的 全 导数 为 


dV 
dt 


求 (25.17) 沿 系统 (25. 15) 的 全 导数 ,并 与 式 (25. 18) 右 端 比 较 同 类 
项 的 系数 ,得 


[df(z)—bcz][f(z)+drz]. (25.18) 


d ва в 
0=1, а=, В: 2" 7=%, 


故 得 
V = 104: — by) + | [df (2) — bcz Jdz. 


由 条 件 (25. 10V 为 定 正 ,而 由 式 (25. 19 <0, {ДЕ z=0 时 
为 零 . 但 在 z=0 上 不 包含 (0,0) 以 外 的 正 半 轨 线 . 如 果 还 满足 条 
件 | [ad1(z) 一 bcr]dz 一 co ( 当 |z| 一 co 时 )，, 则 系统 (25. 15704: 
解 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 

(2) = (а) Ву, 了 一 户 (z) 十 dy (25. 19) 
其 中 AiO) = }%(0) =0, Л (z), fs(z) 连 续 ,保证 解 惟一 . 系统 
(25. 19) 的 广义 Hurwitz 条 件 为 
xz[Ai(z) 二 dz]<0， zdfi(z)—bfi(z)]>0, 290. (25.20) 
求 
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V = аг? +2Bry + Yy? + | сау, (z) 一 bfsCz)]dz (25.21) 
使 其 沿 系统 (25. 19) 对 t 的 全 导数 为 
ЧУ [у (а)+4х][4/, ofa] (25. 22) 
对 (25. 21) 具 体 求 导 , 并 与 (25. 22) 比 较 同 类 项 的 系数 ,得 
1 1 


к =l £ = 
0=1, а=-, В 2bd, Y= 


P, 
故 
1 


У = x a= — by): +[Тал (z) —5/»(х)]ах. 


由 条 件 (25. 20)V 为 定 正 ,由 (25. DRAT, AE £= 


0 时 变 为 零 ,而 在 z=0 上 没有 异 于 (0,0) 的 正 半 轨 线 , 故 系统 
(25. 19) 的 零 解 全 局 渐 近 稳定 的 充分 条 件 为 (25. 20) 和 


lim, [ало 一 br:(z)]dz = 十 co. 
可 证 系统 (25. 19) 零 解 全 局 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 为 
lim [LAGO + dr]sgnz [ал bfa Сю} = оо, 


(3) # +ах +904) + fl) = 0,a HERSO ERT M, 
ФС) Ж, Н Ф0) = 00) =0. 其 等 价 方程 组 为 
ї=у, 3 了 一 z 一 ay， #=—]/(х)—ф(у). (25.23) 


此 系统 的 广义 Hurwitz 条 件 为 
а>0, #020, ужо, LD>0，z#0, (25.24) 
а) Lo, 2920, y=0. (25. 25) 
设 对 应 系统 (25. 23) 的 线性 系统 为 
¿=y, ў=т—ау, ż=—br—cy. (25. 26) 
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对 线性 系统 作 二 次 型 W, 函数 ,使 其 沿 (25.26) 的 全 导数 为 ; 
Vi=—(ac—b)y’. 不 难 求 出 
V, = уфе y ++. 


wher’ = [rdet] fdz, Ey = Foigt eoa, 


对 于 非 线性 系统 (25. 23) 作 其 V 函数 为 
= a| ayar F fG)y+ [ео $ de Я 
其 沿 (25. 23) 的 导数 为 
= [а-о] 
可 证 得 ,如 果 a>0, (х) o REFIRE: РС) 2220 (290), 
—— FDSC уз#0),% 


lim [e feaz + f(z)y + [ео] 


РЕС 


系统 (25. 23) 零 解 为 全 局 渐 近 稳定 . 
变量 分 离 方法 ”研究 方程 
х +904) +802) 02) =0, (25.27) 

其 等 价 系统 为 

ї=у, у= —в(у) (=) — gly). (25. 28) 
利用 变量 分 离 法 ,寻找 形 如 

V=F(z)+@(y) 
的 V 函数 ,其 沿 系统 (25.28) 的 导数 为 
V=F (zy+® (y)[—g(y) fl) p(y)]. 
现在 要 求 V 也 具有 变量 可 分 离 的 形式 , 即 要 求 恒 满足 条 件 
F(zr)y—® (yg(y) f(z)=0. 
分 离 变量 得 
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Е'(х) _ @'(Cy)g(y) 

faz y d 
此 式 两 边 分 别 为 +,y 的 函数 ,只 有 当 两 边 都 等 于 常数 时 才 可 能 成 
立 , 令 此 常数 为 1, 由 此 得 


F(z) = Гуса, Фу) = | 


pea 
0 也 万 4， 
即 

— dy, 


У = [reoaz + | zO) 


V=—y Ро. 
故 系统 (25. 28) 零 解 全 局 渐 近 稳定 的 条 件 为 
A) хў(х)>0,х5©0,/(0)=0; 
(2) р(у) 20, y#0; 
(3) уф(у) 220, у50; 


ч) [сод оо, js 
(5) re [22 85: 
Ф 25.5.6 (ї=у, 
у= ѕіп 6, — ѕіп(60,4-2) — т sinh% +z) 
+ зїп 20, 一 sin 200,+2)], 
k= пу sin(0, +z)—az. 
(25. 29) 
此 系统 为 同步 电动 机 的 过 渡 方 程 组 . 其 中 у. {ао ЗЕ, т 
代表 工作 角 的 偏差 ,z 代表 由 于 负载 对 电动 机 影响 所 引起 的 电压 © 
偏差 , 
fE V 函数 


V=g(z)+%(y)+x(z). 
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Жш Ж (25. 29) 的 导数 
У=е'(т)у+@/ (у) (зіп б, —sin(6, +z)— = sin(6, +=) 
+[sin 26, 一 sin 2(6,+-z) ]] + (z)[ny sin(6,+-z)—az]. 
要 求 V 仅 为 = 的 函数 ,这 只 要 下 列 两 个 等 式 成 立即 可 : 
g'(z)y+g Су){вїп 8, —sin(ñ +z)+E[sin 26, —sin 2(6,+z)]) =0, 


(25.30) 
=g (у) + X (z)y=0. (25.31) 

由 (25. 31) 得 
ХС 00) ду, (25. 32) 


z y 


令 比例 常数 为 1, 推 得 
х=, Куу=уу. 
JE (у= y КАЗ (25. 30) 得 


ga) = {sn (& +2) — sin б, + t[sin 2(& +=) — sin 24, ]}dz , 
所 求 的 V 沿 (25. 29) 的 导数 为 
V=—ax’. 


易 见 , 若 >0, 则 V<0, 且 仅 在 z=0 上 变 为 零 . 
设 名 ,使 得 存在 1 二 0, 满 足 条 件 
х\вїп (6, +-z)—sin б,-+ зп 2(6,+z)—sin 26,])2>0, |z=| <! 
(25.33) 
由 条 件 (25. 33) 知 ,在 z==0 上 的 区 域 1z|<<: 之 内 , 除 原点 外 无 其 
他 平衡 点 . 故 可 断言 :如 果 之 0 且 存 在 /之 0 满足 (25. 33), 则 系 
统 (25. 29) 的 零 解 渐 近 稳定 . 
Walker( 沃 克 ) 及 Clark( 克 拉克 ) 的 积分 方法 ”考虑 非 线性 自 
治 系统 
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d'z dizi 
(а ет) =0. (25. 34) 
其 等 价 系统 为 
тү=т;, 
т;=ту, 
(25.35) 
Èn- = Tps 
ї„=—@(ху,х;,'б,х„). 
fE V 函数 的 积分 方法 其 步骤 如 下 : 
Н 
(1) Эт hi (z Erst, Tn), 
aH 
Jag CTT 2a)» 
н 
ЭТЭ =һ„—;(ху,®;,*'*әх„), 
3H 
Эт TE Te En)» 
дн 
Ета =La th, (Ti ,TI2 sn) s 
у а 
这 里 h; = Í Jz E 2 ZA Га 
ау ән 
(2) КЕН Эт Л! ， 
гу ән 
Эл, дл, ?'' (25.36) 
aV _ƏH 
Эх, д, 7"? 


凡是 待 确定 的 函数 ,满足 
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а ар, 
zi Ix: 


ЯУ ӘУ dm, | .| ӘУ dz, 
d Əx dt дх, dt 


=r: 元 十 “十 (一 gm 4 


使 9 为 负 定 或 者 负 于 定 , 来 确定 fifo fa 
(4) 用 (25. 36) 的 线 积分 来 确定 V. 
v= Ж оа,д,,04ж + | En.) de 


EEA ° дхз 


《1 


十 +; OX, 
例 25.5.7 (1) Z+ at-+@)+ f(z)=0, (25. 37) 
a 为 常数 , С) Й.С), Н pg(0)==f(0)= 二 0, 其 等 价 方 
程 组 为 
Xl 三 Xs 


= 213, 


ЕЯ ахз — (2) – f(x) BT1 ,TX2 ,TI3). 


ән, фа _ df(z) 
DIH — к, = Zaa na) = а; ЛӘ, 
Ән 

Эт; = #002003) = az; Cr) + Рб), 
22 

а 

н = zs +f Ze s22 9X3 )dx, = Zs + azx,. 
гу ан, Ф) 
©з = thi= dz, fis 

X = SH + f, = ar баа) + fD + fo 
aV ан, _ 

Эт, = а T fs = z tar: + fa, 
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@ dV _ 3V ахл, 3V dr: ‚ду dz, 
d дл dt dr dt Эл, dz 


= [a HE +. Ji + [an о а + fsla, 
c ыз dd 
= atts — az f(a) — [а PE — 27 


= dz 
+<, f, + zx f, — fs[azs + glr) + f(z))J. 
如 果 假 定 
plr) _4/(т) 
a 一 一 一 тт ашы, > 0, 


并 选取 f af (zı), fz atz» fs 0. WE 


dV aT Фб) ўба) 
d T [а = dz, ] 


是 负 半 定 的 . 


@v= Га Xeno, од» + |° Sen 0)dz; 


+P E NV Ci m 3 das 


一 P af (zi) dz +Ë [9(z2) + Рб) + a° xz, Jdz; 


+ св наь 
0 


| `r. 2 
Грас )dz, +Ë Padre + flra + z 


++ 十 arzzs 
1 


=-у\ат;+ ха)! +Ë Фил fai) +a |" fO) do. 
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如 果 假 设 >о,/ > 0, 并 且 当 x 一品 时 有 V 一 co, 则 系统 
(25. 37) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 


Åi = Tz, 
(2) 42, = 23. (25.38) 
zs 一 一 3zizs 一 2z: — бліх — zi. 
ан ja 
Ф am д8" ,Xz 25 )dx; 


= [enas 十 6z 十 3zi)dzz 
= 6zizzzs 十 2z 十 3zizz， 


一 3zizs + 2a: + 6ziz2 + zl, 


— = xs +Í Ө U; ,zz ,za)dzrs = z; + 31i 12. 
дт; 


“© дуз. блхух,хз +2? +3хїх, + fi» 


дх\ 
ду 2 2 оз 
=— = Зайл + 2z; + 6ziz2 + xz! + fes 
дх› 
у = zs +Е3лїх + fs. 
23 
® dV ӘУ dz, , ƏV ах, , 9V dr; 
dt or d gr dt or dt 
一 N + V. i — ЭЎ Griz +22, + 6212 +=) 
д2} дх; дхз 
= (62122 一 9ztzz)zs + (2z; — 182125 — 3z1)=; 
= Заа 十 zz 亡 十 zs 户 一 户 (3zizs 十 2zz 
+ 62122 Hri). 
如 果 取 


f. = (— 2r} + 18z1z; + 321), 
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fs = С 6012 + 9z1z;)> 
fs =0, 
则 


V =—3<ziz; < 0. 


e@v=[ ЗУ ал00) + |? So, Oda, 
+P ТҮ Ca zz ) dz 
= Ho 十 3zizz)2: + (= += ) +14 

是 全 平面 正定 的 V 函数 . 故 系统 (25. 38) 的 零 解 是 全 局 渐 近 稳 
定 的 . 

一 般 非 线性 自治 系统 作 V 函数 的 方法 ” 设 系统 为 

x = ХО) = (Xi, Xass Xp)", (25.39) 

其 右 端 函 数 X(x) 对 z. G = 1,…,n) 连续 可 微 , 且 X(0) = 0. 将 XX 
在 x 二 0 处 展开 ,其 Jacobi EEH Ë 


9X „„ 9X, 
az ах, 
J= |да дх, |. 
дх\ IEn 
作 关 于 XX 的 二 次 型 的 V 函数 
V=X'PX, 


其 中 了 为 对 称 的 正定 常数 矩阵 .V Wr (25. 39) 对 t 的 全 导数 为 
V=X" J P+PJ)X. 
由 于 假定 V 是 正定 的 ,为 了 决定 系统 (25. 39) 的 稳定 性 ,必须 考察 
JP 十 PJ 一 一 2. 
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Ж Q 是 正定 的 ,就 保证 了 系统 的 渐 近 稳定 性 . 
例 25.5.8 хү=—ху, = T: zj. 
R 此 系统 的 Jacobi 矩阵 为 
一 ! 0 
I3 | 1 一 1 一 3z 
ЕУ=Х'Х=х}+(х,—х,—х})*,Р=1,+Ж 
V=XTCJT 十 JDX， 
一 2 1 
J | i sl 
AFJ +J 对 所 有 的 x40 是 负 定 的 ,所 以 x=0 是 渐 近 稳定 的 . 此 
外 , 当 上 x 一 co 时 V>oo, 所 以 系统 的 零 解 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 
能 量度 量 算法 ”对 有 广义 能 量 函数 的 系统 , Wall( 沃 尔 ) 的 能 
量度 量 算法 求 V 函数 的 过 程 归 纳 为 下 面 6 个 步骤 : 
(1) 将 所 研究 的 系统 写成 一 阶 联 立 微分 方程 组 
Li=F(x), i=l e,n, (25. 40) 
HP x 一 (ziyzz，…yzo). 
(2) 将 方程 组 写成 如 下 形式 
dz: _Fi(x) 
dz; F;(x)’ 
共有 于 nn 一 D) 个 方程 
(3) 再 将 以 上 方程 组 写成 
Е,(х)йх,=Е(х)алу, i<j. (25.42) 
(4) 用 适当 的 代 换 及 加 法 ,将 (25. 42) 化 为 
w=w (х) ах 十 … 十 zw(x)dz 一 0， 
这 里 的 w (х), ш, (x) H (25.42) rH dz, 前 面 的 系数 所 
决定 . 


G) Уб) = Pose + ws.) dn 
: ; 


i<j, (25. 41) 
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+: с ж,б, ,т„)@т,„. 
(6) 算出 V(x) 沿 系统 (25. 40) 的 全 导数 


ЗУ re 4. gp (х), 
дт, х, 


由 所 得 的 V(x) 和 V(x) ,再 利用 稳定 性 的 有 关 定 理 , 可 以 得 出 系统 
零 解 稳定 性 的 结论 . 


Stewart( 斯 图 尔 特 ) 算 子 变 换 方法 ”此 方法 是 将 上 述 能 量度 
量 算法 的 步骤 用 矩阵 式 子 表 示 出 来 . 以 三 阶 方程 组 为 例 说 明 . 


(1) (2 =Е, (х), 
+= F,(x), (25. 43) 
а= Е, (х). 
(2) dz, Е, атг Е. dz Е 
dz, F, dz, F, dz, Е, 
(3) (—F,dz, +F,dz; =0, (25. 44а) 
| +Е, х; =0, (25. 44b) 
—F,dz,+ F,dz, =0. (25. 44c) 
(4) 将 式 (25. 44а) 一 式 (25. 44c) ,可 以 写成 
一 Fedz Ех 0 1 
(1,1,1)| 一 Pidzi 0 Fidzs |+ 
0 —F,dxz, Fdzi) (1 
即 
0 11 
(FF,,F)|—1 0 1 


dx, 
ах, | =0. 
dr; 


== 0 
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Е, „ез k: =g 


Е= |Е, |, Т= |1 0 1j, dx= | dz: |, 


F, el 0 
上 式 即 为 


FTTTdx 一 wTdx 一 0， мт (х) = Go (х), woCx))， 


所 以 
»=ТЕ. 


(25.45) 


(5) V = P ил (т\,0,0)дт + а ‚04е 
i 5 


+ аса ,rs )drs ， 
定义 一 个 特殊 的 积分 运算 
100] = [К ‚ээли ә0,+#,0)йгу, 


则 将 VCx) 写成 
V(x) = hw + hw: + hw 
或 者 ,用 和 矩阵 形式 写成 
1 


L, 


V(x) = Г», 1= 


3025. 45) 代入 ,得 
V(x) = ГТЕ. 
ду 


(6) V(x) =, на, Vja X, 
2 3 


定义 一 个 偏 微 分 运算 D 


р,[лсх)]=?Ё®? 


дх, 


则 上 式 可 写成 
Уо) = (ID, +i D: ++, Di) V(x), 


(25.46) 


(25. 47) 


(25. 48) 
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或 者 ,其 矩阵 形式 为 


У(у= ру, D= 


р, 

D, 

将 (25. 43),(25.47) 代 入 ,得 
Vx) = Е"РГТЕ. 


总 结 如 下 :如 果 n 阶 系统 为 


Fi(x) 
F=| į |, 
F,(x) 
则 
у(х) = ПТЕ, VCr) 一 FTDITTF， 
其 中 
0 —1 —1 = —1 
= ЕЧ" 
1 1 ol 0 


I 是 由 (25.46) 所 定义 的 特殊 的 积分 算 子 向 量 ,D 是 由 (25. 48) 所 
定义 的 微分 算 子 向 量 . 

如 果 上 述 的 第 4 步骤 ,将 (25. 44) 中 的 а (x) X (1) 十 az (x) X 
(2) +аз (х) X(3)( 这 里 ai ,az ,as 为 ri ,zzvzs 的 函数 ) ,可 以 写成 


一 F:dzl F,dx; 0 1 
(а, saz yas ) | —F,dzx, 0 F,dz,| |1|=0, 
0 —F,dz, F,dz,] (1 
即 
0 a a) (ах 
(Е,,Е,,Е,) | —a, 0 -| = =o (25. 49) 
一 az —а; 0) (ахз 
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0 —а ~a: 
Т” = |а 0 —а;|, 
а; аз 0 


(25. 49) 写 成 
Е"Т`74х=0, # w=T`F. 
(25. 49) 称 为 加 权 公 式 . 
例 25.5.9 下 面 用 能 量度 量 算法 和 Stewart 算 子 变换 方法 求 
V 函数 ,考虑 方程 


定 十 (1 十 过 ) 交 十 之 十 并 一 0. (25.50) 
(1) 将 方程 (25. 50) 写 成 下 面 的 方程 组 
È=, 2;=ла, їз Iy 23-25-01. 《25.51) 
(2) 由 (25. 51) 得 
E зы а ета: 0251527 
ал 22 


ахз — (rix: +z: +r: +r) 
(3) 再 将 (25. 52) 写 成 


туфху—т;фх;=0, (25. 53а) 

z; dz; аз Баз +r: а) ах: =0, (25. 53b) 

xz; dz; + (z; z; Hr; +r: +z. dr, =0. (25. 53с) 
由 方程 (25. 53a) 得 zsdzi 一 zzdzs, 代 人 方程 (25. 53c) ,得 

mz dz; +(x} =) х, + (z, +z )dz, =0. (25.53d) 


H (25. 53b) + (25. 53d) 得 
(2 +з) +052, +22, +z +4 +2 Jdr 十 (zz 十 zs)dzs 一 0. 
(4) 因此 ， 
w =x + x; u = ziz, +2rz,+ zi zz; ,Ww3 = Ha. 


фу = ff ndn +f? C 2e + yan +f? tdn 
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= He +r) +i +z)’ ++. 


(6) V =— 2222. 
系统 是 全 局 稳定 的 . 

下 面 用 算 子 变换 方法 求 V 函数 . 

()У=Г[ГТЕ 
0 一 1 一 1 
1 0 一 1 
1 1 0 


x 
= (1,1,1) Ta 
一 (到 十 1)m в д 


=G а +n), 


V = mrd — 25, 
虽然 V 是 正定 的 ,但 要 V 是 负 的 , 仅 当 хут, >0. 这 就 比 Wall 方法 
增加 了 限制 223220. 
(2) 车 取 为 加 权 公式 T* ， 
0 一 (22 十 1) —1 
Т` 一 | (а= +1) 0 十 
1 1 0 


给 出 
VSIT Е=- (т zr) ++ rais 


V= 一 (zzzs)2， 

这 就 与 Wall 所 得 的 结果 一 致 . 

变量 -梯度 法 ”变量 -梯度 法 建立 在 这 样 的 基础 上 :如 果 存 在 
着 特殊 的 V 函数 ,因而 能 证 明 给 定 系统 的 稳定 性 , 则 这 个 V 函数 
的 单 值 梯度 也 是 存在 的 . 设 系统 为 

文 一 了 (tx). 
设 要 求 的 V 函数 为 x й EAR 
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V(x)=V(z s225, En)» 


V 对 z 的 全 导数 为 
aV dz: ， .daVdr， /9V _ ауу, т 
ГЕР ТЕД Tax, de (т? а) +£.) 


=gradV * x=ó* x, (25.54) 
其 中 ó=grad V 是 函数 V 的 梯度 ,是 个 nn 维 行 向 量 .V 可 由 grad V 
沿 向 量 x 的 线 积分 计算 求 得 , 即 


VE [г ‚ dx. 
积分 的 简单 路 线 由 下 式 给 出 
V= j 8\(т\,0,+,0)4г, + |а ‚,0,+°,0)йт + += 


+a stts za Ta) dTs (25. 55) 
ç 


其 中 ó, G= 1, ,n) E ё =, 指向 的 分 量 . V JE Sk Bb Ж.Н 
梯度 的 旋 度 必定 等 于 零 ,于 是 有 rot 6 一 rot(gradV) 一 0, 旋 度 方程 
可 写成 
s 9б, iJ=1,2,- n, (25.56) 
这 样 的 方程 总 数 为 a(n 一 1)/2 个 ,于 是 确定 满足 稳定 性 定理 的 V 
函数 问题 ,转化 为 确定 V 函数 的 梯度 9 ,使 得 rot6=0, 计 算 V 5 
数 的 步骤 如 下 : 
(1) 取 6 为 下 列 形式 的 向 量 
anI Hart H H anTn 
гас 十 azzzz 十 … 十 aznTn 
an Lı Hante Het +HannTn 
系数 a; 可 以 是 常数 或 是 t 的 函数 和 (或 )zi z ,zx, WIR а, 
选择 为 常数 或 1 的 函数 是 方便 的 . 有 些 a; 可 以 选取 为 零 ,或 者 加 
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给 V 的 约束 条 件 ,或 者 由 旋 度 方程 来 确定 ; 
(2) 由 (25. 54) 确 定 V; 
(3) 限制 V 为 定 号 的 或 至 少 是 常 号 的 ; 
(4) 应 用 旋 度 方程 (25. 56) 确 定 6 中 尚未 确定 的 系数 ; 
(5) 根据 (4) 所 得 的 结果 可 能 改变 V ,重新 校 核 V; 
(6) 利用 积分 公式 (25. 55) 确 定 V; 
(7) 确定 渐 近 稳定 性 的 范围 . 
例 25.5. 10 利用 变量 -梯度 法 作 系统 
= 二 一 TZ1 十 27?X:， =T: 
的 V 函数 . 
解 设 6=grad У=(ацхту-Еаьт;,ааху-Е2т;), 
V=6 + += (апл Фазл), (азл +223): 
= —апхі – (а. Бац)х12. T2anzlz; ?азәліл5 —2л. 
试探 地 选取 ai 一 1， а= а 一 0, 则 
У=—{(1—2лулх;)—2л}. 
ШЖ 1—22,2,220, ШУ E fi E , f 
ë= (rx, ,2<x:;). 
注意 到 ?4 — o 是 满足 旋 度 方程 的 
v= ndn + [йвз а, 


Ж ал, < + WV 正定 必 负 定 . 所 以 系统 是 渐 近 稳定 的 . 
2 7 -4 A дї 
а-а2)' O Asna? (nx) 


WV = 一 2z — 2r ,在 整个 rr 平面 上 是 负 定 的 . 而 
ô 2x, ЕЯ 
(1 一 zizz) (1—22) 


若 取 an 


3 
Ti 
1 一 zizz)2 +22), 
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ад Biziz ад, 
9z; (1 一 zzzs)3 Әдл, 


满足 旋 度 方程 . 所 以 V 为 


Я x 3 
_ fa 2 хі 
V= f 2ridr, +[ [а= “жай + 2% |а 


= +z; 
1—<x x; 
在 1 一 rizz>0 范围 内 ,V 是 正定 的 .所 以 系统 在 zz, <1 范围 内 ， 
零 解 是 渐 近 稳定 的 . 


这 例 说 明 V 函数 不 是 惟一 的 . 第 二 个 解法 中 ,V 函数 导出 较 
好 的 稳定 性 条 件 . 


25.6 周期 解 和 极限 环 


定义 25.6.1 方程 组 


dz_ dy_ 
q  X(z,y), q =Ү(=,у) (25. 57) 


满足 z(t 十 T) = 二 z(t) ,y(t 十 T) 二 y(z) 的 解 称 为 具有 周期 的 周期 
解 (periodic solutions). 

周期 解 在 相 平面 上 所 对 应 的 轨 线 是 闭 曲 线 . 反 过 来 , 闭 轨 线 对 
应 于 不 是 常数 解 的 周期 解 . 

定义 25.6.2 方程 组 (25. 57) 的 孤立 周期 解 ,在 相 平面 上 称 
它 为 方程 组 的 极限 环 (limit cycle). 

当 极 限 环 邻 近 的 轨 线 均 正 向 ( 即 :~ 十 co 时 ) 趋 近 于 它 时 , 称 
极限 环 是 稳定 的 . 如 果 邻 近 的 轨 线 是 负 向 ( 即 :一 一 co) 趋 近 于 它 
时 , 则 称 极限 环 是 不 稳定 的 . 当 极限 环 一 侧 的 轨 线 正 向 趋 近 于 它 ， 
而 另 一 侧 的 轨 线 负 向 趋 近 于 它 ,此 时 称 极 限 环 是 半 稳 定 的 . 

Ж 25.6.3 设 自治 系统 (25. 57) 右 端 函 数 X,Y 在 相 平面 
的 某 个 域 G 内 有 一 阶 连续 偏 导数 . 如 果 域 G 内 存在 有 界 的 环形 闭 
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ҖЮ,{Е D 内 不 含有 系统 (25.57) 的 奇 点 .系统 (25.57) 的 解 х= 
200) у= уб) 098 D 的 点 , 当 >t (sË :二 io) 时 不 离开 该 域 , 则 
解 或 者 本 身 是 一 个 周期 解 ( 闭 轨 线 ) ,或 者 它 按 正 向 (或 负 向 ) 趋 近 
于 DD 内 的 某 一 周期 解 ( 闭 轨 线 ). 

定理 25. 6.4 ”如 果 在 域 G 内 存在 单 连通 域 D' E D 内 方 


程 组 (25. заи TERES, Ht р" 内 的 任何 子 域 


上 不 恒 等 于 零 , 则 方程 组 (25. 57) 在 域 D' 内 不 存在 任何 周期 解 ， 
更 不 存在 任何 极限 环 . 
定理 25.6.5 Liénard( 李 纳 ) 方 程 
£r+Íf(w=,+);+g(=z=)=0 
或 其 等 价 方程 组 
+=y, y=—f(x,y)y—g(z), 
其 中 f,g 是 连续 的 ,在 满足 下 列 条 件 时 ， 
此 方程 至 少 有 一 个 周期 解 : 
(1) 存在 一 正 数 a 之 0, 使 得 f(x,y)>0 щу Fy >a; 
(2) f(0,0) 二 0( 因 此 f(z,y) 二 0 在 原点 邻 域内 ); 
(3) g(0) = 0,g(z=) > 0(z= > 0) Ж glr) < 0(х< 0); 


(4) Ga) = [К dirot ro. 
; 


定理 25.6.6 ”中 心 存在 定理 JE x+ f(z)i4+g(z)=0 
REHEMA = y, = 一 f(z)y 一 g(x). 当 在 原点 的 某 邻 域内 
和 g 是 连续 的 , 且 满 足下 列 条 件 : 

(1) f(z) 是 奇 函 数 , 且 在 zx 之 0 的 半 平 面 保持 一 个 号 ; 

(2) р(х) >0(z > 0), B g(r) 是 奇 函 数 (g(0) = 0); 


(3) gG) >a f(z) F(z) 2220), Ж F(z) = К du, E 


а>]. | 
则 原点 是 系统 的 中 心 . 
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定理 25.6.7 ”极限 环 存 在 定理 ”方程 z+ f(z)i+g(z)= 
0 有 惟一 的 周期 解 ,如 果 SA к 是 连续 的 , 且 满 足下 列 条 件 : 

Q) F(z) = КО? 是 奇 函 数 ; 

(2) F(z) 仅 在 z=0,z=a,z== 一 a (а>20) AR; 

(3) 对 zx>a,F(z) 单 调 地 趋 于 co , 当 z-~co; 

(4) gE KH, H g(z) 之 0 (220). 

AERUS SOERA I 2220 有 f(0)<0 H f(z)>>0.) 
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主要 介绍 二 阶 非 线性 自治 系统 的 一 些 有 效 近似 方法 . 


26.1 图 解法 


图 解法 是 定性 方法 , 它 不 提供 解 , 仅 说 明 解 的 一 些 性 质 , 但 对 
数值 解 在 两 方面 是 有 用 处 的 :(1) 它 揭露 方程 解 的 特性 ,可 指出 对 
某 些 参数 的 限制 , 避免 过 量 的 计算 ; (2) 对 求 出 的 数值 解 进行 
检验 . 

图 解法 基本 上 是 一 种 逐步 作 图 法 . 

等 倾 线 (isocline) 法 ”用 在 一 阶 微分 方程 


d 
=f(z,»). (26. 1) 


令 
f(z,y)=m, 
m 为 常数 . 此 方程 称 为 等 倾 线 方程 . 它 所 代表 的 曲线 族 称 为 方程 
(26. 1) 的 等 倾 线 . 
作 图 步 又 : 


(1) нана Ева ЕЕ п 的 短线 . 


给 出 m 的 不 同 数值 ,得 到 由 方程 (26. 1) 所 确定 的 方向 场 ; 

(2) 根据 已 给 的 初始 条 件 (ze,yo) ,从 这 点 出 发 画 出 所 要 求 的 
解 的 曲线 ,使 曲线 与 等 倾 线 相 交 时 ,其 斜率 与 方向 场 在 该 点 的 方向 
一 致 
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等 倾 线 分 布 较 密 时 , 画 出 的 积分 曲线 较 准 确 . 

例 26.1.1 Ег ИУ (0,0), (1,0),(—1,0)0 
近似 积分 曲线 . 

E {ЕЩ уг +y =m, i ° +y =m 方向 场 与 近似 积 
分 曲线 ,如 图 26. 1 所 示 . 

相 平 面 (phase plane) 法 
这 方法 只 适用 于 二 阶 方程 . 设 
二 阶 方程 为 

ž = f(x,i). (26.2) 
作 变 换 z = y, 将 原 方程 化 成 方 
程 组 


2 = у, 


(26.3) 
у= /(х›у). 


以 xz,y 为 直角 坐标 的 平面 称 为 
相 平 面 , 相 平 面 上 的 点 (x,y) (或 
(z, i) 称 为 相 点 . 由 方程 组 26.1 
(26.3) 消去 上 得 


ау _ f(z,y) 
dz ў" 


这 方程 称 为 相 轨 线 方 程 , 它 的 积分 曲线 称 为 方程 (26. 3) 的 相 轨 线 
(trajectories). 由 一 族 相 轨 线 所 组 成 的 图 象 , 称 为 相 平面 图 (phase 
diagram). Ж (х,у) (BË (> , +) ) 沿 解 曲 线 的 运动 方向 如 下 确定 :y 
在 上 半 平 面 (之 > 0) 是 增加 的 ,在 下 半 平 面 (之 < 0) 是 减 小 的 . 作 相 
轨 线 的 图 解法 就 是 等 倾 线 法 . 


例 26.1.2 fE sin z 一 0 起 始点 为 A( 一 x,0),B( 一 子 '0) 的 


相 轨 线 . 
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W “= у,у =— sin z. 相 轨 线 方程 为 


dy __ sinz 
dr у ` 
等 倾 线 方程 为 
а. 或 y=- 12, т 5 0. 


щт = 0 Н, зіп z = 0, x =+ nx(n = 0,1,2---). И 26. 2. 


A 等 倾 线 


图 26.2 
一 般 的 自治 方程 组 为 
S= бауу), 时 = (лу). (26. 4) 


d 
消去 +, 得 相 轨 线 方程 


dy _ (х,у) 
dr (х,у) 


当 4 增加 时 , 相 点 (z,y) 沿 解 曲 线 运动 的 方向 由 (26.4) 的 学, dy 
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жах жх (EY + (92) |. 
由 相 平面 z- + 图 求 z-t 图 形 的 图 解法 ”对 于 小 增 量 Ar 和 
A4, 其 平均 速度 ,一 多 ,因此 时 间 增 量 


- 
О Atas Atc Atco 4 


(a) x-i FE HAER (b) x 时 间 解 x(1) 与 :的 关系 图 
26.3 


图 26.3(a) 表示 xz- 之 平面 上 的 一 条 相 轨 线 . 表示 点 通过 位 移 
增 量 Aro 所 需要 的 时 间 增 量 Atw = 224, Ara 可 以 量 出 ,在 
АВ 


KE 0 < 2 < Atas 的 平均 值 zas 可 以 估计 出 来 . 根据 (Atas ,za + 
Ат») ME zt 平面 上 . 重复 这 个 过 程 ,得 到 z = x(t) 的 近似 
图 形 . 

这 方法 的 准确 性 很 显然 地 对 增 量 Az 是 敏感 的 . 

Liénard 方法 ”处理 特殊 类 型 方程 的 作 图 法 . 

十 f(z) 十 z=0， 
阻尼 项 是 速度 之 的 非 线 性 函数 ,弹性 恢复 力 是 位 移 z 的 线性 函数 . 
Si = y, 方 程 化 为 
ї = у, у =— [r+ f(y)]. 
相 轨 线 方程 为 
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dy __z+ f(y) 
dz y 


设 在 相 平面 的 起 始点 为 Polt ,yo), 作 图 步骤 ( 见 图 26. 4): 

(1) 作曲 线 z = 一 f(y); 

(2) 由 起 始点 P, (zo ,yo) 画 一 条 与 z 轴 平 行 的 直线 , 交 т = 
一 f(y) 于 QQ 点 ; 

G) 过 Q 点 作 垂 线 交 z WFR 点 ; 


(4) 联 RP。, 易 证 得 直线 RP。 KERI y A Po 


的 相 轨 线 与 КР, 垂直 . 画 一 小 线段 P.P, | RP。, 作 为 相 轨 线 的 
近似 ; 
(5) МР, 点 开始 ,重复 (2) ~ (4) 的 过 程 . 


图 26.4 Liénard 作 图 法 


例 26.1.3 А Liénard ЕЖЕ +o) +< = 0, g) = 
© 一 之 的 相 轨 线 图 
й ”把 方程 化 为 方程 组 
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相 轨 线 方程 为 


26.5 ++ @(2) + z = 0 相 轨 线 图 


线性 化 方法 ”对 于 非 线性 系统 
+ = Р(х,у), у = ©(=х,у). 

可 能 有 多 于 一 个 的 奇 点 (平衡 点 ); 用 线性 近似 在 z-y 平面 上 得 到 
每 个 奇 点 附近 的 解 曲线 及 奇 点 的 性 质 ; 然 后 根据 这 些 奇 点 附近 的 
解 曲线 ,勾画 出 解 曲线 的 完整 图 形 . 

当 线 性 近似 方程 组 奇 点 不 是 中 心 时 , 非 线 性 方程 组 奇 点 的 类 
型 和 稳定 性 与 线性 近似 方程 组 是 一 致 的 ;对 于 中 心 , 非 线 性 系统 奇 
点 可 能 是 中 心 或 焦点 . 但 对 于 系统 

区 一 f(z) 或 z=y， j sa 

( 即 保守 系统 ) 其 奇 点 类 型 和 性 质 与 线性 近似 方程 组 完全 相同 . 

作 图 步骤 : 

(1) 求 出 系统 的 奇 点 ,即使 PCz,y) = 0,Q(z,y) = 0 的 点 . 

(2) 在 每 个 奇 点 的 邻 域 内 将 P,Q 展开 为 Taylor 级 数 ,忽略 二 
阶 及 高 阶 项 ,得 线性 近似 方程 组 ,例如 在 奇 点 PuCzo,ye) 有 

їі = а(х—10) +bly— у), ў = с(х—х)+а4(у— уо), 
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其 中 
ӘР b ӘР 
дх | p, И ду 


_aQ 


Eu 
P, дх 


| 
э ду Po 

(3) 判定 奇 点 类 型 . 在 每 个 奇 点 附近 画 出 局 部 的 解 曲线 ;在 鞍 
点 附近 画 出 两 条 渐 近 线 , 并 确定 分 界线 (separatrix). 

(4) 勾画 全 部 解 曲 线 . 

例 26.1.4 确定 之 十 z 一 0.25z? = 0 的 奇 点 及 其 性 质 ,并 在 
相 平 面 上 描绘 解 曲线 族 . 

解 г = yý = 0.25x? 一 zx. 系统 的 奇 点 为 (0,0),(4,0). 在 
(0,0) 点 :线性 近似 方程 组 为 


GaG а= (2 o) 


4 的 特征 根 为 + i, 故 奇 点 (0,0) 为 中 心 ,但 系统 系 保守 系统 , 故 


Q 


1 
(0,0) 亦 为 中 心 .在 (4,0) 点 :4 二 Ë 人 ) ANRA DELA 


1 


奇 点 (4,0) жш. илине. (1) .[ ) пж 


А=1 ==] А, 
(4,0) 附近 解 曲线 族 的 渐 近 方向 . 为 确定 分 界线 ,由 相 轨 线 方程 


dy _ 0.25х*—х 
dr y 
解 得 
. 3 


у^ = а +c. 


在 相 平面 上 最 大 的 闭 曲 线 过 (4,0), 取 它 为 初 值 ,得 曲线 方程 为 
= Zett 或 6l +y) r = 32. 

初 值 位 于 此 曲线 圈 内 的 运动 是 振荡 , 初 值 位 于 此 曲线 圈 外 的 是 不 

稳定 运动 , 故 称 此 曲线 为 分 界线 ( 见 图 26. 6). 
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26.2 E 


摄 动 法 (perturbation method) 是 求 微分 方程 带 有 小 的 非 线 性 
项 的 有 效 近 似 解法 之 一 . 把 解 展开 为 无 量 纲 的 小 参数 的 寡 级 数 求 
近似 的 周期 解 . 根据 渐 近 展开 的 经 验 , 只 要 参数 适当 地 小 ,通常 只 
取 一 两 项 就 足够 了 . 

符号 “0”,“o” 已 给 两 个 函数 f(s),g(e) ,如 果 当 e 一 0 时 ， 


Де) | 是 有 界 的 , 则 记 / = Оса); Ime он, ES 一 0, 则 记 


f = o(g). 

函数 序列 {p,(s)} 称 为 当 s 一 0 的 渐 近 序列 (asymptotic 
sequence) , ШЖ У e — 0,9, = o(g@,) 对 每 个 n 宇 0 成 立 . 

最 简单 的 例子 :p,(e) = є". 

f(x,e) 为 工 的 函数 ,含有 参数 e, 由 级 数 


N 
Xe, (e) fala), e — 0 


近似 ,因此 
` 635 • 


flz;e) = Xe. f. + обуу), є» 0. 


这 个 表示 式 称 为 函数 f(x;e) 当 e 一 0 时 关于 渐 近 序列 {po,(e)} 的 
NN 十 1 项 渐 近 近似 (asymptotic approximation). 

D 如 果 这 个 表示 式 对 每 个 N > 0 都 成 立 , 则 称 它 为 fO ie) 
Ще 0 的 一 个 渐 近 展开 (asymptotic expansion). 

(2) 如 果 上 述 表示 式 对 所 有 的 z 是 一 致 成 立 的 , 则 称 为 一 致 有 
效 的 (uniformly valid) ;否则 称 为 不 一 致 有 效 的 . 

СЗ) 收敛 的 级 数 展开 总 是 渐 近 的 ,但 反之 不 然 . 渐 近 级 数 展开 
不 必 是 收敛 的 ,实际 上 ,它们 通常 是 发 散 的 . 在 渐 近 展开 中 不 需要 
无 穷 级 数 , 当 e 足 够 小 时 ,只 要 渐 近 展开 的 前 几 项 . 

Poincaré ÈW) 直接 展开 DE 

®+ра) ++ 1900) +er(t)Jr = 0, 
初始 条 件 
Z(0) =a, 2(0) = Б, 
其 中 * 为 小 参数 . 设 方程 的 解 可 用 展开 式 
х(ї,&) = To (t) + eri(t) HEr) H ee (26. 5) 

表示 . 其 中 zx,(t) 是 待定 的 可 导 函 数 ,由 已 给 初始 条 件 得 
(0) 一 a，z(0) =b, Ж х„(0) = 0, z,(0) = 0, nl. 
将 展开 式 代 人 方程 
С Teri +) РОС Heti +) HO +er(0](z Her +) = 0, 
KS WAKKERE 0,482 EH 

O): žo + рО) io q(t)ro = 0, 

Ole): 2, HP) z+ qr =—r(t)zo, 

Ое); 2, + рб) Ф, +q(tDz, =—т(%)л\, 


与 相应 的 初始 条 件 ,方程 可 逐次 地 求解 . 展开 式 (26. 5) 可 展 至 所 
要 求 的 项 数 . 
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Lindstidl( 林 斯 泰 特 )-Poincare 方法 具有 弱 非 线性 项 的 振动 
方程 

ï +r=ef(r, i), (26. 6) 
є 是 小 参数 . 非 线 性 方程 周期 解 的 频率 o 一 般 地 说 是 参数 e 的 函 
Ж. 为 使 频率 o 显示 出 来 ,引入 变换 r= ot, Е o е 未 定 的 函 
数 . 经 此 变换 ,方程 化 为 


(26.7) 


, 
wx r=ef(r,wr’), = = 


设 解 x(r,e) 和 频率 o 都 展开 为 e 的 级 数 
zlte) =x (r) +ez (т) Бех, (т) °, 
w(E) 一 1 十 ewl Tew, 
其 中 zi(r) 是 待定 函数 ,w 是 待定 常数 . 将 它们 代入 (26. 7) ,给 出 
(1+ew 十 …)2(zo deze) + (zo Her +e) 
一 ef[zo 十 sri,…, (1 十 eu 十 …)(zo 十 sz +). 
令 方程 左右 两 端 e 同 次 赛 的 系数 相等 ,得 
OE): r +r =0, 


OE): mtr 20 zo + f(zmo zo”), 


Сх 
dr ` 


第 一 个 方程 的 通 解 为 
то==асоѕ 0, 0=т+ 9. 

将 其 代入 第 二 个 方程 

xı” +r, = 20а cos 0+ fla cos 0,—a sin 0). (26.8) 
如 果 方 程 的 右 端 含 有 cos 9 或 sin 0 项 , 特 解 中 将 含有 型 如 r cos 0, 
r sin 0 的 项 , 解 将 不 是 周期 的 ,而 且 当 r 增 大 时 ,好 是 无 界 的 ,x 将 
不 是 x 的 小 修正 项 .Tt cos 0,r sin 0 Ж т" соз Ө,т” sin 9 这 种 类 型 的 
项 称 为 长 期 项 或 永年 项 (secular terms). 为 消去 长 期 项 适当 地 选择 a 


和 оз. 为 此 将 f(a соз 6, —a sin 0) 展 成 Fourier 级 数 如 下 : 
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fla cos @,—а sin 0) = А, + УМА, (a)cos n0+B,(a)sin n 0], 


2 
其 中 
A,(a) = 二 | касов 0, 一 asin 0)cos п 040, 


В„(а) = iN flacos 0. — asin 0)sin п 040. 


将 它们 代入 (26. 8) 并 消去 cos 9 或 sin 9 项 ,给 出 的 条 件 为 
2%а+А, (а) =0, В, (а) =0. 
由 这 组 方程 确定 和 w,. 由 此 准确 到 O(e) 的 最 低 阶 的 近似 解 为 


20.6) =асоз| (1—2. А,0а))е+е) 


例 26.2.1 Ж Duffing( 达 芬 ) 方 程 蔗 十 z= 一 szs 满足 
х(0)=А, 2(0)=0 
的 解 . 
解 ” 作 变换 rz 一 of ,方程 化 为 
«л Бле 61%, z(0)=A, x'"(0)=0. 
设 解 z(r,e) #l о RFRA 
z(tz,e)=z (z) Кету (T) +H, 
wle) = 1+ +, 


有 关 的 初始 条 件 为 :zeo(0) 一 A,zo' (0) =0 M 2; (0)=0, x; (0) 


00221). ЖА Duffing 方程 ,给 出 
(Беш H)? (z 十 ez1 He) H Cr Her He) 
= —(22 4362511 +). 


令 两 端 e AKERE ,得 
O): xo"+zo=0, 
O): m” Hr 20 —2w ao". 
Обе): r” +r: =— 3t zi — 2a r” (а tH 2w) z, 
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由 第 一 个 方程 ,有 z, = Acos т. Ж xo 代入 第 二 个 方程 ,经 整理 后 为 


G= 3 
ZX1 +z = (FPA + 2o A)cos r— cos 3т, 


为 消去 永年 项 , 令 
Siy Шш АЕ УТ 
тА +20 А=0, а= + ЗА я 
因此 方程 成 为 
м" = -4 Acos бе; 
特 解 为 


3 
z, ZA соз r+cos 3r). 


32 
将 zo。,z! 代入 第 三 个 方程 式 有 


"trn = [21 A 24 4; к AS 20 
x + =(ү А +2e,A jcos z 十 1284 cos 3T 1254 cos 5r. 


消去 永年 项 , 选 m 一 一 总 5 4: ,第 三 个 方程 成 为 
x2 二 zs = SA cos 3r— 2 соз 5т, 
求 得 解 为 
snt 
2 1024 


因此 原 方程 的 渐 近 解 为 


х(1ї,є) = Асоѕ wt—e ЯА (cos wt—cos 301) 


2 А? (23соѕ r 一 24cos 3r 十 cos 5r). 


+ë ga^ 230s аи —24соз Зан + соз бор) +O), 


(1+9 

EX 26.2.2 将 非 线性 方程 (26.7) 的 解 zx(t,e) 看 成 是 多 个 

自 变 量 (多 个 不 同 单位 的 时 间 变量 ) 的 函数 ,其 展开 式 也 是 多 个 自 
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2. 21 ie +... 
A’e zA E + 


变量 ,这 方法 称 为 多 重 时 间 尺 度 法 (multiple timescales method). 
根据 引进 的 一 些 新 变量 
T.,=e"t, 7 一 0,1,2…， (26.9) 
这 里 T,.1 总 是 比 T, 慢 , 并 假设 这 些 T, 是 独立 的 . 因此 对 1 的 导 
数 变 成 对 T, 的 偏 导数 的 展开 式 , 即 
а ат 9 ,dT ә ат, ә 


аа эта эт әт" 
=D, +D, +e р, 十 …， (26.10) 
Я 

9 = 0+2, 二 e (Di 十 2DoD;) 十 …， 


其 中 D, = F (n=0,1,2,--.). 故此 法 也 称 为 导数 展开 方法 (de- 


rivative expansion method). 
设 方程 的 解 x(t,s) 可 展开 为 
Z(tyE) 一 Zo(Toy Ti,Tz,…) 十 ezi(To,Ti Tzs) te. 
(26.11) 
展开 式 中 所 需 的 独立 时 间 尺 度 变量 的 个 数 ,取决 于 需要 求 到 
娜 一 阶 近似 解 . 如 近似 展开 式 要 算 到 OCe° ), 则 只 需 独立 时 间 变 量 
ToT ,如 需 算 到 O(e ) ,需要 T, TTo. 
将 式 (26. 10) , 式 (26.11) 代 入 式 (26. 6) , 令 方程 两 端 es 的 同 次 
ЖЕН) Ж ЖОШ Р. 1+ 
O(e°); Dizo 十 z 一 0， 
Ole); Dixi +z, =— 2D, D; To + f (£o , Do£o )» 
Ole"): Diz, +z,=F(z Tl 620,1), п22. 
各 方程 的 解 中 含有 待定 的 任意 函数 ,它们 也 是 To ,Ti ,… 的 函数 ， 
由 高 阶 近似 解 中 消去 永年 项 的 条 件 加 以 确定 . 
仍 以 Duffing 方程 为 例 , 将 式 (26. 10), 式 (26. 11) 代 入 = +r= 
一 ex’ ,得 
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(Di 十 1 十 2eD.D, 十 …)(zo 十 sz 十 …) 一 一 ECzo 十 Erl +++). 
令 两 边 e 的 同 次 宕 的 系数 相等 ,得 
O(e°):(Di+1)z,=0, 
Ole): (Di 十 1)z =—2D,D,zo — z}, 
Осе): (Рр: +1) х = – (05 +2р,р,) хь —2D, D zi 3х, 


由 第 一 个 方程 ,有 х,= Асоѕ(Т, +9), A,9 为 T，,T,,… 的 待 
定 函 数 . 将 xz。 代入 第 二 个 方程 ,得 


д. A а 3 
(Di+Dzr=2 MinT +o + (2А А?) оТ, +) 


— Acos ЗСТ, +o). 


为 消去 永年 项 , 令 
дА o дФ _ 3 
әт" ӘТ, 8 


A 5 T, 无关, 所 以 
A 一 常数 a， 9 一 号 42Ti 十 常数 ， 
这 里 的 “常数 ?一般 地 讲 是 更 高 阶 的 慢 变量 T ,7T: ,… 的 函数 . 若 对 
解 只 要 求 准确 至 O(e) ,与 T, T: ,… 无 关 . 解 的 展开 表示 为 
те =асоз + [ater Ж) 


+e pe соз(+-а'а+Ж)+О‹'). 
Крылов-Воголыбов 方法 (KB 法) ”车 只 要 求 一 阶 近 似 解 
(O(e)), 本 方法 是 比较 方便 的 . Ú, Z oor = f(x, z )2 Я 
方法 . 
4 є=0 时 ,是 线性 方程 ,其 解 为 
一 Acos(wot 十 0) ， 
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其 中 A,9 为 任意 常数 . 解 对 1 的 导数 为 二 一 Awosin(wot 十 0). 
 єз&0 且 很 小 时 , 设 解 及 其 对 1 的 导数 仍 为 上 述 形式 ,但 А, 
为 上 的 待定 缓 变 函 数 ， 
х= А(1)соѕ (e t+0(0), += А (1) зоо ѕіп (024001) ). 
(26.12) 
5% Аг) 60 应 满足 的 方程 ,将 (26. 12) 的 第 一 式 对 上 求 
导数 ,然后 与 第 二 式 进 行 比较 ,有 
Асоз g— А Osin g=0. (26.13) 
将 (26. 12) 的 第 二 式 对 上 求 导数 ,把 结果 和 (26. 12) 代 和 人 原 微 分 方 
程 ,有 


Аа»вїп g+ OAwcosg=—ef(Acosg,—Awsing). (26.14) 


由 (26.13) 和 (26. 14) 解 出 A 和 ,得 到 确定 A(t) 和 0(z) 的 方 
程 组 


À=— f(Acose, — Asin p)sin p, (26.15) 
b=— Af (Acos p,—Awsin @)cos ф. (26.16) 
当 e 很 小 时 ,A 和 0 也 很 小 ,因此 A,b 是 z 的 缓 变 函 数 . Крылов 
和 Боголыбов 作 这 样 的 近似 ,将 方程 (26. 15), (26. 16) 中 的 A,9 以 
在 一 个 周期 下 上 的 平均 什 来 代替 (故此 法 也 称 为 平均 法 ) ,在 取 平 
均值 时 ,A,9 都 当 作 常 数 ,得 
А=— е p, – Ао, зіп Ф) зіп Фаг, 


#=— ZA] b: ° (Acos p, — Awosin ф)соз pdt. 
或 


А=— 


F [ РСАсоѕ ф, — Asin Ф) ѕіп ç dg, (26. 17) 
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b= = ЖЫГА, /(Асозе, — Awsing)cospdg. (26.18) 
一 旦 右边 的 积分 算出 , 解 一 阶 微分 方程 , 求 出 A,9 就 得 到 原 方程 的 
一 阶 近似 解 . 


例 26.2.3 用 平均 法 解 Van der Ро H а г = 601—1?) z. 
解 f(z,2) = (1— x’)z， 
flAcos ф. — A wsin ф) =— (1 — А°соз°ф)А wsin ф, 
根据 (26. 17),(26. 18) 有 


Ass =F — (1 Atcosg)Aesintgde = 04 — AD), 
w Jo 8 


b= = жыл, — Q — А?сов g) Ашзїп pcos фде = 0. 
解 一 阶 微分 方程 ,得 
д |. 0 一 cz， 
сус 为 任意 常数 . 设 当 :一 0 时 ,4 一 Au ,0= 如 ,最 后 得 
2 г. 6-86. 
а] 
Уап ег Pol 方程 的 近似 解 为 
2cos(wt+0,) 


[je 
当 too 时 ,A->2 与 初始 值 A。 Ж Ж. 因此 稳 态 解 是 振幅 为 2 
的 极限 环 . 


26.3 谐 波 线性 化 方法 
这 方法 只 用 于 小 的 非 线性 项 的 情况 . 用 这 方法 很 容易 得 到 近 


似 的 周期 解 ,但 很 难 改进 解 的 精确 度 . 以 下 面 例子 说 明 此 方法 . 
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Van der Pol 方程 x +е(22 —1) 2 +afz=0, 2(0)=0(0<є«<1). 
S r= Асозол,Ң z = — Аоѕіп wt, 则 非 线 性 项 为 


є(х®—1) 2 =e(A2costot—1)(— Aw sin wt) 


= КЕ 1 )sin wt— HeA'wsin Зал. 
只 考虑 主要 项 (一 次 谐 波 ) 而 忽略 高 次 谐 波 项 ,因此 有 
eat -Dix~e( 人 -1)z. 
以 此 代入 原 微分 方程 把 方程 线性 化 为 
#+‹(@—1)+=о. 
这 方程 特殊 在 它 含 有 解 的 参数 ,具体 说 就 是 振幅 A. ШЖА=2,Н 
尼 项 消失 , 解 为 
并 一 2cost， w 一 1. 
当 e 很 小 时 ,这 是 Van der Pol 方程 极限 环 的 近似 解 ,振幅 为 2. 
考虑 初始 值 为 x(0)=ao, 工 (0)=0 的 解 ,将 a, 作为 上 述 近 似 
的 振幅 ,线性 近似 方程 为 
#+‹((@—1)е+х=о, 
满足 初始 条 件 的 解 为 
x(t) aoexp| (аз 1) ов 1 1а (а |] 
将 指数 函数 和 余弦 函数 都 展 为 et 的 函数 ,只 要 er < 1, X 4 ft 5 
KB 法 的 近似 解 是 符合 的 . 
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矩阵 分 析 与 线性 系统 


27 ЖЕУ 


27.1 关于 矩阵 分 析 的 引言 


27—30 章 是 有 关 和 矩阵 分 析 的 内 容 . 矩阵 分 析 是 应 用 数学 中 较 
为 年 轻 的 一 个 分 支 , 它 兼 有 代数 与 分 析 的 共同 属性 . 是 微分 方程 与 
控制 理论 ,系统 与 信息 理论 中 一 个 强 有 力 的 工具 ,应 用 广泛 ;并 且 ， 
它 自身 也 构成 一 个 完整 的 体系 . 


27.2 向 量 的 范 数 


定义 27.2.1 设 下 为 实数 域 民 或 复数 域 C,，V(F) 是 Fr 上 
的 向 量 空间 , |, | ЖУРЕТ 的 映射 
1. l V R+. 
Vx,yEV 及 YaEF 下 ,满足 
(1) x#0 时, || x || >0; 


(2) ох || =[а | 1х1; 
B) 1х+у < Ix + Hyl. 
则 称 | + | 为 向 量 范 数 (norm of a vector). 


例 27.2.2 jÜ x= (zyrz…z)7EV, 则 下 列 各 式 均 为 上 
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述 定义 下 的 向 量 范 数 : 


х=] ж] 
\хї,=($11хл,')#, pen, 


|x l|. = max | z; |. 


V x.y EV, 均 满足 Schwarz 不 等 式 (Schwarz inequality) 
а уй; lx y|, 


其 中 xry = Улуу, 表示 向 量 x 与 y 的 内 积 . 


27.3 ”和 矩阵 的 范 数 


定义 27.3.1 设 F A X PUE ЕЖЕ ВЕНЕ 

Ст", || e | EH Е" ЈЕ 的 映射 
Пе П: FAR, 

УА,ВЄЕ"ЖаєЕ 满足 : 

(1) 34 AZ0,x,BF, || 4 上 0,0,x, 表 示 n 阶 零 阵 ， 

(2) ед || = Іа lAl, 

(3) 14А+81< 141+ 181, 

(4) ПАВ < [АП H B|. 
则 称 | + | 为 矩阵 范 数 (norm of a matrix). 

例 27.3.2 设 A=(a;)E€F"*", 则 下 列 各 式 均 定义 了 相应 上 
述 意义 下 的 矩阵 范 数 : 


А1, = УУ) 12 1, 
i=l j=) 
йАЇ,=[$)>)1%1']^. 
i=l j=1 


ILA lj- = n max | a; |. 
ij 
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对 ЛАЛ. ЖТ: 
А. = [trA* АЈ, 

其 中 A”= (АТО Ж ),‹гА 表示 A 的 迹 (trace). 

定义 27.3.3 设 AE8F"*", xEV, 若 矩阵 范 数 上 ， 。 与 向 
Egl- l WE 

|Ах|„< АЙ, 15х11. 

则 称 和 矩阵 范 数 | 。|| 。, 与 向 量 范 数 + |, 相 容 (compatibility of 
norms). 

EE 27.3.4 i% x€ F.A € F"*" ,由 下 式 给 出 的 矩阵 范 数 
ИРЕ еа: 


А. 
ПА. = тах Arl: max | Arl AN. 
z Х|» ГЕТЕ 


H Бя ЯНЕ + ПО С | | 上 ,导出 的 范 数 


(诱导 范 数 ) (induced norm). 
公式 27.3.5 3 个 常用 的 导出 范 数 公式 为 


ПАТ, = так) | ay |, 
аА || i, = тах ГА, (A А)]!?, 
ПАТ, = max) | a |， 


其 中 CA" 4) 表 示 非 负 的 Hermite ЖАЗА 的 第 i MEM. 
定理 27.3.6 YAEF™" 及 YxEV, 由 向 量 范 数 导出 的 矩阵 
范 数 , 均 具有 定义 27.3. 1 中 的 全 部 性 质 . 


27.4 ”和 矩阵 的 测度 


定义 27.4.1 设 x(，) 为 由 F"*" 到 R 的 映射 
eCe): FR. 
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VAE FF"*" 满 足 


(=l etA LERA з, 


其 中 。 ,为 矩阵 的 导出 范 数 , 忆 为 n 阶 单位 阵 . 相应 于 和 矩阵 A 
的 3 种 导出 范 数 的 测度 公式 分 别 为 
(1) 51А |l, 相应 的 和 矩阵 测度 (matrix measure) 为 


(А) = max{Re (a;) + Ù) 1а, 1): 
1 i=l 
iZ; 


(2) 与 А 外 ,相应 的 矩阵 测度 为 
(А) = marfa (E) h 
(3) 5 ПА 1, 相应 的 矩阵 测度 为 


д. СА) = max{(ReCas) 十 > |a; |). 
я. i=1 


性 质 27.4.2 矩阵 范 数 与 测度 的 性 质 
(1) 设 4AEC"x",det4 天 0, 则 有 
ПА: 121 |1", 


1 1 А. 
1 4- 1 = тіп AEL A 


ПА |1 2>|а„|. isj=1,2, n. 
(2) (I,)=1, p(—1,)=—1. 
(3) #(0,,,)=0 (Ё. (А) =0 时 未 必 有 А=0„„„); 
(4) VA€ F"*", 
HACa4) 一 an(4)， Va20, 
A(4A 十 1) 一 pr(4) 十 xc， VaER. 
(5) YAER 
| К\А) |< lAl, 
— А <= СА) < (А) < А ||. 
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(6) VA,B€ F"*", 
ША + B) < (A) + (В). 

(7) МАЄЕ"“" 

= и(— A) < Reà, (A) < (А). i= 1,2,°,n. 
(8) VAC€CF"*"K&R V x€ F", 

| Ах | > тах{— (—A), — «(А)) || x ll. 

(9) УА.ВЄЕ"“", 

max{A(4A) — (— В), — (A) + (B)) S (A+ B), 
А) — (P) |< тах{| (А — В) |, | (B—A) |}. 
(10) УАЄЕ"*" В дег А50, 

|А! ||! > max{— (А), — (А). 

(11) МАЄЕ"" А220, 

А, БАЛАЎ | >1—һи(—А) lhal. 
(12) МАЄ C", jp(A) 一 定 存 在 . 


。 649。 


28 和 矩阵 的 谱 分 解 与 不 等 式 


28.1 单纯 矩阵 


ЖАЄ Е""",д 的 特征 值 全 体 记 为 A(4),4 的 Jordan 标准 形 
WAJ. 

EX 28.1.1 设 A 的 n 个 特征 值 中 有 s 个 相 异 , 记 为 Ah,…， 
ARAD PRE m AUASI), ДШ m 为 4; 的 代数 重度 
(algebraic multiplicity). 

定义 28.1.2 对 A 的 特征 值 ?;(1<j<<s), 若 

rank [AI—A]=n—a, 
则 称 a; ЖА, 的 几何 重度 (geometric multiplicity). 

定理 28.1.3 设 和 4 的 s 个 相 异 特征 值 为 4; (l<; <s), Д 
mj oj. 
定义 28.1.4 若 对 4 的 所 有 相 异 特征 值 (%;1j 二 1,…,s), 均 
有 mj; 二 a;, 则 称 A 为 单纯 矩阵 (simple matrix). 显然 ,4 相似 于 对 
角 阵 的 充 要 条 件 是 4 为 单纯 矩阵 ,并 且 A 为 单纯 矩阵 等 价 于 47 
为 单纯 矩阵 ， 

例 28.1.5 在 如 下 4 个 矩阵 中 ,只 有 А, 为 单纯 矩阵 (其 中 
àh) 


Алтоо ¿ о о о 
0А о Ó o м О 

А = ， A= 
00А 1 0 0 ` 1 
ооо 2, ооо А 
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à 1 0 0 à 0 0 0 

0 à о 0 0 л о O 
= А А, = 

0 0 ) O оол 0 

ооо А, ооо А, 


Jİ Ai ,5=2,т =m,=2,a =a, =1; 
对 A: ,s=2,m =т= 2,04 =2,a,=1; 


Аз .5=2,т =m 一 2,ai =a, =l; 


J А, ,5=2,ту =т= 2,0; =a =, 


28.2 单纯 矩阵 的 谱 分 解 


定义 28.2.1 设 A4 为 单纯 矩阵 ,4' 必 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 

E у.е y, 存在 , 即 有 
ys i= 1.2," n 
或 
yA = Ау. 

# у, 为 A 的 左 特征 向 量 (eigenvector of left side). 

例 28.2.2 #А=ТАТ ДТ АТАУ A 的 左 特征 向 
量 , 这 里 4 为 单纯 矩阵 ,4 为 对 角 阵 . 

ЖХ 28.2.3 设 单纯 矩阵 A 的 特征 向 量 ( 右 特征 向 量 ) 为 
(x. | i 二 1,…,n), 左 特征 向 量 为 {y, | i= 1,…,n), 则 


А 0] y 
А =(x, +," x, ) . | 
0 Àn J Da 
y 
=(Mxi sÀ, Xn) | È 
ГА 
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= Уау? = Уло. 
上 式 称 为 单纯 矩阵 A 的 谱 分 解 Cspectral resolution) , Ж ФС, = 
жут. 
Ж 28.2.4 设 单纯 矩阵 4 的 s ARR EEA (A у= 
leeres), А; 对 应 的 а, 个 线性 无 关 的 右 特征 向 量 为 xf ，*… xu a 
个 线性 无 关 的 左 特征 向 量 为 yf ol. y ie 


у! 
E= Улуг = ИЕ 
эў 
则 单纯 矩阵 4 具有 如 下 形式 的 谱 分 解 
А = Ув, 


ЕЖ 28.2.5 谱 分 解 的 性 质 
(1) Е=Е,(ј=1.--.5) (ЖЖ; 
(2) Е,Е,=0 (ј == 1, s; jAk) CERTE); 


(3) УЈЕ, = 工 (完备 性 ); 
(4) E;(j 二 1,…,s) 惟 一 确定 (惟一 性 ). 


28.3 几 种 矩阵 的 关系 


定义 28.3.1 设 和 矩阵 AEC"", 车 A” =A, ДЖА X Her- 
mite 矩阵 (Hermite matrix); 若 4 =А-',Ш ff A 为 U Ж B£ H 
阵 )(U-matrix). 
定义 28.3.2 RACC” HWE A A=AA' , 则 称 4 为 正 
规 阵 (normal matrix); 当 满 足 АТА=АА!Е{. ЖА 为 实 正规 阵 
(real normal matrix). 
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ЕЖ 28.3.3 ”关于 几 类 矩阵 关系 的 基本 结果 有 : 

(1) Hermite 矩阵 是 单纯 矩阵 . 

(2) B AEC" Ж Hermite 矩阵, 则 存在 ИЕ T 使 得 

А = ТАТ". 

这 里 A 是 由 4 的 全 部 特征 值 排 成 的 对 角 阵 . 

(3) Hermite 矩阵 及 LU 矩阵 都 是 正规 阵 . 

(4) 实 对 称 阵 及 实 正 交 阵 都 是 正规 阵 . 

(5) 对 一 个 正规 阵 , 当 且 仅 当 其 所 有 特征 值 均 为 实数 时 ,是 
Hermite 矩阵 . 

(6) 对 一 个 正规 阵 , 当 且 仅 当 其 所 有 特征 值 的 绝对 值 (或 模 ) 
均 为 1 时 ,是 局 矩阵 . 

(7) 正规 阵 是 单纯 矩阵 . 

(8) VACC REHE, ЧАЧА 与 对 角 阵 U 矩阵 相似 ， 
即 满足 А=ТАТ`. š 


28.4 有关 特征 值 的 不 等 式 ( 矩 阵 不 等 式 ) 


关于 和 矩阵 特征 值 的 上 限 和 下 限 有 如 下 基本 结果 (和 抢 阵 不 等 式 
(matrix inequality) ). 

EE 28.4.1 ЙАЄК"", || A 为 任意 形式 的 范 数 , 则 

тах [А,СА) | < lAl, i= 1,2,,n, 

并 且 , 若 4 为 Hermite EE ARAWA | A |, W ERRES, 

EE 28.4.2 i AC F", 中 A 为 向 量 范 数 导出 的 范 数 ， 
A(4) 为 相应 的 测度 , 则 

(Q) — ПА || <= =А)<Кед, (А) (А) || А | G=1,+--,m). 

(2) min|2, (А) |> max{ = (А). = (А). 

AR 28.4.3 若 4 是 Hermite 和 矩阵 , 则 因 其 特征 值 全 部 为 实 
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数 , 则 有 
(1) ПА || =тах|А,(А) |; 
(2) (А) тад (А), 
(3) 一 As (=A mina, (A); 
(4) —тах|д (Аад, (А)< А СА)<тахд, СА)<тах|А, (А). 


公式 28.4.4 定理 28.4.1 是 反映 A 的 特征 值 实 部 的 不 等 
式 , 若 在 式 中 取 В 蛙 一 j4, 则 可 得 到 关于 A 的 特征 值 虚 部 的 如 下 
不 等 式 字 一 一 1): 
= (А) <ІњА, (А) (ЈА), ї=1,2,+,п. 
公式 28.4.5 关于 4 的 特征 值 实 部 与 虚 部 尚 有 如 下 不 等 式 : 


LA )<вел атака, (454 E 


a) minà, ( 


(2) min( 人 全 )<їтА,А)›<тахА, (254 ). 
关于 特征 值 的 分 布 ,有 如 下 基本 结果 . 


定理 28.4.6 考虑 z 平 面 上 2n 个 圆 ， 


R; Ž {z| | z— as |< Siae а, 
£t 


ji 


S, (|а I< lal тт 
А (а, ), hI ERBER А = ЖЫШ TRA 


= (U R:)N (U 5;). 
定理 28.4.7 Ж АЄС "" 35 Hermite 矩阵. 其 特征 值 А, <А, 
< <À, IEEE EZR SFIEIJBE УЫ хохо зех, y€ C" R. 
узё0. 定义 函数 
Foy) = АУ, 
yy 
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则 有 
А,=Е(х)<Е(у)<Е(х„)=А,. 
式 中 的 F(y) 称 为 Rayleigh( 瑞 利 ) 商 (Rayleigh quotient). 关于 特 
征 值 的 分 布 还 有 : 
(1) 避 矩 阵 的 特征 值 分 布 在 z 平面 的 单位 圆 上 . 
(2) 反对 称 阵 的 特征 值 分 布 在 虚 轴 上 . 
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29 REFI SERRA 


29.1 向 量 序列 


向 量 序 列 (vector sequence) 与 标量 序列 有 许多 相同 之 处 ,但 
更 重要 的 是 它们 之 间 有 着 显著 的 不 同 . 以 下 着 重 给 出 向 量 序列 不 
同 于 标量 序列 的 若干 结果 . 

定义 29.1.1 将 域 下 上 向 量 空 间 VCF) 的 范 数 | ° | 固定 ， 
即 考 虑 VCF) 为 线性 赋 范 空间 (VCF),. |. | ),VCF) 上 的 向 量 序 
列 记 为 {x(k)} 二 {x(k)|x(k) EV(F),k 二 1,2,…), 若 存在 向 量 
xEV(F) ,使 当 & 一 0 时 成 立 上 x(k) 一 x 一 0, 则 称 {x(8)} 收 敛 于 
x，x 称 为 向 量 序列 {x(k)}) 的 极限 (limit of a vector sequence), 记 
为 lim x(k)=x х(Ё)->х(Ё->со). 

EX 29.1.2 设 {x(A)} 为 向 量 空间 F" 上 的 向 量 序列 , 即 
x(k)€ F',iË 


2100] x 
«юш a], х7 
х„(Ё) | х, 


当 lim х, (В) =, (G=, п) В ХО) K GT x. x 称 为 向 量 
序列 {x(k)) 的 极限 . 
定义 29.1.3 设 向 量 序列 {x(k)}) 定 义 在 V(F) 或 Fr 上, 当 
满足 
lim | x(m)—x(n)| =0. 
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时 , 称 {x(&))} 为 V(F) 或 Е" EB) Cauchy 序列 (Cauchy sequence). 

性 质 29.1.4 向 量 序列 的 性 质 如 下 : 

(1) 若 定义 在 (VCEF), 1 上。 省 ) 上 的 向 量 序列 {x(%)} 收 敛 , 则 
txk) BKV CE), || + DER Cauchy 序列 . 

(2) HARFI ELE Fr 上, 则 {x(k)} 收 敛 的 充 要 条 
件 是 {x(k)) 为 F" 上 的 Cauchy 序列 . 

上 面 (1) 的 逆 不 成 立 . 参见 下 例 . 

例 29.1.5 设 tE[0,1]. 考 虑 [0.1] 上 的 实 系数 多 项 式 全 体 
Р.В. ], 形 成 有 上 的 向 量 空间 ,对 于 PUR ] 上 的 向 量 序列 和 范 
数 , 取 
di 0% 


а 
z(m.t) = 2 AT， 


I(m,t) 1. = шах |z m.) |. 


因为 || 20.0) —z(m,t) |l. <и” + Т z(m.t)) e 


Cauchy 序列 ,但 由 于 lim z (m, t) = e € P[:. R ], MUREX 
29.1.1, 该 向 量 序列 不 收 全 

例 29.1.6 对 于 F" 上 的 向 量 序列 {x(k)} ,定义 29.1.1 与 定 
X 29. 1.2 是 等 价 的 . 


29.2 ЖЕ 


定义 29.21 ЖЕ" E Ж B PF 2) ië 8 (A (k)) = 
{A(k) |A(k)EF"*" k= 1,2,:.),34 АСЕ) С (а (k) 收敛 于 
а, E 下 时 , 称 矩 阵 序列 {4() 119 (а). 二 4, 记 为 lim AC) = 
А, A 称 为 矩阵 序列 {A(k)) 的 极限 (limit of а matrix sequence). 
定义 29.2.2 4 || Ak)—A || —0(k— co) В. f SE B£ PF A 
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(АСТ А. А 称 为 矩阵 序列 {4(C&) } 的 极限 . 这 里 | 。 | 为 任 
意 矩 阵 范 数 ， 
定理 29.2.3 定义 29.2. 1 与 定义 29. 2. 2 等 价 . 
定义 29.2.4 设 {4(k)) 为 Fr" 上 的 矩阵 序列 ,车 
lim l A(n) — A(m) || = 0, 


ДИАС) } 为 Cauchy 序列 ,其 中 || ， | 为 任意 矩阵 范 数 ， 
定理 29.2.5 ЕАС ЖИЕ AG) ) A 
Cauchy 序列 . 


定义 29.2.6 RLA) = (a k) € F", У)а (0) =a; 
k=0 
(JJ 一 1,…,2) 时 , 称 矩阵 级 数 XAG) Ш (convergence of matrix 
k=0 
series), В. A= (a; ) € F "> RA РЕК >) 4(&) 的 和 , 记 为 
k=0 


УА) =. 又 当 数值 级 数 >, АСО 收 分 时 , 称 >, A(k) 绝 对 
收敛 (absolutely convergent). 


若 定 义 矩 阵 级 数 的 部 分 和 


SO) = ЎА, 


则 部 分 和 序列 {SCm)) 收敛 的 条 件 均 适 用 于 矩阵 级 数 收 全 性 的 
判别 


例 29.2.7 ACP EEEREN > А.Я 


lil + ПАП += +A їл + = et —1+ ll, 


则 YA4E F"*", 所 考虑 的 矩阵 级 数 绝对 收敛 ,其 和 称 为 4 的 矩阵 指 
数 , 记 为 
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е^ => кА 
矩阵 函数 的 一 般 性 概念 将 在 第 31 章 给 出 . 
定理 29.2.8 设 AEF"", 其 若 当 标准 形 为 JEF"", 则 
lim Аё = 08 lim Jt = 0 |А,СА) |< 1, Vi 
例 29.2.9 可 利用 定理 29.2.8 ЕЖЕ |А,(А›| < 
上 41 ,这 里 上 + 省 为 任意 矩阵 范 数 (i==1,…,n). 
例 29.2.10 i?A6€FU ,矩阵 级 数 DA KAFU-A ! 的 
充分 条 件 是 ‖ 4 | <1. ЖИ 
limA* 二 0 或 [a4)|<1, islen. 
例 29.2.11 设 AEF"*", 若 41 过 1, 则 4деї(1—А)5=0. 
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30 矩阵 的 微分 与 积 


30.1 引言 


和 矩阵 的 导数 与 微分 是 现代 应 用 数学 的 重要 工具 ,广泛 用 于 多 
元 统计 、 系 统 分 析 与 系统 辨识 ,大 系统 的 优化 方法 等 领域 中 . 尤其 
是 大 量 的 矩阵 导数 公式 ,它们 明显 地 与 标量 函数 的 导数 公式 不 尽 
相同 , 出 现在 文献 资料 中 的 矩阵 导数 公式 ,记号 和 形式 常 有 差异 ， 
本 章 给 出 最 常用 的 一 些 公式 ,尽量 采用 通用 记号 . 至 于 和 矩阵 的 积 
分 ,应 用 场合 相对 少 一 些 . 另外 , 某 些 矩阵 函数 的 导数 公式 ,将 在 第 
31 章 给 出 . 


30.2 ЖЕН 


ЖХ 30.2.1 ЖЕ r,h € R ,矩阵 4 的 元 素 均 为 zx 的 函数 
ai (z), 记 为 


ai(z) а(х) ++ а(х) 
аз(х) аш(т) … aj O(m=) 
A(z)= В A ЄР“. 
[ыб а, (ж) +* а, (х) 
HEE A a) EF” ,使 
lim s а) | бл 
让 0 


АВЕ A’ Cr) H A(z) 的 导数 (derivative of a matrix) ,并 称 4(Cz) 
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可 微 或 可 导 , 记 为 
Е = А' (2), 
或 记 为 微分 形式 
dh4(z) = А'(х)дл. 
定义 30.2.2 #А(тх)=(а„(х))Є F"*", Ҹа, (z) G= 
1 一 1,…,) 对 xzER 可 微分 时 , 称 4(Cz) 可 微分 , 且 4(Cz) 


的 导数 A'(x) 定 义 为 
А'(х) = 


ече) -ae 


定理 30.2.3 对 以 实 变量 x 的 函数 为 元 素 的 矩阵 4(Cz)E 
F” ,定义 30. 2. 1 与 定义 30. 2. 2 等 价 . 

性 质 30. 2.4 由 定义 30.2.1 及 定义 30. 2.2 给 出 的 导数 具 
有 如 下 基本 运算 性 质 (假设 4,B 均 可 对 工 微分 ): 

C) А,В 为 同 阶 数 矩 阵 , 则 


d(A+B) 94 dB. 
ас dr dr’ 


(2) ЖЕНЯ АВ 可 定义 , 则 
ААВ) _ /dA аву. 

ах =( )в+А( ): 
(3) 设 标量 函数 a=a(z) 可 微分 , 则 


ача) бє + а), 


у 40498) _ dB 
“dr -@s+ AGE ах’ 


其 中 多 表示 Кгопекег #1; 
(5) 若 4(z) 为 非 奇异 矩阵 , 则 A (z) 亦 可 微分 , 且 
АСА! (х) (АС) 、 - 
dz У, ( dz j 


(4) 


—А- 


以 上 是 将 矩阵 A 的 元 素 视 为 标量 x 的 函数 时 ,矩阵 导数 的 一 般 情 况 . 
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30.3 关于 向 量 及 矩阵 的 导数 


现 把 矩阵 A 或 向 量 x 视 为 自 变 量 ,给 出 关于 导数 的 若干 
结果 . 
定义 30.3.1 (1) 设 9ER",f(9) 是 标量 函数 ,f 对 9 的 导数 
定义 为 
т 
= (Жэ?) 
其 中 0.(i 二 1,…,n) 为 8 的 分 量 . 
(2) ROER" ,B=B00) € R ” , ДХ PII 0 J SS пх 
m ЖЕ, lI 
аР. (28,28... 2B) 
36 


að 一 \ 36 35 
ав. æ Ba 
30, 26, ЕТА 
ав aoB 23B, 
= 190, 960, 30, | Єв "х", 
3 aoB . 38, 
90, 20, 20, 


其 中 Bi(i=1,…,m) 为 的 分 量 . 
(3) 设 AER”"",f(4) 为 A 的 标量 函数 , 则 定义 对 A 的 导 
数 为 一 个 m Xn 和 矩阵 , 记 为 


34 = (80). 


(4) A=) ER", B= (bj) E F”, ДЕХ ВА 的 导 
数 为 一 个 (ms) X (nt) 的 矩阵 , 即 
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л дш bu 


JA дА дА 
9В _ |2А дА JA |. 
JA 4 : > 

Iba дш „‚ ды 

JA дА JA 


在 以 上 (1) 一 (4) 中 , 均 假设 相应 的 导数 存在 . 
例 30.3.2 按 定义 30. 3. 1 可 得 到 关于 向 量 xE R" 的 导数 . 


(з) =. 


这 里 csA 表示 由 A 的 列 排 顺 序 首尾 相 接 排 成 的 列 向 量 ;而 rs A Ж 
示 由 A 的 行 按 顺 序 首尾 相 接 排 成 的 行 向 量 . 
公式 30. 3.3 ”向 量 和 甜 阵 导数 的 常用 公式 : 
d) ROER”, PER”. А] 
ap ПАШ 
ЕТ] - | š 
(2›@/(+)5 ЕСОН. XER" W 


эу ЛООнОО›= (5 са) + oo (58). 


3X 
(3) i 0€ R ",0, 为 8 的 分 量 , 则 


20 _ 
ə 
(4) ЖА= (а) € R ”*" , WJ 
дА _ терт 
дау = ее} ER™, 
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其 中 e уе; 的 维 数 分 别 为 m Жїл. 
(5) 设 9ER", x,yER”", 则 
т 
L = + 
Ж 此 式 对 和 矩阵 一 般 不 成 立 . 
(6) HOER”, BROER”, fC OERE AX, WJ 
әу әв of 


að 28 30` 
(7) HOER" xER” 及 BER"*" 均 与 9 无 关 , 则 


9 T = T 
30 x t B0) = В'. 


(8) 设 6ER",xER",BER" CERn"xn a, B RC H50 


无 关 , 若 
709) = (a + ВӨ)'С(а + B0), 


则 
25 = B'(C+C')(G + ВӨ). 


4 C 为 对 称 阵 时 
= = 2B"C(a + B0). 


(9) RER, А= (а, (0) ЄЕ "х", А 可逆, 则 


4 Е 1 dA 
到 Cdet4) = (det A)tr (A u ). 


(10) ЖАШКЫ ы КЕЙЫ: 与 X 无 关 , 则 


Є: 29 т == т 
Ф ЕЕЕ ВХ! =B"; © atr tX AX) =(А+АТ)Х, 


又 若 4 为 对 称 阵 时 
д т = 
Jx" {X TAX) = 2AX. 
(11) 设 x,yER",AER"" 为 对 称 且 与 x 无 关 , 则 
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д аут Ж _ = 
Zl Уу)ТА(х —– у) ]= 2А(х— у). 
(12) AER" HERR. Д] 
2 = (A)T А-Т 
pa n(det A) = (A ) =47'. 
(13) RAER” BFAR WER” HSA 无 关 , 则 
29. -1) = (A-! 1)T 
эд WA ) = 一 (4 WA ) . 


(14) ЖАЄЕ "", CERr，DERx”， 有 ER Nj% A= 
CD 时 ,有 


дА _ ӘС әр 
ов = 560 @ D +0, @ O) ов: 


30.4 向 量 及 矩阵 导数 的 应 用 


例 30. 4.1 考虑 线性 模型 的 最 小 二 乘 估计 问题 , 设 
yx 一 @v6 王 sw 及 rank@, =m, 
Ж ул € R ^ 为 观测 数据 ,Bx EER" 为 由 观测 数据 排 成 的 矩阵 ， 
6E 及 "为 待 估计 的 参数 向 量 ,swvER、 为 模型 噪声 . 
Ж 定义 目标 函数 为 
J(N,0) 一 ssN = (ух — Фу 0)! (ух — Фу 0). 
根据 公式 30.3. 3(8) 便 有 


91 ——2Ф}у, — Dx 0). 


令 上 述 导 数 为 零 得 到 


Ol. д = Фіух. 
因为 rank Фу = т. ФФ 为 m 阶 正定 阵 , 得 到 
0 = (ФФ, )' Фуу. 


HIER- KIA 
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2J 
30730 
PEB ЖХЕЕЖл ЈЕЛЕ. НАЯ Ô 是 使 CN,9) 极 小 化 的 
解 . 称 为 最 小 二 乘 估计 (该 例 亦 可 用 公式 30. 3. 3(10)). 
定义 30.4.2 设 9ER",f(0) 的 二 阶 导数 定义 为 
ә] а үәЈ 
20790 = 207 (26): 
上 述 形状 的 矩阵 称 为 Hessian( 黑 塞 ) 矩 阵 (Hessian matrix). 
例 30.4.3 考虑 预报 误差 模型 (prediction error model) 的 对 
数 似 然 函 数 


J(6,R) 


= 2Ф\Фу > 0. 


mN 
2 


Bh s(k,0) € R” 为 m 维 预报 误差 模型 的 误差 9ER* 是 参数 向 
量 ,RER"*" 为 E(k,9) 的 协 方差 阵 , 当 获得 6 的 估计 8(CN) 时 ， 
Elk, 和 (NN) ) 为 模型 的 后 验 误差 . 试 对 固定 的 9 一 8(N) 确 定 R= 
RCN) ,使 J(9,R) 极 大 化 . 

E ”应 用 导数 公式 30. 3. 3(10) 及 (12) ,对 J(9,R) 求 导数 可 得 


I = ЭЕ! LR (Xek, k0) )R. 
k=l 


N l т zi 
In (я) + In (det R) + > E(k OR Elk,0), 


ƏR 2 
令 上 述 导数 为 零 可 解 得 
RON) = È DEON) E" AON). 
k=l 


利用 有 关 的 导数 公式 及 二 阶 变 分 方法 ,可 进一步 证 明 J(0,R) 的 
Hessian 矩阵 为 负 定 阵 . 


30.5 向 量 及 和 矩阵 的 积分 


由 于 向 量 只 是 矩阵 的 特例 ,只 要 给 出 抢 阵 的 积分 就 够 了 . 
定义 30.5.1 设 zER,4Cz) 一 (ai(z))ER 若 ar(z) 
` 666, 


可 积 (Gi 二 1,… ,m3j 二 1,…,n) , 则 以 [nde 为 i-j TAHE 
阵 , 称 为 矩阵 A(r) 的 积分 (integration of matrix), 记 为 
[Аск 2 (асое) РЕ 


如 果 积 分 元 素 为 矩阵 , 则 被 积 函 数 可 能 出 现 A(B) 的 形式 . 即 
矩阵 4 ЭЖ В 的 函数 . 
公式 30.5.2 函数 矩阵 4(B) 的 微分 公式 设 4=4(B)E 
R"x" ,BERoxo, 即 4 的 元 素 
a, = aij (Бы | k= 1, pil = 1,5959) 
是 中 的 所 有 元 素 64 (=1, ,bi 一 1,…,9q) 的 函数 ,这 时 有 微分 
公式 


да; да, т 
да, 22 2 Эбы dbu = rs (rs В) 
malesp) ЖБ? 
= d _ т = T _dA_ 
= isp db) @ 1.) = (d(csB)" @ L) Ts py 
公式 30. 5.3 ”函数 矩阵 A(B) 的 积分 公式 利用 公式 30.5. 2 
中 的 微分 记号 可 得 如 下 积分 公式 


А, в, 
[аар = 7; та ET QL)? 


Е dA 
= [, esm" теч 


- („2 2 эмм). 


上 述 积分 视 为 曲线 积分 , 且 与 路 径 无 关 , 仅 依赖 于 矩阵 В, 
及 В,. 
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30.6 向 量 函 数 的 Cramer 行列 式 与 内 积 


对 于 变 系数 微分 方程 组 或 线性 时 变 系统 ,常常 要 处 理 以 定义 

在 实 轴 区 间 [x ,ti ] 上 的 连续 实 函 数 方 (。 ) 为 元 素 的 矩阵 

ка) (р, O) man: 
上 述 连 续 实 函数 的 全 体 构 成 实数 域 R 上 的 向 量 空间 ,用 СС.) 
表示 ,于 是 ЕС.) 的 列 或 行 可 以 看 成 向 量 空间 CL, ]" R 
CU 了 的 元 ,而 F(，。) 的 列 或 行 的 线性 相关 与 否 是 一 个 重要 

定义 30.6.1 #/,‹+)ЄС[ t G= esn). 若 存 在 不 

全 为 零 的 wER (i=1,…,n) 使 得 
afit) + +a ў, О) = 0, ViE [+], 
ДЖЫ) Ж A 8 (vector function) (f, (+ )|j=1,-:,n)fg[t t J E 
线性 相关 (linear dependence). 否则 , 即 车 从 上 式 的 成 立 可 以 推 得 
а = 0, 1 一 1，… my 
则 称 向 量 函数 {f;(，)1j==1,…,n} 在 [to ,ty] 上 线性 无 关 . 

注 30.6.2 (1) 上 述 定义 中 的 a; ER(i=1,…,n) 必 须 是 与 
iE [4o 5] 无 关 的 数 . 

DER all, .n) 80 r 8 RR 与 向 量 组 f, (° (7 一 
1,…,n) 所 属 域 CLa ,4 J 不同, 因而 不 能 用 R" 上 向 量 组 线性 相关 
(矩阵 的 秩 ) 的 判别 方法 来 判别 СОЄ СГ)" 01,56, п) 
线性 相关 . 

以 下 给 出 关于 fiO) E Cinti "Gj 二 1,…,n) 线 性 相关 的 判 
别 方法 ， 

定义 30.6.3 Sfi k=l en) H CEt sti ]” EBH E, 
记 
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ЖЕ G 昱 (g, )wxn 为 {fi( 。，)|k 二 1,…,n}) 的 Cramer 和 矩阵 (Cra- 
mer matrix), det G 为 相应 的 Cramer 行列 式 (Cramer determi- 
nant). 
性 质 30. 6.4 (1) Cramer 矩阵 是 对 称 和 矩阵 , 且 为 半 正 定 阵 . 
D Е) (ӯ, G) meh n 个 列 疝 量 对 应 的 Cramer 矩阵 可 
用 下 式 给 出 


с= | ЕТЕ). 


Ж 30.6.5 fO) (k= 二 1,…,n) 线 性 独立 的 充 要 条 件 是 
(РС )) 60 Cramer 和 矩阵 非 奇异 , 即 det G#0. 

上 述 定理 可 推广 到 定义 在 [t。 ,tj 上 分 段 连续 的 复 函 数 的 场 
合 , 这 时 相应 的 Cramer 矩阵 定义 为 


G= (f OOT ы ај 1, 
或 
G= | Е" (DF(Dd. 


以 上 结论 是 针对 以 连续 或 分 段 连续 函数 为 元 的 向 量 组 的 线性 
相关 , 若 进 一 步 假 设 向 量 组 的 元 是 适当 阶 次 连续 可 微 的 函数 , 则 判 
别 向 量 组 线性 相关 尚 有 如 下 方法 . 

定义 30.6.6 设 定义 在 [t,t] 上 的 纯 量 函数 f; (1) G= 
1,…,n) 满 足 n 一 1 次 连续 可 微 条 件 , 则 和 矩阵 

f f. ita А» 
w 型 f: Р куы fe ы 


fe Дет ДИ? 
的 行列 式 det W 为 函数 组 {fi(2)1i 二 1,…,n} 的 Wronski 行列 式 
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(Wronskian Determiant). 

定理 30.6.7 ШЖ (7,00) гЄ[%ә,],ї!=1,+з,л)} 
的 Wronskian. 行列 式 detW 关 0, 对 某 个 1€ [aa], 则 该 函数 组 
在 [t,ti] 上 线性 独立 . 

定义 30.6.8 fO EEEL ti] EA n 


1 次 连续 可 微 实 函 数 为 元 的 维 向 量 , 记 
лч) 
Ft) = 
—//„Ч)) ox 
则 定义 矩阵 


W = (FO), E 0) FD (т) ) near 
HISD tE Lto sti] i=1, sn} B) Wronskian 矩阵. 
定理 30. 6.9 若 对 某 个 1€ [t,ti], 向 量 函数 组 {f(t)11€ 
[tosti] i=1, sn} 6 Wronskian Ж RF W KRH n, W fi G) ,…， 
FODEL ti EREI. 

上 述 定 理 的 逆 一 般 不 成 立 , 即 对 一 切 i:€ [2,4 1, rankW<n, 
Л) ,f(t) 还 不 一 定 在 [to ,ti] 上 线性 相关 . 若 把 条 件 进一步 
限制 为 所 谓 的 正则 函数 , 则 上 述 定 理 可 变 为 充 要 条 件 . 

定义 30.6.10 设 定义 在 [zu n ] E BJ 3 ЩЖ f( )n 次 连续 
可 微 , 且 对 所 有 的 1* C [r n l fa) t 附近 均 有 Taylor 展开 

so = D 07 уна) 
成 立时 , 称 РС AEM AH (regular function). 

定理 30.6.11 以 正则 函数 为 元 的 向 量 fi (0... f. O E 
Cto ,to] 上 线性 独立 的 充 要 条 件 是 该 向 量 函 数组 的 Wronskian Ж 
阵 有 

rank CF(2) ,ECt) ,Fo (0) )= n. 
定义 30.6.12 设 V 是 域 C(R ) 上 的 向 量 空间 , 当 V 上 的 两 
. 670» 


个 向 量 x*,y 按 运算 (x,y) 与 某 个 复数 (或 实数 ) 相 对 应 ,并 且 满 足 ; 

(1) (x,y)=(y,x); 

(2) Ох,у)=А(х,у),А 为 常数 ; 

(3) (x 十 ?,z) 一 (x,z) 十 (了 ,z); 

(4) (x,x)Z0,R(x.x)=0@x=0 
时 , 称 (。，,， ) 为 内 积 (inner product), 可 以 定义 内 积 的 向 量 空间 
称 为 内 积 空间 (inner product space). 

例 30.6.13 (1) 按 定义 30.6. 3,gy 的 运算 构成 内 积 运算 , 即 
g 的 运算 满足 定义 30. 6. 11 中 的 (1) 一 (4). 

(2) 对 于 向 量 空间 R” PHE a G=, en) , 若 定义 

(а;,а;) = al,a;, 
则 这 一 定义 满足 定义 30. 6. 11 中 的 (1) 一 (4). 

(3) 记 A4=(q1,…,q,), 按 上 述 (2) 定 义 内 积 , 则 对 应 于 a; € 
民 "(i 二 1,…,n) 的 Cramer 和 矩阵 可 定义 为 

С = АТА. 

(4) 按 上 述 (3), 对 于 R” 上 的 向 量 组 , 按 4 的 秩 判断 ai， 
qs，,…,a, 的 线性 独立 与 按 Cramer 矩阵 方法 是 等 价 的 . 但 对 于 
C[w ,41]" 上 的 向 量 函 数组 ,两 者 是 不 等 价 的 . 

定理 30.6.14 在 可 定义 内 积 的 向 量 空间 中 ,函数 上 x| = 
Cx) 满足 范 数 条 件 , 即 内 积 空 间 可 按 | X | = (x, x)! J R WK 
范 空间 . 

例 30.6.15 ”对 于 内 积 (。,，), 有 Schwarz 不 等 式 如 下 : 

| (х,у) |< ПУ. 

E Ж у=0,Ш ЖЖ КАЛУ, yZ0, Va€ F,# 

O0<(x—ay,x—ay)=(x,x)—a(y,x)—a(x,y)+-a' (у, у). 
S а= (х,у) / Сузу), ЕЙ 

О (х.х) — | (х,у) [2 / (уу). 
上 式 意 味 着 Schwarz 不 等 式 成 立 . 
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公式 30.6.16 ”利用 内 积 和 范 数 的 运算 ,可 得 到 公式 
| [raya | <j l fo) l. a, 


其 中 Je с.а]. 
公式 30.6.17 对 


fdt E R”. 
于 向 量 函 数 空间 Cist ]” 中 的 范 数 常 记 


为 lfl, f€ Citi] ,一 般 有 如 下 形式 
її = Р zÉ roroa] 


isi =[ 


以 上 | fO) 1. Ж! 


1/2 
Ка zar] ; 


ПОЯ. наа)", 1$р< оо. 
Да) | HARR” Б, m | SI Ж 


示 向 量 函 数 空间 C 上 的 范 数 . 一 般 不 会 混淆 . 
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31 ЖЕ 


31.1 引言 


реа AE DAE REJE R RE X H ER 
数 ,在 性 质 与 运算 等 方面 , 它 以 矩阵 理论 为 基础 ,与 标量 函数 (或 纯 
量 函 数 ) 相 比 ,有 许多 不 同 之 处 . 矩阵 函数 是 处 理 许多 应 用 数学 问 
题 的 有 力 工具 ,在 系统 分 析 理 论 中 占有 重要 位 置 . 矩阵 函数 的 概 
念 是 由 抢 阵 多 项 式 引 入 的 ,在 本 章 首先 对 矩阵 多 项 式 给 出 必要 的 
简介 . 


31.2 矩阵 多 项 式 


定义 31.2.1 设 和 矩阵 AEF"*",a;E€R(i==0,1,…,n), 将 标 
量 多 项 式 fA)=a Hadt Ha A" ФА А", 3 =1 换 成 
单位 阵 工 , 称 形 如 

f(A) = а1+ a, A+: +a, А" 

的 多 项 式 为 矩阵 多 项 式 (matrix polynomial). 

Ж 和 矩阵 多 项 式 不 同 于 多 项 式 矩 阵 , 多 项 式 矩 阵 是 指 以 同一 
个 域 上 的 多 项 式 为 元 素 构成 的 矩阵 . 两 个 名 词 不 能 混 清 . 

矩阵 多 项 式 的 性 质 

()УАЄ F"*" 及 矩阵 多 项 式 f (4) 对 乘法 运算 总 是 可 交 
换 的 . 

(2) f(TAT-')=T/(A)T '. 
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(3) 在 对 特征 值 适当 编号 的 前 提 下 ， 
A[fOQA)]= /О,(А)), 
并 且 A 的 与 4,(4) 对 应 的 特征 向 量 是 与 ГОА) Й СА СА) ) 对 应 
的 特征 向 量 , 其 逆 亦 真 . 
(4) 设 A€ F”" 为 单纯 矩阵 ,其 谱 分 解 为 


A= Ув, 


则 有 


fA = >) ЈАЈЕ. 

定理 31.2.2 Cayley-Hamilton 定理 设 yX)=det(A[ — A), 

则 YAEF"*"* 有 
ФА) = 0. 

ЕЖЕН n КЕК ОО) ВА 的 零 化 多 项 式 . 在 4 的 零 
化 多 项 式 中 ,次 数 最 低 的 多 项 式 称 为 最 小 多 项 式 (minimal polyno- 
mial). 

最 小 多 项 式 的 性 质 

最 小 多 项 式 一 般 记 为 mA) 如 (CA) 有 如 下 基本 人 性质: 

(1) А 的 任意 零 化 多 项 式 都 可 以 用 加 (4) 整 除 . 

(2) 4 的 首 一 最 小 多 项 式 惟一 确定 . 

(3) 相似 矩阵 的 最 小 多 项 式 相同 . 

(4) А 的 所 有 特征 值 几 何 重度 是 1, 等 价 于 4 的 特征 多 项 式 和 
最 小 多 项 式 相 一 致 . 

(5) iÉ А 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 分 别 为 

$= MA—A)™ (一 0) 
ф&=(А—А,)®++(4—1,)%, 
HP А.А, 为 A ñ) s 个 相 异 特征 值 , 则 A 为 单纯 矩阵 等 价 于 
dj;=1(j=1,",s). 
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定理 31.2.3 设 AEF"* 的 相 异 特征 值 为 AX，,…,4,, 对 于 两 个 多 
MA f 和 g, 使 得 f(A4)=g(4) 的 充 要 条 件 是 在 А 的 谱 上 成 立 
ГОА) = A), јә 0,1,0, 1. (31.1) 
由 上 述 定理 可 得 /(4) 三 0 的 充 要 条 件 是 在 4 的 谱 上 成 立 
f@Q)=0 ј= 1.058 i=0,1; dj (31.2) 


31.3 ”和 矩阵 函数 


矩阵 函数 的 定义 一 般 有 两 种 , 即 按 多 项 式 意义 和 过 级 数 意义 
下 的 两 种 定义 ,两 种 定义 得 到 的 矩阵 函数 是 一 致 的 . 

定义 31.3.1 HER ACCO WRA (А, |01,6, 5), РС) 
ЕЗТН (А, } 在 内 的 开 域 上 有 定义 的 标量 函数 ,而 g&(。) 是 
在 4 的 谱 上 与 A(。) 相 一 致 的 多 项 式 , 即 

g? AD = f0Q), је 155 L= 0, ledas 
则 定义 

f(A) = g(A) 

为 4 的 矩阵 函数 (matrix function). 

矩阵 函数 的 性 质 

(1) 两 个 矩阵 函数 f1(，) 与 户 (。) 相 等 , 当 且 仅 当 户 (。) 与 
fz(，) 在 A 的 谱 上 相 一 致 . 

(2) A 和 和 矩阵 函数 F(4) 可 交换 , 即 

Af (A) = f(A)A. 

(3) 两 个 和 矩阵 函数 ЛСОУ 户 (。) 对 它们 的 和 与 积 满足 

运算 : 
(fi+f,)(A)= е. (А) +, СА), 
i fD СА) = f, (A) fx СА). 
(4) AMB 相似 , 则 矩阵 函数 f(A4) 和 f(B) 亦 相似 , 即 对 可 
WE TEC, h B=T AT HHH f(B)=T f(A)T. 
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(5) 车 4 是 分 块 对 角 阵 , 则 f(A4) 亦 为 分 块 对 角 阵 , 即 当 
А, 
A; 


时 ,必然 有 
f(A) 
fA) = д, 1 
f(A.) 
(6) 设 g(xi ,zz) 为 二 元 多 项 式 , fi Af 为 给 定 的 两 个 函数 ， 
ЖЛЕ 4 的 谱 上 
Efi A), fz Q.) = 0, i= 1,6,5, 
则 有 和 矩阵 恒等式 
g(fA(A), f, (A)) = 0. 
(7) 矩阵 函数 f(4) 三 0 的 充 要 条 件 是 在 A 的 谱 上 
fOQ)=0, i=l,=,s1=0,1,-,d,—1. 
例 31.3.2 考虑 Jordan 和 矩阵 


à 1 0 … 0 

0 À 1 0 
| 

ооо. 1 

0. 0 0 ... А, 


的 矩阵 函数 УСЭ, J ВА БЕ IRAE, Bl 
PaA) = $Q) = Q — А)". 
于 是 在 了 的 谱 上 与 Со B Ti sÇ nj H 


n=l) 
вд) = FAD HSO DAAD H Әд a 
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给 出 , 即 矩 阵 函 数 f(4) 可 定义 为 


РА) =к\А) 
(a=) 
= богу" VAAD HE R aan, 
或 记 为 
(GD lo BA 1 Ca 一 1) 
f0) уа) (eQ) — үс”) 
80 БЕ 1 Cn—2) 
Pe *? Pw amia 
i В i FO QD 
о о е /0) 
以 上 用 到 如 下 的 矩阵 运算 , 即 设 
0 1 0 … 0 
0 0 1 = O 
H=|i = 
о о о 1 
0 0 0 0 
则 有 
0 0 1 0 0 
G- @, гї 0 
H:=(J—AID: = : : : : АУ : > 
0 0 0 0 
0 0 0 O 0 
0 0 0 O 0 


# H H'=(J—AI)"=0. 
#1 31.3.3 FH 4E PF ЖОЕЛ СТ) PJ 48 FL, XJ КШ РИ ЖОН 
FRIT HE ЖЕ ЕРНИ. rh V A € C ">" ,可 得 到 
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co’ A+sin A=], 
е^е-^=1, 
е^ =соѕ 4 十 isin А, #=—1, 
等 等 . 
对 于 某 些 特定 的 矩阵 函数 计算 问题 . 一 般 分 为 数值 方法 和 解 
析 方 法 . 对 于 数值 方法 ,作为 例子 ,我 们 将 在 第 36 章 和 第 38 章 给 
出 . 下 面 给 出 矩阵 函数 标准 形 . 


31.4 矩阵 函数 的 标准 形 


和 矩阵 函数 的 标准 形 (normal form of a matrix јипсііоп) А 

利用 矩阵 函数 的 性 质 和 例 31. 3. 2 的 结果 可 得 (4) 的 Jordan 
标准 形 (Jordan's canonical form). 

i A€ C "<" H Jordan 标准 形 为 J=T 4T, 其 中 TEC””, 记 


Л 0 ... 0 
0 J 0 
J= : i 
0 0 J, Jaxa 
Ja 0 0 
0 Ja = 0 б> 
J= |, Ж А , Ут = mi = 1,2,5 
: : : i=l 
0 0 J m, X m, 
À 1 
人 
万 = зї ‚Жуу = moj = 1,2,0. 
0 0 . . j=l 
0 o0 А ы к 
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则 矩阵 函数 РСА) А Jordan 标准 形 为 
КА) = ТҰТУ, 


Жж) O о 
0 ) ... 0 
кр=| ° m o 


0 0 sé FO) ых» 
f(Ja) 0 $ 0 


0 у) … 0 
fqə=| , sod ‚ жеен, 
0 0 fi <, 
i feaiT (A) 
КО .`.. — sy 
Tao Qo S чо у 
fg a)=| 0 JAD ‚=з, 
: : SCD 
0 O. ж ® “УУ lass 
特别 当 А 的 最 小 多 项 式 
Фф. Q) = (A — А) (АА) (А А) 
фа =4,=- 


= d,=1 时 ,当然 也 包括 A4 £ n 个 相 异 特征 值 时 
(s=n),A 的 Jordan 标准 形变 为 


Л 0 ... 0 
| |, 
0 0 1. axn 
% 0 0 
J,= N ^: ° ‘Dm тё, 5 
оо АЕ, 


• 679 • 


则 f(4) 的 Jordan 标准 形变 为 
FATET, 


л) 0 … O 
ЕЕ 

0 0 УӘ), 

fA) 0 … O 

À e.. ые 

а= ° ү ° ， Бут =n 

0 0 о удо ыы i= 1,6,3 
和 矩阵 函数 的 标准 形 B 
仍然 设 AEC"" 的 最 小 多 项 式 为 


Ф. (А) (2—4) (А А) «(А –А,) 
ЖФА, А, ЖА 的 s 个 相 异 特征 值 , 按 定义 31.3.1. 可 求 出 
f(A4) 的 Largrange-Syjvester ( 西 尔 维 斯 特 ) 内 播 多 项 式 标准 形 
(Largrange-Sylvester interpolation polynomial canonical form) 


如 下 : 


ЖА) = 六 [aaI 二 ae(A 一 MD 十 …… 十 au AADI Jp A), 
k=1 


а = 


1 ps “р 


а= 0114 Pa A) 
k= lyes; L= 1, 
а Ф.) 
PA) = CESSI 


(АА) ++. (À А) Q — А) ++ Q —4,)%. 
特别 地 , 当 di =d: = =d, =1 时 ,当然 也 包括 A АҢ n 个 不 同 特 
IEIR (з= п), f(A) ] Largrange-Sylvester 内 捅 多 项 式 标准 形 
变 为 
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fA) = Jang, (A), 
k=1 


а = =, k= 1,1,5, 


Pe A) = (АА) (A АБ) Аы) Q —à4,). 
或 记 为 简单 形式 
一 人 


` ш TA 
fA = D SADELA), Frw SII LA (31.3) 
矩阵 函数 的 标准 形 C I 
把 矩阵 函数 的 标准 形 В 中 Largrange-Sylvester 内 插 多 项 式 
的 系数 oa RAE i f(X4) 及 其 各 阶 导 数 f О) 1,6,4, 
1) 的 同类 项 做 和 可 得 到 (4) 的 矩阵 分 量 标准 形 (canonical form 


based on matrix component) 如 下 : 
了 (4) = УЛУ) рь (A) + f? Оё) pu (A) 
Fiep fa Apu A (A, 
RE А-А), {= 0,1,+=,4а,—1, 


del 


Ф. (Q) 


def 
пф Q) ZQ) EST 


# Q) 
其 中 л. (4) 满足 


, 


а ее n, (Q) 
Q) 2 АА) 

应 注意 到 这 里 的 р. (4) 只 与 矩阵 A 有 关 , 而 与 f( 022. 
ра АЖЕ ВА 的 分 量 . 上 述 的 标准 形 也 称 为 矩阵 函数 的 基本 
公式 (fondamental formula for matrix function). 

特别 地 , 当 di =d: == = d, 时 ,上 述 矩阵 分 量 标准 形 和 相应 
的 Largrange-Sylvester 内 插 多 项 式 标准 形 (31. 3) 相 一 致 . 这 时 有 

Pro (A) = F,(A). 
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#1 31.4.1 求 标准 形 C 的 两 个 例 
(1) 设 AEC"" 的 最 少 多 项 式 为 
gn С) = oA )(A 一 122)2 ， 


1 1 А—25; +À, 
# Q) (АА) (А-А) (А, А,)2 0А)" 
_ (à=)? 
Q= у-у, 
_(—А—А,+25,)(А—А,) 
WV з 
此 时 矩阵 4 的 分 量 有 3 个 


Pe Q= A), 

pzo Q) = О), 

pa A)= AÀ) h Q). 
多 项 式 


РО) z5 5e (А) pu Q) 
= f (ài) рь A) H РСА) р» ADH FP (А) ра (А). 
最 后 将 ^ 换 为 4 便 得 到 矩阵 函数 的 标准 形 C 如 下 : 
famo зо AAA sss 
(一 4 一 (十 2 )D(4 一 iD(4A 一 2 
А-А) ч 
(2) ЖА 01), ей С. 
注意 到 (А) е“, fo AIr e , 则 可 得 
е^“ = рь (A)e + р» (A)el + tpa (A)er'. 
定理 31. 4.2 ЖЕШ pi,(4) 的 性 质 
(1) 设 AEC"", 则 当 把 4 的 分 量 pw СА) У Nk 2 [АЈС "=" 
上 的 向 量 时 ,它们 是 线性 独立 的 ,并 且 每 一 个 pu (А ЖУ 
阵 , 即 若 存在 一 组 常数 cu E C 使 得 
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十 Fa) 


+f Q) 


1 ha 


X Dupa (A) = 0, 


k=1 1—0 


则 必 有 сы=0 (一 1,…,s; 1=0,1, sdi —1), # E pu(A) #0. 
(2) WE; = pu (A), ШЕ АЖТЖ: 
Ф Ер Eg, = 0k Z kz» V hl). 


Ф УЕ = L. 


ФЕ = AA AF110 21: k= 1,.,s). 


由 于 矩阵 4 ОЛ pu (А) Е 是 仅 依赖 于 矩阵 4 的 常量 矩 
阵 , 而 与 F(。) 的 形式 无 关 , 以 下 取 A) =A] 一 给 出 计算 
Е; 的 方法 ,这 一 方法 得 到 的 结果 将 适用 于 任何 fc - ) 的 情形 . 

例 31.4.3 考虑 f(A) =A A] WREE C, 其 中 AE 
— adj ГА – АЈ 

pà) 
其 中 adj [+ JARE, ФО) A 的 特征 多 项 式 . 仍 用 如 Q) 
表示 4 的 最 小 多 项 式 ,首先 注意 , 若 adj [MT 一 4] 各 元 素 的 最 大 公 
ARA ао) , 则 必 有 


РСА) = [М АТ 


, 


$Q) = W DAA). 
因此 7(4) 的 表达 式 又 可 记 为 


_ adj [ML 一 4] _ RQ) 
КА) = лу = д (ууз 


其 中 RM) 是 以 的 多 项 式 为 元 素 的 矩阵 ,而 每 一 元 素 多 项 式 都 具 
有 比 deg (0, (А) ЖИК Ж. ЖЕ ОЛ)/ф„ ОА) 展开 部 分 分 式 的 和 ， 
则 有 
RQ) _ Sf Ro Ra Rua, 
PEN) ра 
Ru (一 1,…,5; /二 0,1,…,di 一 1) 是 常量 矩阵 ,可 用 逐次 求 导 方 
- 683 + 


|. (31.4) 


-i AARCA 
本 [过去 人 Оу АЁ 


(31.5) 
对 于 本 例 /(z) = 二 1/(4 一 z) ,注意 到 


FAD = gy 
最 后 得 到 /(4) 的 标准 形 C 为 
ч 1 1 `... 
fA) = [5% + адуи) + 
(da)! 
Harun A |. 


由 上 式 和 (31.4) 式 得 到 4 的 分 量 pu (4) 的 公式 


pu (A) Е Rs, kehes isti q, 


(31. 6) 
其 中 Ri 由 (31.5) 式 给 出 . 
上 述 公 式 (31.4),(31.5) 及 (31. 6) 构 成 只 依赖 于 矩阵 A 的 计 
算 格式 ,这 一 格式 可 以 用 来 计算 任意 方 阵 A 的 分 量 Ei. 
和 矩阵 函数 的 标准 形 D 
注意 到 矩阵 函数 的 标准 形 B 中 用 Largrange-Sylvester 内 插 
多 项 式 的 矩阵 形式 表示 矩阵 函数 时 ,所 用 多 项 式 最 高 为 m 一 1 次 ， 
m=deg (Pa (À) ) , 按 4 的 升 短 排列 ,可 将 这 一 多 项 式 记 为 
PA) = а Бад аА", 
НЮ V AEC "ЕРЕ / CA) 83 8 Е 
f(A) = wl +a AH e + а, А". 
这 一 表示 称 为 矩阵 函数 的 级 数 标准 形 (series canonical form). 
按 p(4) 和 f(A) 在 A 的 谱 上 一 致 的 原则 可 得 到 系数 co， 
aan-1 满 足 的 方程 组 是 
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РО) =а-Еа,А, + аА"), 
Р ADS- (d, —1)1 + di! А+ 


> (31.7) 
РО) =a +a, HHan ArT, 


Р? А) Saa -i (d,—1)! Жаа, А+" 


方程 组 (31.7) 对 asa ,…,a,_; 有 惟一 确定 解 ( 由 Largrange- 
Sylvester 内 插 多 项 式 是 惟一 存在 的 ) ,特别 地 , 当 di =d: = а, = 
1, 包 括 和 A 具有 nn 个 相 异 特征 值 时 (s 二 n) ,方程 组 (31.7) 变 成 以 
Vandermonde( 范 得 蒙 ) 和 矩阵 为 系数 阵 的 方程 组 
fA) 1 А e Ао 
Ta = } + ” p n (31.8) 
fA.) ІА 54+ A 
另外 ,根据 定义 31.3. 1, 确 定 一 个 矩阵 函数 所 用 的 多 项 式 不 
是 惟一 的 ,在 上 述 标准 形 D 中 ,也 可 用 4 的 特征 多 项 式 来 代替 最 
小 多 项 式 , 这 时 /(4) 可 有 下 面 形式 的 有 限 级 数 标准 形 
f(A) =&I+BA+ -- +B A". (31.9) 
在 A 的 谱 上 与 4(，) 相 一 致 的 n 一 1 次 多 项 式 取 为 
qA) = B +B A + + B,- a" = $Q). 
i A 的 特征 多 项 式 


ФО) = (A — A1)" (A — 4). (A — 20%, Ут = n, 
则 Bobir 8. W EJ n REDEE 


FAD =B +B À + +B, AT, 


feb Q =В бт —1)! +B, m! À += 


(n—1)! 
(п-т)! 


+В. 1 


мт, 


ss (31.10) 
fQJ)=B +B В.А, 


FOTP 0) =B Cm —D! +B,m,! А, 


ЖН, щт =т, =: =т, =1 时 (此 时 必 有 n==s, 即 4 有 7? 个 相 异 
特征 值 ), 方 程 组 (31.10) 变 为 形 如 (31.8) 式 的 形式 ,只 是 阶 数 
Эт. 

{31.4.4 设 


ВЖИ D Ж е". 

首先 , А 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 分 别 为 

YA) 一 (一 1)2(A 一 2)， 

#„(А)=(А—1)(4—2). 

(1) 先 用 方程 组 (31. DRE е^“, 
e“ =a (t)I +a, (А, 
су ‚ в 
=> 
e” =а,-Е2а,. ww 一 ez 一 ef 


最 后 得 到 
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0 е 0 
ее 0 2е——е' 
(2) 再 用 (31. 10) 求 解 ex 
е=В„-+8,+В8›› B.= —2te' +e”, 
z 


2e—e“ 0 2е—2е“" | 


te =ß, +282, В, =3te 2e — 2e”, 
е =B +28: +482. В;=е“—е'—ге'. 
按 (31.9) 有 
е^“ = RI +R OA +p 0A. 
最 后 所 得 结果 同 前 述 (1). 

由 此 例 可 见 ,a ,ai 是 线性 独立 函数 站 ,ez 的 独立 的 线性 组 合 ; 
В.В, ,8: 是 线性 独立 函数 e ,te',e* 的 独立 的 线性 组 合 . 因而 wm ,a 
及 8。,p,,p: 都 是 在 上 的 任意 区 间 上 线性 独立 的 函数 . 

定理 31. 4. 5 关于 和 矩阵 函数 序列 收敛 的 定理 设 4AEC 
的 最 小 多 项 式 为 

Ф. (А) = (A — А) (A — А) ee (A А), 
大 。) 及 { 产 (，)|R 一 1,2,…)} 均 为 在 包含 ,在 内 的 开 域 上 
解析 的 函数 . 
34 k—co, f, A) fE A ЁЙ Eka F fR, Вр 
lim fi” (А) = fO (A), i= 1,996,581 = 0,1, sd, —1 


(31.11) 
时 ,有 
lim f(A) = fA). (31.12) 
反之 , 若 (31. 12) 式 成 立 , 则 (31. 11) 式 亦 成 立 . 
作为 定理 31. 4. 5 的 直接 推论 有 下 述 结果 . 这 一 结果 可 作为 矩 
阵 函 数 的 又 一 定义 . 


定义 31.4.6 ЗШ У) сд" Его, 
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阵 4EC'"" 的 全 部 特征 值 均 在 D= (2 | |=| <r) р, ЖЖ РЕЖ 
(matrix function) Уол! 绝对 收敛 ( 范 数 意义 下 ) ,并 且 当 

fO) = 
时 ,A 的 矩阵 函数 可 定义 为 

fa) = Sla At. 


4=0 


上 述 定义 31. 4. 6 与 前 面 定义 31. 3. 1 是 等 价 的 . 


31.5 矩阵 分 析 的 几 个 常用 结果 


几 个 重要 的 分 块 和 矩阵 求 逆 公式 
设 方 阵 4 具有 分 块 形式 
|А | 
А= 5 
Ал Аз 


(1) 若 An B , W| 
A ŽS (Az 一 4 AT Ar ) 可 逆 . 
(2) # An s (An ААТА.) ŽB 可 逆 , 则 
А 区 ++А!А„В^!А„А АА, В! | 
ВТА А! В-' 
(3) # Пэй, АЈ 
А 可逆 全 (4 ААА, ) 可 道 . 
(4) # An (An А.А An) С 可 逆 , 则 
Ст! —С-'А Аз! 
АА С! Az РА AAC Ж ° 
(5) # An Az 1], 4 BAC PAAT, ДЈ — + ЯП 
А Ий. 
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(6) # An ,4 及 4 均 为 可 逆 阵 , 则 
C7 =A HAR A B AAAH > 
C'A AR SAR AxB, 
ААС =B An An» 
Аз AZ AAC An An =B. 
(7) Ж А =0, 0] An Яй AHT ASA пй, HE 
Ап ААА) 
Flo Az 
引 理 31.5.1 矩阵 求 逆 引 理 (matrix inversion lemma) 设 
A,B,C,D 为 适当 阶 数 的 矩阵 ,4,C 及 (4 十 BCD ) 为 可 道 阵 , 则 
(4 十 BCD)-: = А! — А! B(C™+ РАТ! В)рА”. 
作为 本 定理 的 推论 有 以 下 两 个 . 
推论 31.5.2 #А,В,С 为 适当 阶 数 的 矩阵 ,和 4 及 (4 十 BC) 可 
逆 , 则 
(А ЪВС)! = А — A1B(I+ CA В) СА". А 
Е% 31.5.3 ЖА Уп 阶 可 逆 阵 ,g 与 h 为 适当 维 数 的 向 
量 , 则 


A-! 


A` gh"A™ 
IHKA g. 
Æ 31.5.4 Toeplitz 5| 3 ( Toeplitz lemma) # (Ф, |k = 
1,2,…) 是 p REBRI, РА А 


limg = 0, 


(А + А7)! = A` 


且 对 一 切 n 
УФ, | < C <+. 
k=1 
Vx CR”, y,= D oux M 
k=l 
(1) 由 lim x, = 0 可 推 得 limy = 0. 
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(2) 若 lim 27 @,, = 1,, W 
59 kmt 
lim x, = x < co, 
k— 
可 推 得 
lim у„=х. 
定理 31.5.5 Kronecker 引 理 (Kronecker lemma) #А,Є 
К^” ESEMEBE,S.= УЈА,, ЄР’, о, = D SrH: 
k=1 k=1 
(1) limo,=o ,lv | <°, 


(2) ітЅ 1А, 二 0, 对 所 有 上 成 立 ， 


(3) > || SPA, || < оо, n RE. 
则 


limS;' San = 0. 


"9 кт 
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32 ”系统 分 析 中 的 某 些 概率 统计 基础 


有 关 概 率 统计 的 详细 内 容 ,可 参阅 本 手册 的 《概率 统计 与 随机 
过 程 卷 》 本 章 仅 提供 系统 分 析 与 系统 辨识 中 常用 的 一 些 结果 . 


32.1 统计 分 布 的 部 分 结果 


定理 32. 1.1 若 随机 变量 X~N(0,1), 则 X: — 2 (1). 
定理 32.1.2 X; — X (k) (i 二 1,2,…,m), 且 互相 独立 ， 


记 Y = Ух, N= ШУ 0. 
i=l i=l 


EA 32.1.3 iW X, — Z ki), X. — X ke), HEI, WJ 
def k,X. 
Y PX 


定理 32.1.4 设 Y~N(0,1) 与 X~x*(k) 互 相 独立 , 则 


一 下 (Ri ,k,). 


gef У: 
Z= TKT ~ 106). 
定理 32.1.5 Еіѕһег-Сосһгапе Ж it X~N(0,1,), A, 


А 
A,, A, 是 非 负 定 矩 阵 ,rank (Ау) =r, (61,2, E P TA, = h. 
isl 


W: 二 次 型 序列 {2, 二 XT"AX1i==1,…，,g} 是 独立 x? (7;) 变 量 序列 
的 充 要 条 件 是 
ntr + ° + r, = k. 
ЖЕ 32.1.6 ЖАЖА ЗЕ. Н rank(A)=r,X— 
N(0,D , WJ 
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Y EXTAX ~ Z° (r). 
32.2 关于 极限 的 定理 


定义 32.2.1 设 随 机 变量 序列 {X,|t 王 1,2,…)} 的 分 布 函数 
序列 为 {F | 上 一 1,2,…》 ,随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 下 , 若 在 下 的 
每 一 个 连续 点 五 , 都 收敛 于 环 , 则 称 X, W t BR convergence in 
law) 于 X, 记 作 


law 


X, — X. 
定义 32.2.2 ” 设 随机 变量 序列 {X,1t==1,2,…}, 若 对 任 给 
的 s,09>0, 存 在 一 个 nm(s,6) 使 得 Vi 
PAX- XI > < š 
成 立 , 则 称 X, 依 概率 收敛 (convergence in probability) F X, iË fE 


b 
x, >> x. 


EX 32.2.3 设 随 机 变量 序列 {X,1t 二 1,2,…} 具 有 二 阶 
EE 
lim E(X, — X)! (X, —X) = 0, 
则 称 X, 均 方 收敛 (convergence in quadratic mean) F X , i fE 


x, *> x. 
ЖХ 32.2.4 设 随机 变量 序列 {X11 二 1,2,…}, 若 对 任 给 的 
e,6>>0, 存 在 一 个 t (e,0) ,使 得 V1>to 时 有 
P(| X, — X| <e,Vi>t)>1-6 
成 立 , 则 称 X, 以 概率 1( 或 几乎 必然 ) 收敛 (convergence almost 
surely or with probability 1) F X, i fE 
x, — x. 
定理 32. 2.5 ”对 上 述 几 种 收敛 的 关系 有 如 下 结果 ， 
° 692 • 


(1) 依 概率 收敛 的 随机 序列 X, 则 必然 依 分 布 收敛. 

(2) 对 均 方 收敛 的 随机 序列 X, 则 它 必 然 依 概率 收敛 . 

(3) 依 概率 1 收敛 的 随机 序列 X, ,必然 依 概率 收敛. 

(4) 均 方 收敛 不 一 定 依 概率 1 收敛 ;而 依 概率 1 收敛 也 不 一 
定 均 方 收敛 . 

定理 32.2.6 弱 大 数 定律 (weak law of large numbers) 设 
不 相关 随机 序列 {X,|1t: 王 1,2,…} 具 有 公共 的 一 阶 , 二 阶 中 心 矩 w 
ME 


则 
my — и. 
定理 32.2.7 强大 数 定律 (strong law of large numbers) 
设 {X,|t==1,2,…}) 是 独立 同 分 布 (i.i. d. ) 的 随机 变量 序列 且 均 值 
Ж u<, Д] 
аер, 
其 中 mw 的 定义 同 定理 32. 2.6. 
定理 32.2.8 中心 极限 定理 (central limit theorem) 设 
{X1t==1,2,…} 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,具有 限 均 值 x 和 
320° iË 
Z= LY 
N =ч t и), 
则 
Z, SZ~N(0,0). 
定理 32. 2.9 Frechét( Е 设 (X,11=1,2,…} 是 
依 概 率 收敛 于 随机 变量 的 序列 ,f(，。) 是 X, 的 有 理 函 数 , 则 


рхо 2 у. 
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32.3 估计 理论 


定义 32.3.1 设 数 据 向 量 y€ R ,参数 向 量 gE OCR ” ,# 0 

的 一 个 估计 8(y) 满 足 
E 0(у) = 6, 

则 称 ÔO) 5 0 的 一 个 无 偏 估 计 (Cunbiased estimator). 

这 里 的 EE 表示 条 件 均值 , 即 对 以 取 参 数 0 为 条 件 的 条 件 变 量 
y 取 均 值 .以 后 无 特别 声明 ,所 论 均值 均 为 这 种 意义 的 条 件 均值 . 
有 些 文献 上 误 用 记号 E 8(y) 表 示 这 类 条 件 均值 . 

定义 32.3.2 ШЖ 8 的 一 个 估计 8(y) 对 任何 其 他 估计 8(y) 
满足 

Е([0‹у) — Ө][#су) — 0]) < E{[6(y) 一 9][6(Cy) — Ө]}, 
则 称 0( y) E: 0 的 一 致 最 小 均 方 误差 估计 (uniform minimum mean 
deviation estimator). 

定义 32.3.3 满足 定义 32. 3. 2 的 无 偏 估计 8(y) 称 为 最 小 方 
差 无 偏 估计 (minimum variance unbiased estimator). 

定义 32.3.4 设 9 的 一 个 估计 8(y) 是 ?的 线性 函数 ,并 且 是 
最 小 方差 无 偏 估计 , 则 8(y) 称 为 8 的 最 优 线性 无 偏 估计 (optimal 
linear unbiased estimator). 

定理 32.3.5 设 {P。19E€ 8B) 是 密度 函数 族 ,8CR?”,yE R™ 
的 条 件 密度 记 为 P(y|9), 且 PP 具有 二 阶 导数 ,9(y) 是 6 的 一 个 无 
偏 估计 , 则 8(y) 的 协 方差 满足 

соу (у) > Mi 
上 述 不 等 式 称 为 Cramer-Rao( 克 拉 默 - 拉 奥 ) 不 等 式 (Cramer-Rao 
inequality). 其 中 
соу Су) =#Е{[#су)—Ө1][0су)—61]'}, 
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М: effa PUID ram вот, 


М, 称 为 Fisher 信息 阵 (Fisher information matrix). Me 的 逆 和 矩阵 
Ma' 称 为 Cramer-Rao F fi (lower bound). ЖН M6 满足 下 列 等 式 
м, =- p/n Ро 0 |. 
定义 32.3.6 设 8(y) 是 6 的 一 个 无 偏 估 计 , 若 其 协 方差 矩阵 
等 于 Cramer-Rao 下 界 . 即 
соу #(у) = Mi ， 

则 8(y) 称 为 8 的 优 效 无 偏 估计 (efficient unbiased estimator). 
定理 32.3.7 00у) 0 的 优 效 无 偏 估计 的 充 要 条 件 是 存在 
5 y 无 关 的 矩阵 4(9) ,使 得 
aln P(y | 0) 

30 


(32.1) 


4(6)[8(y) — 01. 


ENX 32.3.8 设 是 基于 数据 向 量 yx € R " 的 估计 , 若 
满足 


bs = 0, 
ДОО } 是 参数 真 值 0 的 一 致 估计 序列 (consistent sequence of 
estimators). 
ENX 32.3.9 i 0, 是 基于 数据 向 量 y. € R " 的 估计 ,车 
满足 


an 2950, 


则 称 {9 } 是 参数 真 值 6 HAt E. 
定义 32.3.10 给 定 一 个 函数 f:RYXR*-~R.b(y) 是 6 的 
估计 , 若 对 任意 其 他 估计 6(y) 满 足 
Пу) le 1707,0) |, 
则 称 8(y) 是 9 的 最 小 二 乘 估计 (least squares estimator) ,简称 
LSE ,一 般 记 做 
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#5 = 00у), 
其 中 Q 是 一 个 正定 矩阵 , | + |o 表示 以 Q 为 加 权 阵 (weight ma- 
trix) 的 范 数 , 即 
| x Ilo 70 х. 
EX 32.3.11 H(p 1001060) HERSE 0 上 的 密度 
族 ,8(y) 是 9 的 一 个 估计 ,9(y) 是 其 他 任意 估计 , 若 满足 
pO | < р(у| 0), 
则 9(y) 称 为 6 的 最 大 似 然 估计 (maximum likelihood estimator) , 
简称 MLE, 记 做 
bw = êy). 
定理 32.3. 12 最 大 似 然 估 计 的 不 变性 原理 (principle of in- 
variance) Ж ӨСӨСЕ”, Bu 是 9 的 最 大 似 然 估计 ,而 gC0) 是 9 
的 一 个 函数 ,g:8 一 ZCR"(n<p), 则 g Ôu) H gC9) 的 极 大 似 然 
估计 . 
定理 32. 3. 13 如果 存 在 6EBCR* 的 优 效 无 偏 估计 8(y)， 
MJ 8(y) 必 然 为 最 大 似 然 估 计 бу... 
定理 32.3.14 最 大 似 然 估 计 的 一 致 性 (consistency of 
MLE) #8, 是 基于 N 个 样本 数据 的 最 大 似 然 估 计 , 则 0, 几乎 
必然 收敛 到 参数 真 值 9, 即 
ө, = ө. 
定理 32.2.15 最 大 似 然 估 计 的 渐 近 正 态 性 (asymptotic nor- 
тану) 0, 是 基于 N 个 样本 数据 的 最 大 似 然 估计 , 则 bx {К 
分 布 收敛 到 一 个 正 态 变量 , 即 对 Ө, 和 参数 真 值 8 有 
VN @, —0) 2 Bp ~ NO.M2), 
其 中 М, 是 Fisher 信息 阵 Me 的 平均 值 , 即 有 
М, = NM.. 
定义 32.3.16 设 随机 向 量 XX 的 概率 密度 为 p(x) , 则 X 8938 
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(entropy) 定 义 为 
Hx =— E[ln p(X)]. 
例 32.3.17 考虑 具有 Gauss 分 布 的 随机 向 量 XER", 其 协 
方差 阵 记 为 互 ,均值 为 上 , 则 其 对 数 似 然 函数 为 
ln р(х) = - 1» 02) – 1 У) 
0а) кв), 
则 X BJ 48 9 
H, =—E [ln p(X)] 


1 1 1 To -1 
于 ут In (20) — 9а (det 0) — (КЮТЕ ОХ т] 


ут Їп Oon (det 20-305 ЕГО )0Х—)7 7) 

=m In @z+1) адет ®). 
其 中 tr( ARRE РЕК. 可 进一步 证 明 ,Gauss 分 布 的 变量 具 
жах. 

定义 32.3.18 设 随 机 向 量 XX 的 真实 分 布 密度 为 p(x), 而 
g(x| 旭 为 所 。) 的 估计 函数 , 且 满 足 密度 函数 的 性 质 ,6E R” 为 真 
实 参数 , 且 

p(x) = g(x | 0), 
则 称 
ICx,g(°|0))= E(In p(X)}—E{ln д(Х | 0)) 

为 Kullback-Leibler 信息 量 (K-L information теазиге). 

定理 32. 3. 19 Kullback-Leibler 信息 量具 有 如 下 性 质 ; 


р(х) 


dx, 
zal® 


(1) IC(p,g(*| o= [род 


(2) ICp.g( + 10) )220. 
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注 32.3.20 定理 32.3.19 的 证 明 要 用 到 一 个 重要 的 不 等 
式 一 一 Jensen 不 等 式 (Jensen inequality). 现 给 出 如 下 . 
Ха “ВЕ, f(，) 是 一 个 实 的 下 凸 函 数 , 则 
f(EX) < E{f(X))}. 


32.4 有 关 蒜 论 的 几 个 结果 


定义 32. 4.1 考虑 一 个 概率 空间 (Q,.w;p) ,其 中 样本 空间 Q 
是 一 个 非 空 集合 . 是 Q 上 的 一 个 -代数 子 集 ( 事 件 集 ), 设 
{Ai1tET) 是 一 个 o- 代 数 序列 ,并 且 满 足 : 

(1) AC 4,t€ T; 

(2) А,СА, ,2<5; 
则 称 {A,} 是 递增 c- 代 数 序列 (increasing sequence of c-algebra). 

定义 32.4.2 考虑 一 个 随机 过 程 xC BA € T} 是 样本 
空间 Q 上 的 一 个 c- 代 数 序列 ,如 果 xa) E A, 可 测 (measurable) 
(对 一 切 局 , 即 对 一 切 夺 有 

卫 {x(Ct) | А,}= x(t), 

则 称 过 程 {x(#)} 是 {A,} 适 应 (adapted). 

REKE 1A,) 是 条 件 均 值 ,或 理解 为 正 交 投影 .适应 的 概 
念 是 指 用 A, 中 的 信息 可 以 完全 确定 x (2). 

定义 32.4.3 在 概率 空间 (Q,.Y,p) 中 给 定 一 个 递增 的 o- 代 
数 序列 {A,1tET} ,车 随机 向 量 序列 {s(t)} 是 {A,}) 适 应 ,并 且 对 一 
切 上 满足 

Et{s(t) | A.) = 0, 

则 称 {s(t)} 是 一 个 新 息 序列 (innovations sequence). 

定义 32.4.4 设 {X()} 是 一 个 随机 过 程 ,{A,|iE IT} 是 概率 
空间 (Q,4,p) 中 的 -代数 序列 , 若 满足 : 

(1) {A,} 是 递增 的 ; 
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(2) (XOA EM, 

(3) E( || ХС) || )< со; 

(4) X(s)=E(X(01A,,s<t); 
ДОХ ЕТ (А, ) KB martingle) GREH). 

又 若 条 件 (4) 变 为 

(4а) X(s <Е( ХОР) |А, ,5<0) 
时 , 则 称 {X(CD) УТСА, BJ F$; ПС) 

Ub) ХО) 2Е(ХО) |А, ,5<2) 
时 , 则 称 {X() 3593 IA, ЕФ. 

定理 32.4.5 Doob( 杜 布 ) 分 解 定 理 {X(t)} 是 关于 {A,} 的 
下 鞭 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 关于 {A,} BDE OO) 和 一 个 正 的 递 
增 序 列 {Z(z) } 使 得 

Ха) = 20) + Xto. 

Ж 32.4.6 ШХО) 3 T IA, АТ, 是 定义 在 R 上 
的 一 个 递增 下 凸 函 数 , 则 {f(X(z) ) } 是 关于 {A,} 的 下 款 . 

定理 32.4.7 设 {X(z)} 是 关于 {A,} 的 标量 著 , 对 一 切 i 成立 
ЕХО |?) «оо, ДЕЕ КАЖА Я ЗЕН ВЕЛЕ x 使 得 : 


(1) хо) X, 


(2) yG) x; 

(3) х0) =Е(Х|А,) (对 每 一 个 D. 

上 述 定理 称 为 鞭 ( 标 量 蒜 ) 的 收敛 定理 ,并 且 可 以 推广 到 向 量 
著 的 情形 . 

定理 32.4.8 设 {X(1)} 是 关于 {A,} 的 向 量 拷 ,对 一 切 t 成立 
ПЕСХО) ХТС) | < оо, 则 存在 一 个 具有 有 界 协 方差 的 随机 向 
量 X, 使 得 

(1) Xt. x; 


(2) xw 5x; 
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(3) Ха)=Е{Х|А,}) О t). 
ЖЕ 32.4.9 (200) A, 38 2 BJ 3 EFA, E 


20) = D SPOE),  n= 1,2,6, 
tel 


200) = 0, 
500 = У) 
k=1 


其 中 v, 是 非 负 定 对 称 阵 ,{S(2)} ÆA) 适应 ， 


E{ DS (DOs(DsTCDOS- (D) | <=, 
t=1 
lim $7!'(n)¥y, = 0, 对 一 切 k, a.e.w€ Q, 


> 157 (п), || < со, 对 一 切 n, a. e.o € Q, 
k=1 


则 : 
(1) {7(л)} #8; 
(2) Zin) 均 方 收敛 且 几 乎 必然 收敛 ; 


(3) 87 (т) Уук) 二 0. 


‘=l 
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зз ”连续 线性 系统 


33.1 引言 


连续 线性 系统 属于 常 微分 方程 的 范畴 ,有 关 线 性 系统 的 解 , 解 
的 结构 与 性 质 等 概念 , 均 可 参见 本 卷 第 21 一 26 章 . Ж ЖК у ДЕН 
阵 指数 、 传 递 函 数 阵 、 可 控 性 与 可 观测 性 等 基本 的 结果 . 


33.2 连续 线性 系统 的 数学 模型 


33.2.1 线性 系统 建 模 


(1) 机 械 振动 系统 

考虑 图 33.1 所 示 的 机 械 振动 系统 ,A: ,ks 表示 两 个 弹簧 的 弹 
性 系数 ,mi m 为 质量 ,Ci,C; 为 摩擦 系数 ,Cs 为 阻尼 系数 ,/ 为 
外 力 . 指定 m 的 速度 作为 本 系统 的 输出 ( 量 ) ,建立 该 振动 系统 的 
数学 模型 . 


图 33.1 


解 首先 ,该 系统 有 两 个 弹簧 与 两 个 质 块 ,共有 4 个 储 能 元 
件 , 其 数学 模型 一 般 应 是 一 个 四 阶 系统 . 
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引入 记号 :mw 为 m 的 速度 ,mw 为 m 的 速度 ,fi 为 1 的 弹性 
力 ,fi, 为 有 的 弹性 力 ,于 是 阻尼 器 C, 之 阻尼 力 为 C, (ио), 
m m 所 受 摩 擦 力 分 别 为 Civ K Соо. m 及 m, 的 加 速度 分 别 
5%, K o, ，, 按 受 力 分 析 可 得 
тут, +C, +f, +С био) =, 
m; Tm; + fi, =C; Соо). 
再 引入 变量 
Zi 一 Wi， Iz= V» 
z=f,, a= fa. 
考虑 到 弹性 力 f, K fi, 应 分 别 与 mi 及 m, 的 位 移 成 正比 ,两 个 位 
移 量 又 分 别 为 相应 速度 的 积分 ,因此 有 


fu Skivi» Jf. =. 


最 后 得 到 如 下 模型 : 
C +С; Сз 1 0 1 
x, т\ т\ т Tı =< 
m 
22 Сз с. +С 1 | |22 
Б EK kar as оа 十 | "0 |А 
тз T3 0 
РЯ k, 0 0 0 r, Н 
0 k, 0 0 
由 于 指定 m 的 速度 v 为 输出 , 记 у 为 输出 变量 , 则 
(х\ 
т? 
y=(0,1,0,0) ° 
23 
ха 
(2) 双 水 箱 系统 


考虑 图 33. 2 所 示 双 水 箱 系统 ,水 箱 工 的 注入 流量 为 x(2) ,水 
位 为 xi (2 ,水 箱 开 的 注入 流量 为 v(z) ,水 位 为 z, (1) ,排出 流量 为 
YO ,两 水 箱 水 平 截 面积 均 为 C, 排 水 阻尼 系数 均 为 R, 取 и) 
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输入 量 ,y(z) 为 输出 量 ,建立 该 系统 的 数学 模型 . 
Ж ”对 于 水 箱 工 有 
cdzi=(u(t) —v(t)) dt, Шш 


© = ра), 


即 有 
ch роуа). 
ЖЯ 
т о у= т. 图 33.2 
最 后 得 到 该 系统 的 数学 模型 为 
La 1 
(2)= а (2) E uw, 
т 21 — ¿blia 0 
Rc Rc 


33.2.2 状态 空间 模型 


描述 连续 线性 系统 的 一 类 数学 模型 是 如 下 形式 的 状态 空间 
模型 (state space model) 
xGO=AG)x+B(Ou(0O, 
y(t)=C(Dx 
其 中 x(1) € R" 为 状态 变量 ,u(1)E RR 为 输入 变量 (控制 变量 )， 
y(1) ER" 为 输出 变量 .上述 模型 中 的 第 一 个 方程 称 为 状态 方程 ， 
第 二 个 方程 称 为 输出 方程 (观测 方程 ). 
又 车 这 一 模型 中 的 矩阵 AG) ВО) ,C(1) 均 为 常量 矩阵 时 , 称 
该 系统 为 线性 时 不 变 系统 (linear time-invariant system) ,也 称 线 
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(33.1) 


性 定常 系统 (linear stationary system). 
33.2.3 输入 输出 模型 


只 描述 系统 输入 输出 关系 的 模型 称 为 输入 输出 模型 (input 
output model). 输入 输出 模型 一 般 有 两 类 . 
第 一 类 是 如 下 形式 的 高 阶 微分 方程 模型 (定常 系统 ) 
y FA yU А y Ay 
=Biu U +. LB, u +B,u, (33.2) 
其 中 y=y(1) ER” u=) ER ,依照 输入 变量 ,u(t) 和 输出 变 
Жу rm 等 于 1 或 大 于 1, 分 别称 为 单 输入 单 输出 、 多 输 
入 单 输出 、 单 输入 多 输出 和 多 输入 多 输出 系统 . 
第 二 类 是 如 下 形式 的 非 参数 模型 , 称 为 权 函 数 模型 . 


уч) [aa Dude = | hout т)ат, (33. 3) 
° ° 


其 中 
һа) = УНС) ), (33.4) 
Ну) © IHA ST 十 A) 
(Вуз + dB, 154 В,), (33. 5) 


H(s) 称 为 传递 函数 阵 (transfer function matrix),s 为 Laplace 变 
换 的 复 变 量 ,h(7) 称 为 脉冲 响应 函数 (m Xr ЖШ). 
为 说 明 脉冲 响应 函数 ,以 下 给 出 脉冲 函数 (标量 形式 ) 的 定义 


和 性 质 . 
定义 33.2.1 设 
( т т 
TO ЭЕ" 
8.0) = 4 
т 
Ë РА 
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则 称 极限 до = lim 0.00) 为 单位 脉冲 函数 , 常 记 为 5- 函数 . 9 - 函 
数 具有 如 下 性 质 ，” 

а) Г awa =1; 

(2) 对 连续 函数 fO 有 

Голого = 0). w. de = RO: 


在 模型 (33. 2) 中 取 标 量 函 数 形式 (输入 及 输出 变量 ) ,并 令 uu) = 
900), BIA 


уч) = [лова —=)4с = h(t). (33. 6) 
因此 ,脉冲 响应 函数 即 是 系统 (33. 2) 对 单位 脉冲 输入 的 输出 . 


33.3 ”时 变 系统 的 解 


考虑 线性 时 变 系统 状态 方程 
x(t)=A B š 
[х0 (ха) + B(t)u(t) (33.7) 
|50) = x, 
和 相应 的 齐 次 方程 
ха) = AW) xlt), (83.8) 
X(to) = xo. 
Z AG) 在:€ TC R 时 绝对 可 积 , 则 (33. 7) 的 解 可 表示 为 
x(t) = 四 (tto)xo， (33.9) 


Ж n Br ФС, t) 称 为 状态 转移 阵 (state transition matrix), 
它 满足 
Ф(1,1,) = AOC, t), 
Ф‹ь.ь) = L. 
状态 转移 阵 OCG, t) 的 性 质 : 
(1) Фа.) а], НФ (t,t) = ФО, +t). 


(33. 10) 
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(2) Viti t € Т, фть) = Bb) Dt to). 
(3) Zous) =— Фи» s)AC). 


(4) 如 系统 
ха) =A (ха), 
xlt) = хо 
的 状态 转移 阵 为 y(z,s) , 则 
w(t,s) = Ф" (5.1), 
其 中 OG.) 为 方程 (33. 7) 的 状态 转移 阵 . 而 方程 (33. 10) 称 为 方 
程 (33.7) 的 伴随 系统 (associated system). 


(5) Fdet ts) = [tr AG) ]det Bi,s). 


(33.11) 


O ж V: € TC R 存在 实数 天 使 得 ПАО | < K, M| 
V:>s# 
| @(t,s) | <<ехр{К(а—)}. 
方程 (33. 7) 的 解 可 表示 为 


х0) = Фа) 十 BC Do Bu dr 


= Фал), +Í DU BO uD dr. (33.12) 
KJ 
对 于 状态 空间 模型 (33. 1) , 常 记 为 S(4,B,C) ,其 解 可 表示 为 
y(t) = CAOC, to) Xo +co f Ø(t,t)B(r)u(r)dr. (33.13) 
° 


上 述 解 的 表达 式 中 , 右 端 第 一 项 称 为 零 输入 网 应 (输入 为 零 时 ) ,第 
二 项 称 为 零 状态 响应 (以 0 为 初始 状态 的 系统 对 输入 ис) 的 响 
应 ). 零 输入 响应 是 初始 状态 的 线性 函数 , 零 状态 响应 是 输入 的 线 
性 函数 . 
引用 у.б) 表示 零 输 入 响应 ,y., (т) 表示 零 状态 响应 , MUJ 
(33. 13) 中 的 零 状 态 响 应 是 
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y. G) = [ CGO)@(t,r)B(r)u(r)dr. (33. 14) 
引入 矩阵 记号 


Се) DT Вт), t> т, 
H(t,t) = | (33.15) 
0, t< cr, 
ЖФ Нат) € R”, W ya 又 可 记 为 
y. (t) = f H(t,t)ulr)dt, t> b. 
将 输入 取 为 如 下 形式 的 脉冲 信号 
ult) = ed(t— т), (33. 16) 


其 中 e € R "是 第 i 个 分 量 取 1, 其 余 分 量 为 零 的 向 量 .对比 输 入 的 
零 状 态 响应 在 上 < rz 时 为 0, 而 当 上 二 r+ 时 为 


уш) = [ CB IBG Ne dt — Dd = НО, оде. 
(33. 15) 式 所 示 НО, т) 称 为 该 系统 S(4,B,C) 的 脉冲 响应 矩阵 


(implus response matrix). 
Ж 33.3.1 AG) 在 [to,t] 上 连续 , 记 
М, = I 


м4) = + [| AGM, (о), k =1,2,=, 


则 序列 {Mi (2,00) H k — сс 时 一 致 收敛 于 OU, to). 
利用 上 述 定理 还 可 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 33.3.2 EAW 与 | 4(Ddr 可 交换 (commutative) , MJ 
Ф(1,1,) = ер f Adr], 
33.4 ”定常 线性 系统 


考虑 如 下 定常 线性 系统 S(4,B,C) 
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x(t) = Ах + Ви(1), x(&) = Xo, 


(33.17) 
y(t) = Сх, 
其 状态 转移 阵 为 
Фау) = ео, (33. 18) 
而 系统 的 解 可 表示 为 
хб) = Ao yo +Í e= Bu (z)dr, (33.19) 
y( = Сеч y, +cf e" Bu (z)dr 
Ey GO H ys. (33. 20) 
对 该 S(4,B,C) Ж Laplace 变换 可 得 到 
X(s) = (CT 一 4)-BUC) + GI — А) xo» 
{ DDS А ° (33.21) 


Ү(5) = CGsI — А) 'ВО(5) + CGsI – А) xo. 
这 里 与 (I -A 有关 的 4 个 矩阵 的 意义 是 : 
(1) GsI—A)'1; n X n ЖЕ. ВЖИ xo 对 хб) 的 影响 . 
(2) (51 — А) B; nX rE HRA ua) Хх) 的 影响 . 
(3) CGI — A): mX n 4ER, ЕИН xo 对 уб) 的 影响 . 
(4) CGI1—A) B: mX r Е А u(r) 对 输出 yp) 的 影响 . 
称 (4) 中 的 CCI 一 4) 一 了 3 为 该 系统 S(4,B,C) 的 传递 函数 阵 ， 
(transfer function matrix) , 记 作 
H(s) = С(51 — А) В. 
对 任意 可 逆 阵 T, 取 变换 


可 得 到 


ЖФА = ТАТ, В = ТВ, С= СТ, Д) $СА,В.С) 称 SCA,B,C) 
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的 代数 等 价 系统 . 代数 等 价 系 统 具 有 如 下 性 质 : 
(1) 系统 特征 值 ( 即 状态 矩阵 A) 相同 ; 
‹2) 传递 函数 阵 相 同 . 
(sI А)" 的 计算 


ога) = 2004). (33.22) 
记 
det(sl — A) 一 +a,s™ 十 … 十 ais 十 av， 
adj(s[ — A) = Rs 一 十 … 十 Rs 十 及 ,， 
则 计算 R... R, 及 系数 ai,…，,av 的 公式 为 
R = I, 
R, = AR, +а,1, 


R, = AR +a, 11, 


R, = АК, +a, L. 

аре + (AR), = 1,2,1, 
递 推 计算 程序 为 Ri 一 a1 一 R, — aç — Е, — a, — R,. 最 后 
Заа, 及 Ri，…,R, ҖУЯ A (sI — A) HHY det( sl —A) Ж 
adj(sI — A) BI EJ 9057-4). 本 计算 方法 与 4 的 特征 值 无 关 ， 
易于 在 计算 机 上 实现 . 


33.5 е“ 及 其 计算 


和 矩阵 函数 e* 具有 第 31 章 中 关于 矩阵 函数 的 全 部 性 质 , 并且 
© е“ 的 计算 可 以 按 第 31 章 中 矩阵 函数 的 任何 一 种 标准 形 进行 实 
现 .本 节 内 容 对 ex 的 性 质 及 计算 进行 补充 和 具体 化 . 
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е“ 的 性 质 : 
(SeN iE ii 
(2) e* nj. Н (е^) = e“, 
(3) е“ БА 可 交换 . 
(4) 对 任意 可 逆 阵 工 均 有 T-iexT = ехр(Т САРТ). 
(5) 当 且 仅 当 4B = ВА 时 e°: = ее, 
(6) ФА 为 对 角 和 矩阵 , BD A = diag A... ,4,), 则 e* = 
Фіар(еч' ,ex',… se"), 这 里 1,…,4, 中 可 以 有 重 根 ， 
(7) 若 4 为 单纯 矩阵 ,其 2 个 线性 独立 的 特征 向 量 排 成 的 矩阵 
为 已, 则 
e“ 一 了 Pdiag(ea es )P 7, 
其 中 心 ,…,， 为 4 的 nn 个 特征 值 (可 以 有 重 根 ). 
(8) 若 4 的 分 块 形式 为 
А = diag(Al ,A,,…A,), 


则 
e“ 一 diag(e^' ,es ,e+ её"). 
(9) ЖА 为 Jordan 矩阵 , 即 
A 1 0 
А ы 0 à 和 
; 3 
0 0 . À 
则 
n=l 
hoat GDI 
1° 
веј 1 CEHJ 
о 0 1 
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则 


用 Jordan 标准 形 计算 e“. 
设 A 的 Jordan 标准 形 为 了 = ТАТ, 


J. 


J. 0 ... 0 
0 J, … 0 К 
НИЕТТЕ 
0 0 J; ] ы 
Ja 0 0 
0 Ja 0 з 
š . . Dm = ni i= 1,,s 
: : i=l 
0 0 Jis, m;Xm, 
2; 0 i 
0 A, 0 Улу =m; 
: 1 了 一 1，…ai， 
0 0 Ài J apay 
e 0 0 
0 ем 0 
0 0 е^] en 
ent 0 0 
0 е 0 
š: . i=1,-,s, 
0 0 СДИ 


« a 


(n; — 1)! 
es'=e|0 1 š ,j= la 
$ 3 š t 
0 0 … 1 n; xm; 
用 Lagrange-Sylvester 内 插 多 项 式 计算 e*. 
Ж 4 的 最 小 多 项 式 为 


Pa (A) = (АА) 2402. — 40%, 


i=} 
ЖФА, А, ЖА 的 相 异 特征 值 , 则 
s dy 
e = У) У\а (Аг АГ)! ф,(А), 
k=1:-I=1 
def m (À) 
па) # = aAA Aha ° 
Q la) Q = ls 
1 Га (Q — 40.11 
ы; amla PA ° ) ш 


k= 1,°°°,5; L= 1,,d,. 


特别 地 , 当 4d; = d, =з = d, = 1 (т = s) ЎВО n = s 
时 ,有 


e“ = DMFA), 


ко = 401, 


这 


用 有 限 项 级 数 计算 e“. 
设 4 的 相 异 特征 值 为 *,,… ,4,, 则 
e“ =a, I+ аА + Han At)”, 
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Hh m Ždeg (4), a ,am van_; 由 下 面 mm 个 方程 确定 


e = a Бал + фа, АТ, 

teh! = а, + 20А, + +++ (m — 10а, АТ? 

m le = (d, — 1) 10, pep roD Ar- 
‚= 1 1041-1 (т а,)! Cm—D M ， 

e = а Бал, е +a, ArT, 

ем Ку, 了 

t = (d. — l)!'a,- + +41 аА: 


Дф ded, 为 4 的 最 小 多 项 式 如 CD) h & Ë T 06 3 38. Н 
Уа = m. 特别 地 , 当 d, 二 … = d, Е ва. 
ani 的 m Z 8 28 GX m = s) 

e= ajak +a an, 

e = a ад + аА, 


е = a, аА, + аА. 
当然 ,也 包括 n = s 的 情况 ,这 时 只 需 将 m 换 为 n 即 可 . 
A 具有 复 特征 值 的 情形 
ЖА € RO” 有 复 特 征 值 , 则 复 特征 值 必 然 以 共 思 形 式 出 现 ， 
EHR A 时 为 避免 复数 计算 ,给 出 以 下 公式 . 不 失 一 般 性 取 4 为 


G о 
a a 
uh w € R, АСА) = a ow, 1 = 1, 
cos ot sin wt 
ем == Í ) 


一 Sin of cos mot 
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特别 地 , 当 c = 0 时 
cos ot sin wt 
== (` sinwt cos а) 
定理 33.5.1 Putzer 定 理 设 4AER”' 的 全 部 特征 值 为 
A ,hs ,A,( 其 中 可 以 有 重 根 ), 定 义 4 的 多 项 式 序列 (pi(A4)) 
如 下 
bo (A) = L, 


ҺА) = T[(A 一 MD， k=l, n, 
К 
则 有 


еч = У) т. (Op (A), 


其 中 标量 函数 rC). r, (O 由 下 述 线性 微分 方程 组 递归 解 出 
пй = Ат), т00) = 1, 
355 一 Аат (DHr, та 00) = 0, 
k=1,2,. ,nl1. 
定理 33.5.2 若 4E R” Юп 个 特征 值 均 为 *, 则 


= A—A1):. 
定理 33.5.3 ї#л>3,АЄКВ”" 具有 两 个 不 同 的 特征 值 *， 
与 ,其 中 是 nn 一 1 重 根 , 则 


Àt 
= ex =. 
еч = е УРИ мр [б ерус 


k=0 


п-2 
еб’ Га š Б 
у ра) Ja kDa. 


用 Laplace ЖЖ е“. 
e“ = 2 ((s1—A)”), 
Tü (sI — A)" 可 按 (33. 22) 式 中 的 方法 计算 . 
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计算 e* 的 数值 方法 

4 A 的 阶 数 较 高 时 ,用 前 面 的 解析 方法 计算 e* 是 困难 的 . 这 
时 往往 需要 用 数值 方法 .这 里 推荐 两 种 数值 方法 . 

(1) 级 数 截断 法 

根据 精度 要 求 , 取 足够 大 的 M 进行 如 下 近似 计算 


Мо. 
e“ ax > А? 
(2) Page Ж ЕЁ 
е^“ 的 (p,q)Page 逼近 公式 为 
е^“ az R, (At) = [Dp (Аг) 1 N, (At), 
其 中 


def È (+9 ір! 1 
D, (At) => Gepe po 


‹ 
p+gq— 0191 i 
Ny (At) => i Аг), 


ЖИЕ R, (Аг) 有 
Ri (At) = (二 学 ) (1+4). 


2 2 
Ra (At) (1 мү лг а 
Rean = (1-4 У ++ 992) 
计算 e* 的 例 


(1) 设 二 阶 方 阵 A 的 两 个 特征 值 均 为 1, 求 e“. 
解 ” 先 用 定理 33. 5. 1. 
е“ = r. (p (A) +r, p (A), 
na) = Ат (0), ri (0314 
ra) = Arat) +r (0), r 00) = 0. 
RI na) = еч, (t) = te*. 另 外 又 有 
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(А) = 1, р(А)=А—11, 
因此 e* = e (1 —At)I + eA, 
对 此 例 , 若 用 定理 33.5. 2 更 为 方便 . 


1 k 
# ASYA sy Si > А жб 
еч = е Уна АЭ) = eI + te СА А), 


一 ex(1 一 Mt)T 十 texA. (33. 23) 
D 设 二 阶 方 阵 A 有 两 个 相 异 特征 值 *, A R e". 
f ”此 题 可 用 多 种 方法 求解 . 我 们 用 Lagrange-Sylvester 内 插 
多 项 式 求解 ,可 方便 地 得 到 


e aet SESA. (33. 24) 
以 上 (33. 23) 及 (33. 24) 两 个 公式 可 以 直接 引用 . 
20 0) 
(3) 设 A= |1 2 一 1 RE e“. 
10 1) 


解 À =l, A = = 2, 此 例 符合 定理 33. 5. 3 的 条 件 ,于 是 
е^“ = ee[I+t(A—,D] 


Ft 


зе оос Ayt 
+a y r y] kD, 
0 0 0 0 0 0 
А — АІ 1 0 1|. (А— AD: —1 0 1|. 
1 0 一 1 一 1 0 1 
因此 得 到 
1. 20: 0 | 0 0 0 
e“ el 1 „ш ex)| 一 1 0 1 
t 0 1—t = 4 
0 0 0 
+е"|—1 0 1 
一 1 0 1 
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е-е 0 e 
3 0 0] 

(4) ЖА = |0 一 2 1|,Же". 
оа 1) 


Ш л =3,% =2,А, = 一 3. 
Ф H Jordan 标准 形 计 算 e* , 求 得 变换 矩阵 


1 0 0 
т= |01 1, 
0 4 一 1 
使 得 J = Т^'АТ. 
5e” 0 0 


e“ = Тент + 0 е“ +de™ е — e" 
0 lee) 4e+e* 
© 用 有 限 项 级 数 计算 e ,求解 ao,a ,oz 的 方程 组 为 (本 例 


m = 5 = n) 


e” = а, + За + 9a; , 
е“ = ao 十 2a + 40,, 


e“ = а, — За, + 9а. 


解 得 
-e+ 
ашалы, 
а = Те те + е" 


最 后 得 到 е“ = a; 1 + аА + a, A ,结果 同 前 . 
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Ф 计算 (一 4) 一 ， 


о 
тез 0 0 
i wad 5s—5 5 
аы, 5| aT GSDGTL3 
š 20 5s+10 
6—)(5+3) б6—2)(5+3) 
5 
=з 0 0 
1 1 4 1 1 
5 ° 5+3 5—2 +3 
A 4 4 4 | 
5 一 2 5 十 3 s—2 s+3) 


利用 e* = #7 (GI — A”) 得 到 与 O 相同 的 结果 . 
33.6 ”连续 线性 系统 的 可 控 性 与 可 观测 性 


考虑 连续 线性 系统 S(4(1) ,BG7) ,C(2)) 
xG = А(0х + Вибо), 
ya) = C(t)x. 
取 容 许 控制 u(t) ОСС (ө , T) ,使 状态 空间 中 的 点 x(z) 达到 某 
个 指定 的 状态 x' 0). 这 样 的 控制 u(z) 是 否 存 在 ?这 便 是 可 控 性 
(controllability) 问题 ,这 里 只 限于 状态 可 控 问题 . 

按 线性 系统 的 倒 加 原理 ,只 须 考虑 引导 x(t) 到 达 O 点 的 控制 
问题 . 

EX 33.6.1 若 系统 S(A(1),B(z),C(z)) 对 某 个 mp € T & 
x(t) = x ER",Il ETRu( € UCC (t ,T),f#d8 xG) = 
0, 则 称 状 态 x; 在 i, 时 刻 可 控 ,xo 称 为 可 控 状 态 . 若 Vx. € R" X 
一 结论 均 成 立 , 则 称 系统 S(4(z2) ,В(),С()) E t 时 刻 完 全 可 控 . 
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XË Vt € 工 这 一 结论 均 成 立 , 则 称 系统 S(4(1) ,B(z) ,C(t)) Ж 
T 上 完全 可 控 (completely controllable). 

可 控 性 的 性 质 

(1) # SC4(D),B(GD) ,CCGD)) E b 时 刻 完 全 可 控 , 则 可 控 状 态 
x, 可 表 为 


х, =—| BB (Wun) dr, 


其 中 @(1,to) 为 S 的 状态 转移 阵 . 

(2) 车 SC4A(D) ,BCD) CO) Eloi] 上 完全 可 控 , 则 V, > 
tis ts € Т,5 在 [t,tsj 也 完全 可 控 . 

(3) 可 控 状 态 满足 线性 性 , 即 当 xo 与 хо E] A Co t] 上 的 可 控 
状态 时 , Va 30 850, axo 十 Bxoz 也 必 为 [to,!] 上 的 可 控 状 态 . 

(4) SCAG) ,BCGD) ,C(t)) 在 [t,t] 上 所 有 的 可 控 状态 构成 状 
态 空间 XCR 上 的 一 个 子 空间 , 称 为 可 控 子 空间 , 记 为 
Xili t] HRA i FHEA: 

Ф Va#0 K Vx € Xtlt,t] VA ax, € Xt[Lto,t]. 

@ V xa € Xi[Lto st] K Xo € xë[t st] WUA (хы + xo) € 
Xt[t t]. 

(5) Хё[ t ЈЕ [Н] 5 SEn] ЕЙ ЖИГ == B), 
记 为 Xoli]. Æ Xoli t] 为 零 空 间 , 则 SAG), BU), CCD) 在 
[zu , 巩 上 是 完全 能 控 的 . LE Хь) = ХСЕ", WESEL t] 
上 是 不 可 控 的 . 

定理 33.6.2 SCAG), BCO) ,CU)) fE to 时 刻 完 全 可 控 的 充 要 
条 件 是 ,对 于 某 个 t > 如 ,使 得 矩阵 


def 


Мс 520) а еа, DBOB сое ао Dar 
为 非 奇异 和 矩阵. 
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Wc(te tir) 的 性 质 
(1) We lto ,ty) 是 对 称 阵 . 
(2) We(to ,ty) 是 非 负 定 的 . 


(3) само = A) Wc(t,t/) + Welt,t)AT (а) 


一 BCD)BT(CiD)， 
Wc(t/,t/) = 0. 

(4) Welta stj) = We lto st) + Bto st) Welt,t) DT (to ,1). 

定义 33.6.3 对 于 系统 S(4(1),B(z),C(1)) HRE x) = 
х 及 已 知 的 wz) ,车 存在 tj > t А8 x, ВЕН yG) м Є [n t J HE 
一 确定 , 则 称 状 态 xç Æ to 时 刻 可 观测 . 若 Ух € X, CCR", 都 有 上 
述 结果 成 立 , 则 称 系统 S(A4(1) ,B(z) .C(t)) E t, 时 刻 完 全 可 观测 . 
又 车 Yto ET 都 有 上 述 结果 成 立 , 则 称 系统 S 在 T 上 完全 可 观测 . 

可 观 性 系统 具有 类 似 可 控 性 系统 的 性 质 . 

定理 33.6.4 系统 S(A(1),B(t),C(1)) 在 时 刻 完全 可 观 
测 的 充 要 条 件 是 ,对 于 某 个 ij >t ,使 得 矩阵 


Wo (10 ,27) LG аа 


为 非 奇异 矩阵 

定理 33.6.5 系统 S(A(1),B(1),C(4)) 在 i。E€ 丁 完全 可 控 
的 充 要 条 件 是 存在 t; > tE ФО, DBO 的 行 向 量 在 [to,t1] 上 
线性 无 关 . S 在 t。€ 本 完全 可 观测 的 充 要 条 件 是 存在 ti >t ,使 
CHD) HIRERE] 上 线性 无 关 . 

定理 33.6.6 车 A(1),B(i)n 次 可 微 , 记 

po(t)= B(t), 

pi(t)=— A(t) pi (t) + Pi (0), i=l e,n—l, 

Q,(1) = (Pot), pi (4) ,p(t)), 
则 SCAG) ВО) CU) En .tr] 上 完全 可 控 的 充分 条 件 是 对 某 个 
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t€ [tr 使 得 
тапК@„() = n. 
Q. (t) 称 为 可 控 性 矩阵 (controllability matrix). 
定理 33.6.7 若 4(i),C()m 次 可 微 , 记 


$ (!) 一 C(t)， 
8,00) =S ODAO HS: (CD， i=1l,--,n—1, 
8,00) | 
8,00) 
К, (1) = š 
S,- (t) 


则 S 在 [t,tyj] 上 完全 可 观测 的 充分 条 件 是 对 某 个 1 € [ost] 
使 得 
rank R,(t) = n, 

R, (z) 称 为 可 观测 性 矩阵 (observability matrix). 

在 上 述 定理 33. 6. 6 及 定理 33. 6.7 中 若 把 4(i) BO) RAC), 
Со) 加 强 为 解析 函数 (和 撼 阵 ) , 则 相应 的 充分 条 件 变 为 充 要 条 件 . 

ЖЕ 33.6.8 考虑 如 下 两 个 系统 
x= Alt)x+B(t)u, 


у = Сах; 
z | =A (x —C (Du', 
` iiy = Box. 


S 完全 可 控 ( 完 全 可 观测 ) 的 充 要 条 件 是 .S” 完全 可 观测 (完全 可 
控 ). 这 一 关系 称 为 可 控 性 和 可 观测 性 之 间 的 对 偶 性 (duality). 

对 于 定常 线性 系统 ,A(1) = А, BU) = B, C) = C, 可 控 性 
及 可 观测 性 的 基本 判 据 有 如 下 结果 . 

定理 33.6.9 ”线性 定常 系统 S(4,B,C) ЕВ Є THET 
控 ( 完 全 可 观测 ) , 则 S 在 工 上 完全 可 控 ( 完 全 可 观测 ). 

由 于 定常 线性 系统 在 一 点 上 的 可 控 性 或 可 观测 性 与 包括 这 点 
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的 区 间 上 的 可 控 性 或 可 观测 性 是 等 价 的 , 以 下 便 简称 可 控 或 可 
观测 ， 

定理 33.6.10 S(A,B,C) 可 控 Se“B 之 行 向 量 线性 无 关 S 
rankQ, = 2 ,其 中 
Q. “(В,АВ.---,А" В). 

定理 33.6.11 5(А4,В,С) 可 观测 Се“ 之 列 向 量 线性 无 关 
€ rankR, = ni, 其 中 


CA™! 

推论 33. 6. 12 ”定义 矩阵 序列 {Q)， 

0, = (B,4B ,AIB)， k=1,2,.. 
i a 为 使 
rank Q. = rankQ.， 
成 立 的 最 小 整数 , 则 S 可 控 的 充 要 条 件 是 
rank Q, = n. 

其 中 a 称 为 可 控 性 指标 (controllability index). 

推论 33. 6. 13 ”定义 矩阵 序列 {R;}， 
С. 
СА 


сд 
设 8 为 使 
rank R, = rank Rg, 


成 立 的 最 小 整数 , 则 S 可 观测 的 充 要 条 件 是 


rank Ra = n, 
其 中 有 8 称 为 可 观测 性 指标 (observability index). 
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推论 33. 6.14 定常 系统 S(4,B,C) 完全 可 控 且 可 观测 的 充 
要 条 件 是 按 ,8 的 定义 有 
rank R, Qa = n 
成 立 . 


33.7 可 控 系 统 的 典范 形 


定理 33.7.1 ”代数 等 价 系 统 S 与 具有 相同 的 可 控 性 与 可 观 
测 性 . 

单 输入 (~ = 1) 系统 的 可 控 上 典范 形 (canonical form) 

(1) 典范 形 I 

考虑 可 控 系统 S(4,D) 

r=Axrtbu, ACR”, b€ R 
的 代数 等 价 系统 , 取 变 换 矩 阵 (x = T. x) 
Т, Ž(b,Ab,=,A™ b) = Q,, 


则 
Tı 8. 
S(A,b) — SẸ (AF ,bf), 
其 中 
0 0 0 一 Q 
1 
1 о 0 —а,-\ б 
A = : Б = =e 
0 一 az | 
0…… 1 —@д) 


而 aí a, 为 特征 多 项 式 det(sI — A) 的 系数 . Вр 
ps) = det(sI — A) = s" 十 as 十 … 十 ais 十 as 
SECAT DS) 称 为 典范 形 I. 
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(2) 典范 形 H 
设 己 为 顺 列 矩阵 , 即 
P (ее, a t e). 
取 变换 矩阵 (x = T, x) 


T, “Т.Р = (A"'b,A"’b,.….,b), 
则 


和 
5(А,Ь) — 5: (AF ,bs), 


其 中 
—a 1 0 0 O 


—a 0 h >, 0 0 

A=] ‚7 а= |е, 
: : 。 . 0 0 
一 al 0 1 1 


—a, `Q == 0 0 
5; (45 ,bs ) 称 为 典范 形 I. 

(3) 典范 形 Ш 

BERE Q 为 


ani ° а; а, 
定义 变换 矩阵 (x = Tx) 
а! а—2 
T, = T,Q = (DaA™ b, Уа", aob +aib,aob), 
j=l j=0 
Жж a, = 1, 则 
Т, я a 
S(A.b) — 5048,60), 
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其 中 


0 1 0 0 
0 
0 0 1 … 0 i 
А = х bí = = е 
0 
0 0 1 
1 
Eir anf ана 


(4) 典范 形 NA 有 个 相 异 特征 值 的 情形 》 

ЖАЄ R" 有 nn 个 相 异 特征 值 入 ，…, 和 ,. 取 Vandermonde 4E RF 
( 1 1 1 

Ao. „Же ж 

à$ л ... AÈ 


У = 


l 


P ЖУ зе А 
及 变换 矩阵 (x = Tx), 


T, #T,v, 
则 
T. к. ` 
S(A,b) 一- SE (AF b$), 
其 中 
[A 0 0 
е ИИ 
Aí = I Ы = Ve,» 
0 0 2, 
或 


SE CAE, bE) — SECAS БО). 
多 输入 系统 的 可 控 典 范 形 
当 多 输入 系统 完全 可 控 时 ,也 可 像 单 输入 系统 那样 化 为 相应 
的 4 种 典范 形 ,但 情况 要 比 单 输入 系统 复杂 得 多 ,并 且 这 时 的 典范 
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形 并 不 惟一 . 以 下 给 出 两 种 典范 形 . 

(1) 典范 形 1 

考虑 多 输入 系统 
х = Ах + Ви, 
у = Сх. 

Ў rank B = r, b, 为 B Жу 列 (j = loer Н o, (G = 
1,…,7) 为 满足 下 列 条 件 的 整数 组 

Ф@ов,>1,\у}; 

@ У = п; 

图 ЖТ, = (bi,Abi, An b,b, Ab... Ab), H 
det T; = 0, MI] 


S(A,B) > SE (A£, BE), 
其 中 


An А,, 
A£ = | 和 |; 
Ал Ar 
0 0 раї 
1 0 f 
А; = š : ‚ isler, 
о: 
0 1 : = а, а; х0; 
—аў 
— aï 
А = |; ,=r iA 
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B = (елы нёд, з" ед1), 


HP al Gj = l. ri k= 1,…,0,) 满足 


a 


АЫ, 一 一 УУ аА” ЛЬ, -一 五 入 Fatessa 


Е у=! 1 


def 


i=l 
а S0, а 2 Уа. i22, dn “п. 
=1 


与 单 输入 情况 不 同 ,这 里 的 典范 形 和 矩阵 AS 形式 上 是 不 惟一 的 
(о, 不 确定 ,at 亦 不 确定 ). 

(2) 典范 形 H 

设 顺 列 矩 阵 P 为 如 下 分 块 形式 


Р, 0 
Р= 
° P, 
0 1 
Р, = Н | б š = Lses yas 
1 (0 
取 变 换 矩 阵 (x = Tex) 
T, T, P 


= (A^ b eeb, A% b: see pbz, ,А Б, ,Ь,), 
则 
Te > s . 
(А,В) —> S$ (А; ,Bs), 
其 中 
Аң. *= Ду 
А sss А 


An ++ An 


“ЧОД 


0 
А» = i=l r 
x 1 
=ar 0 Jax 
— aš 
j 
А„= |} 10 ij= 1, j i 
= V jJ 


Bs = (ед ел, ev ›е„). 


33.8 ”可 观测 系统 的 典范 形 


与 可 控 系 统 的 典范 形 相对 应 ,可 观测 系统 亦 有 相应 类 型 的 典 
范 形 . 以 下 给 出 最 常用 的 单 输出 可 观测 系统 的 两 种 典范 形 . 

单 输出 系统 (m = 1) 的 可 观测 典范 形 

(1) 典范 形 1 


考虑 可 观测 系统 (А,В,С), 
{х = Ах+Ви, 
| = Cx, 


ACR”, B€ R”, C€ Re 
的 代数 等 价 系统 51 САТ. В! ,C?), 取 变换 矩阵 (x = T x) 


C 
def CA 
五 关 |в 
СА"! 
则 
T 
S(4,B,C) 一 = 5}(А?.В} ,C0), 
其 中 
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а= | А А 
0 0 .. 0 1 
аа а ра 
Сї = (1,0, ---,0). В! = Т.В. 
аза, 为 特征 多 项 式 det( sl — А) 的 系数 , 即 
WCs) = det(sl— А) 一 下 十 as 十 十 as 十 an 
51, (А1, ВТС) 称 为 可 观测 典范 形 I. 
(2) 典范 形 П 


BERE R H 
ау Qn-2 a 1 
an-z 
к= |: ， 
а, 
1 0 
BERERE = Tx) 
T, ТЕ. 
则 
5$‹А,В,С) © SA8, B,C), 
其 中 
[0 0 0 = 
1 0 0 —а,_\ 
A= Н ， 
0 一 az 
0 1 —a 


Ci= (0,--,0,1), B$= T,B. 
注 可 观测 典范 形 对 于 系统 的 状态 空间 与 输入 输出 模型 的 互 
相 转换 有 重要 作用 . 
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34 ”离散 线性 系统 


34.1 离散 线性 系统 建 模 的 例 
例 34.1.1 考虑 投资 与 利率 的 经 济 模型 问题 

假设 D 为 每 月 投资 额 (常数 ) ,可 视 为 在 银行 的 存储 ;为 每 月 

的 利率 (常数 );P 为 前 个 月 内 的 积累 . 则 十 1 个 月 内 的 积累 应 为 


Pt = (1+ DP, + D, 


(34.1) 
相应 的 齐 次 方程 为 


Pea —(I+DP, 一 0 


(34.2) 
解 可 记 为 


P, = Р„(1+1)*. 
可 以 用 递 推 (迭代 ) 法 求解 : 


Р,= (1+ DP, + D, 
P,= (1+ DP, + D 


= (I+D'P +(I+ DD+ (1+ D°D, 


k—1 
P,= (+ D'tP, + > 1+ D:D. 
Б Р, = D.W 


k 
P.= DQ+Di 
i=0 


k+l 
= ptT, 150 
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01 34.1.2 鱼池 模型 

鱼 的 生长 过 程 分 为 卵 期 .鱼苗 期 .成 鱼 期 3 个 阶段 . 为 简单 起 
见 ,假设 每 阶段 为 期 一 年 ,每 年 投入 鱼池 的 饰 数 取 为 系统 的 输入 ， 
每 年 从 池内 捞 出 的 鱼 数 视 为 系统 的 输出 . 第 & 年 的 输入 和 输出 分 
ANECA uk) 和 y(k), 第 年 的 鱼苗 数 记 为 X,(k), 鱼 数 记 为 
X: (k). 并 进一步 假设 : 

(1) 来 年 的 鱼苗 数 是 上 年 鱼 所 产 卵 数 a, X, (h) 与 投入 池内 的 
卵 数 biru (k) 之 和 ,再 减 去 被 鱼苗 吃 掉 的 卵 数 a, Xi(A), 即 有 

Xi (6+1) =—а,Х,(#) +a,X, (k) Би). 

(2) 来 年 的 鱼 数 是 上 年 鱼 的 残存 数 as Xo Ck) 加 上 鱼苗 的 成 活 

数 cs X, (&), 即 有 
Xs(k+1) = a, X, (k) +a, X, (b). 
(3) 每 年 捕捞 鱼 数 与 池内 存 鱼 数 成 正比 , 即 
yk) = с. X, (В). 

以 上 а, saz азза, sbi: 均 为 比例 系数 (常数 ). 最 后 所 得 鱼池 

模型 为 


эл рн “ү 人 


Juw, 
Х,(#+1) Xæ) \о 


аз a, 


k) = (0 j. 
У a a х, (руле 


该 模型 可 用 来 预测 和 控制 鱼苗 和 鱼 数 . 
34.2 Z 变换 


ЖУ 34.2.1 (200) | k= 0,1,2,…} 及 复 变量 z, 若 存在 
R> 0,fë | z |> КЕ, 


44 


Хб) 2904200) = D rz 
k=1 
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收敛 , 则 称 级 数 的 和 X(z) = Z (z(k)) 为 序列 {zx(k)) 的 Z 变换 
` (Z-transformation). 这 里 规定 z(k) = 0 (k < 0). 
Z 变换 的 性 质 
(1) Z 变换 满足 线性 性 , 即 Yab EC, 
Y laz(k)+ by(k)) =а®{х(®)} + ЬФ{у(®)}. 

(2) Z#(Z-!z=<(&)) = ZZ (z=(k)) = Z {x(k —1)). 

这 一 性 质 是 在 差分 方程 中 引用 Z 作为 向 后 单位 延迟 算 子 
(back shift operator) 的 依据 ,同时 将 Z 作为 向 前 单位 延迟 算 子 
(foreward shift operator). 例如 

Zz(k)=<x(k+1), 
Z :z(k)==(k—2), 
等 等 . 


"Ф 
(3) 设 {y(&)} = {0,*…,0,7(0) ,zx(1) (А), 


即 y(k) = Z™z (k) = x(k — m) , W) 
Z (y(k)) = Z” Z {x(k)} = Z"X (2). 
(4) МЕЖЕ mA 


Z {rk +m)} = Z"X (2) — У) Z'z(m— i). 
i=l 
(5) 卷 积 公 式 , 若 r) 与 y(k) 的 卷 积 为 


‚ 
200) жую © У) (ув i) 


k 
= 27z(k&— y), 
Ш 
Z (x(k) * у(®)} = X(z)Y(z). 
(6) 对 任意 正 整 数 m, 有 


Ф{#"х(Ю} = D"X(z), р = 


а= 
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特别 地 , 当 m = 1 Bf 
Z {kr (kh)) =—z 
(7) Va € C 均 有 
2410200) = Х(®). 
(8) AWEH) Ж k— со 时 {z()} КЖ, 
lim z( = lim(z— DX. 
Z 反 变换 公式 为 
z) EXC) = =$ ZIX(z)dz， k =0,1,2,, 
TI ЈС 
其 中 i 为 虚 单位 ,C 为 环绕 X(z) 所 有 奇 点 的 任意 正 向 闭路 . 
Z 变换 与 Laplace 变换 的 关系 
设 ха) 为 一 连续 函数 ,对 工 (1) 进行 以 了 为 采样 区 间 的 零 阶 保 
持 均匀 采样 , 即 在 上 = kT 时 , 取 xz() = z(kt), B të 
ITH =T), 0 过 :<T， 
以 {fzr(D | 1 二 kT,k = 0,1,…} 表示 采样 序列 


dX(z) 


dz 


2100 = PZT) – kT). 
k=0 
JR zr(t) 的 Laplace 变换 可 得 


Xr(S) = 912100) = L sa 


k=0 


= Jaanen 一 一 — Dar 55 
= X. 
上 述 最 后 一 个 等 号 用 了 记号 т, = х(ЁТ). 因此 ,连续 函数 的 零 阶 
保持 均匀 采样 序列 的 Laplace 变换 恰 对 应 它 的 Z 变换 (在 > = es 
意义 下 ), 参 见 表 341.1. 


。 • 


334.1 Z 变换 与 Laplace FRYME 


ль Zir] КО Flr] 
ó, 1 БО) |. 1 
Bian г" СО) е" 
L = КО) 二 
= 
n z 3 1 
а zei ag 
1 
k t = 
‚ 2 2 
k F, = 
| 
1 
4 a 
ka te ба)? 
2 
sat ге 
Ба Ре Са? 
N zsinw | w 
ARN кї — 2есозш+1 чаек = +a 
wk 一 zz 一 coamw) _ it Ak aen 
š 一 2zcoso+I | + 
| 
azsinw БЯ w 
a'sin ka S? azcosw + a? салат Стафа 


1, = 0, 
0,4550, 


1. = т. 
le = 156 = 0,1,2," 
0, 5 m. 


343 ”差分 方程 


离散 系统 (discrete-time systems) 是 由 差分 方程 描述 的 . 本 节 
给 出 线性 差分 方程 的 主要 结果 . 
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定义 34.3.1 设 kEN,a(k)ER(i=1,,.n),f(k) € 
R 为 给 定 序列 , 形 如 
alkyn) Фа (Юа п 1) + Ha, (ав) = f(k) 
(34. 3) 
的 方程 称 为 n 阶 线性 差分 方程 (linear difference equations). 当 
fck) = 0 WJ. 
z(k+n)+a(k)r(k+n—1)4+: +a,(k)z=(k)= 0 (34.4) 
称 为 (34. 3) 的 齐 次 方程 (homogeneous equation). 特别 当 a, (А) == 
ai 时 ， 
х(Ё#-+Еп) Ба х(6 фп 1) + Ба, x(k) = f(k) (34.5) 
称 为 线性 常 系数 差分 方程 ,相应 的 齐 次 方程 为 
alk+n)+airlk+n—1) + +a,z(k)=0. (34.6) 
若 有 序列 {z(&)} 代入 差分 方程 后 ,使 之 成 为 恒等式 , 则 称 k 为 
该 差分 方程 的 解 . 
一 般 解 法 
求解 差分 方程 的 解析 方法 有 以 下 几 种 : 
(1) 化 为 一 阶 差分 方程 组 求解 ( 弟 推 法 ). 
(2) 用 Z 变换 求解 ,主要 适用 于 常 系数 差分 方程 . 
(3) 特征 根 法 ,适用 于 常 系数 差分 方程 . 
差分 方程 的 Z 变换 解法 
对 常 系数 差分 方程 (34. 5) 的 求解 ,有 以 下 公式 
a(k) = Z-(X(z)), 


X(z) = 


F(z) = Z {fC(k)). 
特别 地 , 当 f) = biu(k-n—1)+ "+ b,u(k+n—m)(m < n) 
时 ,方程 (34.5) 的 解 为 


° 735 ° 


axlk) = X` {Х(=)}, 
十 … 十 bz 

XOD = ктт” 
U(z) = Z {uC(k)}. 

例 34.3.2 JH Z 变换 求解 下 列 差分 方程 
alk +2) 十 5z(R 十 1) +6200) = 1, 
tz(0) = 0, £C se; 

解 ” 对 方程 两 边 取 Z 变换 

z2X(z) 一 zr(1) 十 5=X(z) 十 6X(z) = =, 


2—1 


X(z) 


z 1 Л z 
z—1z +5z+6 ' z +5z+6 
1 gl ү ж 3 z 
12z 一 1 3z+2 4+3' 
经 Z 反 变换 ( 查 表 ) 得 方程 的 解 为 
1:2 ЗР тув 
100 = тС 200 — TC 3. 
定理 34.3.3 ”线性 差分 方程 解 的 结构 若 ?个 序列 zi k), 
m (В) зо, (h) 为 齐 次 方程 (34. 4) 或 (34. 6) 的 n 个 线性 无 关 的 
解 , 则 


ECR) = ca (k) + T c.r (В), 
. 亦 为 该 方程 的 解 ,其 中 cl ,……c* 为 由 初始 条 件 确定 的 ”个 常数 ， 
ZT1(k),… z. (h) 称 为 该 方程 的 一 个 基本 解 组 ,ZT(&) 称 为 该 方程 的 
一 般 解 . 又 车 c (k) 为 方程 (34. 3) 或 (34. 5) 的 一 个 解 , 则 该 方程 
的 一 般 解 表达 式 为 

x(k) 一 元 (R) +z (b). 


34.4 ” 常 系 数 差 分 方程 


定义 34.4.1 考虑 常 系数 差分 方程 (34. 6) 的 Z 变换 . 
A(z)zr(k) = 0. 
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E rk) 是 方程 的 解 , 则 
A(z) = 0, (34. 7) 
ИФ Аб) = z 十 az 十 … 十 as. 将 = 视 为 位 移 算 子 (shift 
operator) 时 , Ж (34.7) 为 方程 (34.6) 或 (34.5) 的 特征 方程 
(characteristic equation) ,而 (34.7) 的 根 称 为 相应 差分 方程 的 特 
征 根 (characteristic root). 
定理 34.4.2 常 系数 差分 方程 解 的 结构 
《1) 车 方程 (34. 6) 的 特征 方程 A(z) = 0 有 ! 重 根 /4, 则 该 方程 
ЖЮ k k p kat. 的 1 个 解 , 且 这 1/ 个 解 是 线性 无 
关 的 . 
(2) 车 方程 (34. 5) 中 的 f k) 具有 形状 
fk) = Р„ (Юа, 
则 该 方程 有 形 如 
xz" (k) = Q,,(k)k'at 
的 特 解 , 其 中 P. (k) Qn (k) 为 的 m 次 多 项 式 ,a 为 常数 ,! 由 下 式 
定义 
ie 4 为 特征 根 , 重 数 为 L. 
0, а 不 为 特征 根 . 
例 34.4.3 (1) 用 特征 根 法 求解 二 阶 差分 方程 
х(Ё-+ 2) — х(Ё) = 2k. 
E ”特征 方程 为 z? 一 1 = 0, 特 征 根 为 zu, =+ 1 相应 齐 次 方 
程 一 般 解 为 
ХОВ) = а (1) с. 
设 方程 的 一 个 特 解 为 (f(k) = ki, l 为 特征 根 , 且 为 单 根 》 
z" (k) = klak +, 
代入 差分 方程 得 到 
a(k 十 2)? 十 B(k 十 2) 一 ak* 一 Bk = 2k, 


«а 


比较 系数 可 得 到 а = 1,8 = 一 2, 于 是 该 方程 的 一 般 解 可 表示 为 
х(Ё) = c,(— 1)! + c; + Ë — 2k. 
如 给 出 初 值 , 则 可 进一步 确定 常数 ci ,c. 
(2) 考虑 下 列 二 阶 差 分 方程 的 解 
z(k+2)+ a zr(k+ 1) +a,z(k) = 0. 
E RERA 
ma = F(a + уа — 4а, ). 
Ф ща Z z 时 ,方程 的 一 般 解 为 
axlk) = сүт} + c; 2. 
@ ща = x; 时 ,方程 的 一 般 解 为 


aw =а(—®) +е&(-®@). 
Eposo 为 任意 常数 .在 Q 中 , 若 z ,> ЖЖЖИ Ый ВИЖ 
实 系数 方程 ), 即 
тыз = те”, 
则 一 般 解 又 可 记 为 
x(k) = ar*cosko + с;г*зїпЁф. 


34.5 ”一 阶 差分 方程 组 


ЖХ 34.5.1 RER AR) € R” ,B(k) € R™, М 
x(k +1) = ACGk)x(k) + В(Е)и(®) (34.8) 
的 向 量 和 矩阵 方程 称 为 n 维 一 阶 线性 差分 方程 组 . 其 中 
x(k)= (х\(®х»,(&Ю+ет„(®))', 


u(k)= (ш (Ви. (В) и, В)". 


特别 当 A(k) = А, ВО) = ВВ, | 
x(k+ 1) = Ax (k) + Bu(k), (34.9) 
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称 为 线性 常 系数 差分 方程 组 . 
方程 组 (34. 8) 及 (34. 9) 相应 的 齐 次 方程 分 别 是 
x(k+ 1) = ACk)x(k), (34. 10) 
x(k 十 1) =Ax(k). (34. 11) 
车 有 向 量 序列 {x(k)) 代入 差分 方程 组 后 使 之 成 为 恒等式 , 则 
хс) 为 该 方程 组 的 解 (向 量 ). 
齐 次 方程 (34. 10) 与 (34. 11) 的 解 分 别 为 


*-1 


xk) = [[AG xo), (34.12) 
5% 
x(k) =А*х(0). (34. 13) 


非 齐 次 方程 (34.8) 与 (34. 9) 的 解 分 别 为 


t-i 
xk) = [ADO + У) JAD} BuG, (34.14) 


j=0 i=0 j=itl 


k-i 
x(k) =A*x (0) + XA Bu (i) 
i=0 


k- 
= Ах (0) + J A'Bu(k— i— 1). (34.15) 
i=0 


求解 问题 的 注 
(1) 利用 上 述 解 的 表达 式 求解 差分 方程 组 时 ,如 利用 计算 机 
实现 ,由 于 计算 全 部 为 乘法 和 加 法 ,是 极为 方便 的 、 
(2) 如 手工 计算 求解 ,一 般 要 将 矩阵 A 化 为 对 角形 或 Jordan 
标准 形 才 便于 计算 . 
例 34.5.2 将 二 阶 差分 方程 
z(k+2)+5z(k+1)+6<x(k) = 1, 
200) = 0, (1) = 1. 
化 为 方程 组 求解 2(&). 
解 ” 取 变换 
z (k) = x(k), т;(Ё) = r(k+ 1), 
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ШЕ 
Zi(R 十 1) = z(k+ 1) = z; (b), 


z: (k +1) = z(k + 2) =— 6x, (k) 
或 记 为 


5x2(k) + и(®). 


E 
的 =0, 


z,(0) = 1, 
利用 公式 (34. 15) 得 到 


Gao Ekra a 


F 1—6 —5 


为 方便 ,将 4 化 为 对 角形 ,变换 矩阵 是 
i si 2 з 1 
ВЕ (_, a) Т Ë; ): 


Е А -2 0 
x(k) = TZ (k), A= r-ar = [ )， 


u(k) = 1. 


1—(—2)* 
(л 3 
Vs | 

4 
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1— — 2 


3 
=+ з=? 
{ 4 
1 1 _ укн T k+l 
_ 12 3“ 2) + + 3) 
x(k) = Tx (k) = ЖОЛУУ 1 . 
әсе k k+2 二 (一 k+2 
12 3“ 2) ++ 3) 
最 后 得 到 原 方程 的 解 为 请 
t — аук 
alk) = x, (k) ts 2) 1 3)*. 
对 于 高 阶 差分 方程 
уп +0) 十 aiy(7 十 有 一 1) 十 … 十 aay(R) = ulk). (34.16) 
引入 变换 
x(k) = у), 
Zz(k) =y(k+1), 
Tao(R) =у(п+Ё—1). 
则 有 
T1(k+1) = zz(R)， 
Zz(k 十 1) =x: (k), 
Zn(R 十 1) any (k) ауу(п+Ё—1)-+и(Ё) 
=—a,z (k) — ++ — aiT, (k) + u(k). 
用 向 量 矩 阵 表示 的 方程 为 
0 
zi(k+1) š . mz (k) 0 
(6+1) I r (k) : 
Tl Pi ==: ; š p y ulk) 
š 0 $ 0 
КАСЕ) т„(Ё) 1 
—4, — 4-1 — а 
(34. 17) 
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因此 ,高 阶 差分 方程 最 方便 的 解法 ,是 化 为 差分 方程 组 用 计算 
机 迭代 求解 ,包括 变 系数 情形 ,只 需 将 a; H aik) 即 可 . 


34.6 жі 


定义 34.6.1 设 x(k) ЄВ". uk) ER EI FJ ИЖ 
分 方程 
x(k+1) = f(x(k),u(k)). (34.18) 
令 u(k) = c( 常 向 量 ) , 若 有 向 量 x, 满足 方程 
x, = /(х.,с), 
则 称 x。 为 方程 (34. 18) 的 一 个 平衡 状态 (equilibrium state). 
例 34.6.2 (1) 考虑 例 34. 1. 1 中 的 差分 方程 
Pin = (1+ DP, + D. 


其 平衡 状态 由 下 式 确定 
P. = (1+ РР. +р, 
即 平衡 状态 为 P. =— р. 


(2) 考虑 下 面 差分 方程 的 平衡 状态 
z+) = (0+5). 20) 0, rk) € R. 
其 平衡 状态 由 下 式 确定 
Te = (att), 
即 平衡 状态 为 z. =b. 
定义 34.6.3 (1) 方 程 (34. 18) 的 一 个 平衡 状态 ,x. 称 为 稳定 
的 (stable) ,如 果 对 任意 的 s > 0, 存 在 一 个 SCe,m) = 9 > 0, 使 当 
ї»—х.| < 
时 ,成 立 
х0) — x | <=, Vk, 
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其 中 x, = хб). x, 称 为 稳定 平衡 状态 . 
(2) 方程 (34. 18) 的 一 个 稳定 平衡 状态 x. 称 为 渐 近 稳定 的 
(asymptotically stable) ,如 果 
lim | xG) — x, | = 0. 
(3) 一 个 平衡 状态 x. 称 为 一 致 稳定 的 (uniformly stable), 如 
RA) 中 的 9 与 4 ER. 
(4) 如 果 一 个 平衡 状态 x. 是 渐 近 稳定 的 ,并 且 (1) 中 的 6 可 以 
任意 大 , 则 称 x. 是 全 局 渐 近 稳定 的 (globally asymptotically stable). 
注 34.6.4 差分 方程 的 平衡 状态 稳定 ,也 称 方程 的 解 是 稳定 
的 ,或 系统 是 稳定 的 . 
定理 34. 6.5 ”考虑 差分 方程 
x(k+1) = /(х(®)). (34. 19) 
设 x(0) =0 是 平衡 状态 ,如 果 存 在 一 个 函数 V(.): 有 "一 及 ,满足 : 
(1) V(x) > 0, 对 所 有 xx = 0. 
(2) AV(x) 二 0, 对 所 有 x 关 0, 其 中 
AV(x(&)) ËV (xk +1)) — V(x(k)) 
= V(f(x(k))) —У(х(®)). 
(3) V(0) = 0. 
(4) Р lim УС) = оо, 
则 平衡 状态 x(0) = 0 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 
定理 34. 6.6 ”对 方程 (34.19), 设 f(0) = 0, 且 对 所 有 x 关 0 
有 
їЇ/‹х) | < 151. 
则 平衡 状态 x(0) = 0 是 全 局 渐 近 稳定 的 .并 且 定 理 34.6.5 中 的 函 
数 V(x) 可 取 为 
Уб) = | zl. 
上 面 两 个 定理 中 的 函数 V (x) 称 为 Liapunov 函数 . 
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定理 34. 6.7 “对 线性 差分 方程 组 
x(k+1) = Ах(®). (34. 20) 
ЩА, (А) <1 H REFERS хоо) = 0 是 稳定 的 .并且 ,平衡 点 
x(0) = 0 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 是 
l, (A) |< 1, i= ln, 

定理 34. 6.8 ”对 方程 (34. 20) ,其 平衡 状态 x(0) = 0 为 渐 近 

稳定 的 充 要 条 件 是 对 任意 矩阵 Q > 0, 都 存在 矩阵 P > 0, 使 得 
ATPA—P =—Q 

成 立 ， 


34.7 ”离散 线性 系统 的 输入 输出 模型 


离散 线性 系统 的 输入 输出 模型 一 般 形 式 为 
УФ) Жау = 1) + +a,y(k—n) 
biulk— 1) + + b,u (k — т). (34.21) 
这 一 模型 可 以 是 多 变量 系统 的 描述 ,也 可 以 是 单 输入 单 输出 系统 
的 描述 . 当 它 是 单 输 入 单 输出 模型 时 . 其 脉冲 传递 函数 (implus 
transfer function) 为 
Ба Б" 


H) = 一 一 一， m < n. (34. 22) 
1+ а= д Ба," 
当 取 输入 为 单位 脉冲 信号 时 , 即 取 
J, i=0, 
uli) = óG) = I | 
0, 15 0 
时 ,(34. 21) 的 输出 称 为 脉冲 响应 . 
W НО) 的 Z 反 变换 , 记 为 
h(k) = ®—!{Н(!)). (34. 23) 


НС) 又 可 记 为 
Н) = УА), 
k=0 
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而 输出 y(k) 又 可 表示 为 如 下 的 形式 : 


у) = Yaqa p = = У -Duli). (34.24) 


上 起 称 为 权 函 数 模型 (weight function model) 或 传递 函数 模型 
由 此 模型 可 知 脉冲 响应 恰 为 Те Уй 


34.8 ”离散 线性 系统 的 状态 空间 模型 


离散 线性 系统 的 状态 空间 模型 (state space model) 一 般 形式 为 
[x(k+1) = ACk)x(k) + В(Е)и(®), 
y(k) = COR) x(R). 
上 述 模 型 中 第 一 个 方程 称 为 状态 空间 方程 ,x(k) € R" 称 为 状态 
JE) ш) € R", 称 为 输入 变量 (控制 变量 ), 第 二 个 方程 称 为 
输出 方程 (或 观测 方程 ),y(k) € RR”, 称 为 输出 变量 . 
45814 AC) = A,B(k) = В,С) = CHÌ , (34. 25) 变 为 定常 


(34.25) 


x(k+1) = Ax(k) + Bu(b), 
y(k) = Cx (k). 
模型 (34. 25) 和 (34. 26) 的 输出 分 别 为 


(34. 26) 


5—1 
yk) = Ck) ПАС) хо) 


ка жа 
ьс) У){ [TAG)) Bu, (34.27) 
yk) =CA*x (0) +C), A^ Bu (i) 
кы 
=CA*x (0) +C>7A'Bu(k —i— 1) 


Eya lk) + y. (k). (34. 28) 
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ERK y. Ck) 称 为 零 输入 响应 ,yo (k) 称 为 零 状 态 响 应 . 
利用 Z 变换 可 得 到 
Ү,(2) = C(z1 — А)! ВО( =). 
定义 系统 (34. 26) 的 脉冲 传递 函数 阵 为 
НО) = CI — A)”'B. (34.29) 


34.9 ”离散 系统 的 可 控 性 与 可 观测 性 


定义 34.9.1 考虑 (34. 25) 描述 的 系统 S('ACGk).B(k)) ,对 任 
给 的 x(0) Zx, € R", 车 存在 某 个 自然 数 & MAFI ua) | 
1 二 0,1,…,k) 使 得 有 

*(0) = х,, x(k+1)=0 
成 立 , 则 称 S(A(k) ,BC(k)) 在 0 时 刻 可 控 , 若 这 一 结论 对 任意 时 刻 
k € ТЖ З, ШЖК SCAG), BG)) ÆT ETE. 

EX 34.9.2 考虑 (34. 25) RRRA SCA), C)) 对 任 
给 的 x(0) Žr, FETAR k. ВЕЕ x, В НЕЯ (УСО | 
1 二 0,…,k} 惟一 确定 , 则 称 SCA) CC) ) 在 0 时 刻 可 观测 , 若 对 
任意 时 刻 AE TT 都 有 这 一 结论 成 立 , 则 称 S(A(k),B(k)) 在 T 上 可 
RA. 

定理 34.9.3 系统 S(A(k),B(k)) 在 时 刻 0 可 控 的 充 要 条 件 
是 对 某 个 自然 数 & 使 得 

rankQ,(k) = п, 


ою “(в АСЮ BC 一 D = Пасвоо)). 
Q, 称 为 可 控 性 矩阵 . 

定理 34.9.4 系统 (АСБ) ,CC)) 在 时 刻 0 可 观测 的 充 要 条 
件 是 对 某 个 自然 数 & 使 得 
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rankR,(k) = n, 
C(0) 
C(1)A(0) 


ае 


R,(k) Š 
cw Цао 
R, (k) 称 为 可 观测 性 矩阵 . 
定理 34.9.5 (1) 定常 离散 系统 S(4,B,C) 可 控 的 充 要 条 件 是 
rankQ, = n, 


def 


Q. #(B.AB.A2B.... A" B). 
(2) 定常 离散 系统 S(4,B,C) 可 观测 的 充 要 条 件 是 


rankR, = n, 
с 
СА 
R, © | СА? 
СА" 


34.10 ”可 控 与 可 观测 典范 形 


离散 线性 系统 的 典范 形 完 全 和 连续 系统 的 情形 相 类 似 . 可 参 
见 33.7 节 及 33. 8 节 内 容 . 


34. 11 ” 几 类 线性 系统 模型 的 互 换 


34. 11.1 连续 线性 系统 单 输入 单 输出 模型 化 为 状态 空间 模型 


考虑 模型 
… 747 + 


у? GO ауе a) H e алу (0) H ay A) 
= bu a) 二 十 ba_iu (1) + bru (t), m < n. 


(34. 30) 
记 
x(t) = (Zi(t) oozo(t))T， ult) = (ш (t)r u, (0), 
x(t) = y(t), {u (t) = u(t), 
200) = y(t), u(t) = u(t), 
Rt) = у"), и„ (20) = и") (0). 
则 (34. 30) 化 为 状态 空间 模型 
x(t) = Ах) + Вич), 
y(t) = ex(t), 
其 中 
0 1 0 0 
© . + 0 
А = СА И РО 4 
0 
0 0 1 
ДИЯ 
РСЕ уве 


b, = (bns bmth) е (1,0, ,0). 
34.11.2 ”连续 线性 系统 的 离散 化 


连续 系统 的 离散 化 将 随 u(t) 采样 近似 的 不 同 而 不 同 . 考虑 连 
续 系 统 的 状态 空间 模型 
ха) = Ax(t) + Вис), 


(34.31) 
y(t) = Cx (6). 
设 T 为 采样 间隔 ,(34. 31) 的 离散 化 模型 记 为 
x((k+ DT) = Fx(ËT)+ Gu(kT), 
(34.32) 


УСЕТ) = Hx(kT). 
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(1) 脉冲 近似 采样 ”了 到 
u(kT +z) = Ти(ЕТ)д(т), 0< т< T. 


则 
Е = е“, С = Тев, Н = С. 
(2) 阶 跃 近似 采样 Ж 
ul(kT + т) = u(k#T), бст ЖТ, 
则 


F= G = А7! (e — DB. H 
34.11.3 ”离散 状态 空间 模型 化 为 输入 输出 模型 


当 单 输入 单 输出 状态 空间 模型 为 完全 可 观测 时 ,可 以 由 给 定 
的 这 类 模型 惟一 地 写 出 它 的 输入 输出 模型 . 取 这 类 模型 为 
х(Ё+ 1) = Ax(k) +bu(k), 


lI 
о 


(34.33) 
lyk) = ex (k). 
设 
| 1 0 01 
К c 
| а\ 1 : 
š CA 
P= |a 2 En Т= i ` 
š 0 1 
СА"! 
а-у … a а 1 
(Б, „Бо, ,Ь,) = PTb. 
其 中 ai，…a 满足 


det(zI — А) Ey 十 am 十 … 十 az 十 av 
则 模型 (34. 33) 变换 为 
y(k) +a, уб = 1) + +a,y(k— п) 
=bu(k — 1) + + b,u (Е n), (34.34) 
ЖН (34.34) 可 化 为 (34. 33). 
对 一 般 状 态 空间 模型 
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[x(k +1) = Fx(k) + Си(®) + МСБ), 
y) = Hx (k) + elk). 
可 以 化 为 输入 输出 模型 
УЮ) = H, (z Julk) + He (Wk) + el(k), 
H: (z`) НИ — = F]''G, 
H(z) НИ z F], 
其 中 {W(k)}) 与 {e(k)) 是 适当 维 数 的 零 均 值 独立 随机 序列 . 


34.11.4 ”输入 输出 模型 化 为 状态 空间 模型 


当 输 入 输出 模型 的 输出 变量 为 标量 时 ,可 化 为 能 观测 的 标准 
形态 空间 模型 . 设 输入 输出 模型 为 
А‹(!)у(®) = BC Julk) + C(z='!)e(&), 
AG) = 1+ах7 +e +a," (标量 形式 )， 


(34. 35) 


А (34. 36) 
B) = biz! += +b," (标量 形式 )， 
С!) = Har + сх" REER). 
上 述 模 型 可 表示 为 
k = š 
x(k+ 1) = Ax(k) + bu(k) + Ye (k) Co 
y(k) = cx(k) 十 e(R)， 
其 中 
— а bı 
A — а: І, к= b, ， 
—а„ 0 0 b, 
су—а\ 
r= “|, e= (1,0,0), 
c, — a, 


并 且 模 型 (34. 37) 可 表示 为 (34. 36). 
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35 ”线性 系统 对 随机 输入 的 响应 
35.1 平稳 过 程 与 拟 平稳 过 程 


定义 35.1.1 设 过 程 x(1) € R° ИЖЕ. HWE: 
(1) 存在 常 向 量 As € R Ë x(t) 的 均值 满足 
Ex(t) = р,. 

(2) @,G,) #Е{х(ЮхТа—т)} = Ф, (т), VL. 
则 称 х 为 广义 平稳 随机 过 程 , 简称 平稳 随机 过 程 (stationary 
stochastic process). %4 p, = 0 8 ,@, (т) RA rO 的 自 协 方差 函数 
(auto-covariance function). 

ЖУ 35.1.2 REA) € R'HE: 

(1) Ех) = p, (t), | eO || < c, V z, 

(2) @,G,) ŠE(x(Dx1(2). | DDN < c, 


z 
(3) Фут) Í lim DDO, V r. (35.1) 
= т=1 


则 称 {x(z)) 为 拟 平稳 过 程 (pseudo-stationary process). 

注 35.1.3 (1) 定义 35.1.1 中 x(t) 可 以 是 连续 时 间 的 ,也 可 
以 是 离散 时 间 的 (序列 ). 

(2) 定义 35. 1. 2 是 针对 序列 {x(z)} ,并且 , 当 x(t) 是 连续 时 
间 信 号 时 , 仅 须 将 条 件 (35. 1) 换 为 @.(i,r) 对 上 绝对 可 积 . 

(3) 定义 35.1.2 中 的 x(t) 可 以 是 确定 信号 ,此 时 , 拟 平稳 意 
RE хо) 是 有 界 信 号 , 且 满 足 


x 
@.() = lim 1 Утес) (对 离散 信号 )， — (35.2) 
N № 
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Ф.(0) = iË x(Dx'G— rd (对 连续 信号 ). (35. 3) 


(4) x(1) 为 平稳 信号 时 , 必 为 拟 平稳 的 ,因此 ,定义 35.1.2 概 
括 了 相当 广泛 的 一 类 信号 .另外 ,其 中 的 B.(7) СЕ Х 35.1.1 K E 
X 35.1.2 H), 工程 上 也 常 称 之 为 хо) ñ) 8 8 X üm 8 
(autocorrelation function), MRR x(z) 的 均值 是 否 为 零 . 

引入 如 下 记号 


N 
EO = lim $ DESO. (35.4) 
则 (35. D 中 的 Ф, (с) 又 可 表示 为 
Ф,(т) = E{xCODxTCL 一 z))}. (35.5) 


定义 35.1.4 两 个 零 均 值 平 稳 过 程 或 拟 平 稳 过程 xG) 与 
y(t) 称 为 联合 平稳 (jointly stationary) 或 联合 拟 平稳 ,如 果 хо) 
与 y(t) 的 互 协 方差 函数 (cross covariance function) 


Ds (r) EElx(D y(t т)) (35.6) 
或 СЕЕ 
Ф.,(т) SExy (0 т) (35. 7) 
存在 .并 且 Ф, 5 Ф„ 满足 
Ф.,(— z) = ФІ (т). (35. 8) 


谱 分 析 与 时 域 分 析 是 研究 随机 信号 的 两 类 手段 . 这 里 限于 给 出 谱 
的 概念 的 一 些 基本 结果 . 谱 的 概念 是 由 Fourier 级 数 及 Fourier 变换 引 
和 人 的 ,有 关 这 部 分 内 容 , 可 参见 本 卷 的 微 积分 及 复 变 函数 有 关 章 节 . 


35.2 ”确定 性 信号 的 谱 表示 


对 确定 性 实 函数 z(:)( 一 般 是 非 周期 的 ) , 当 z(z) 绝对 可 积 时 
可 表示 为 
200) 一 a Х(о)е“ dw (35.9) 
27). i ° 
其 中 
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X(w) sf (De de (35.10) 


式 (35.9) RA 201) 的 谱 表 示 , 而 X(w) 称 为 (0) 的 频谱 (frequency 
spectrum), 对 т) 与 X(w), 有 如 下 的 Parseval 能 量 积分 公式 


Г (Ой = a | Хо) 12 de, (35.11) 
定理 35.2.1 对 绝对 可 积 确定 性 信号 z(t) ,其 自 协 方差 函数 

Ф,(т) 由 (35.2) 定义 , 则 

[@.(r) = 去 | | X(o) |? e= do, 

| É (35.12) 

ХС |° = |. `“ @, (e= dr, 
并 且 称 | Хш 2 хт) 的 能 谱 密 度 ， 

@, (0) = [оа Е 去 | | XCw) |а 

代表 确定 性 信号 го) 的 能 量 . 


注 35.2.2 ”对 确定 性 信号 0) 的 自 协 方差 函数 O, (r) ,有些 
文献 中 取 时 间 平 均 


Ж 
lim ажр |. 2020—04 ËR, C) (35.13) 
定义 为 z(t) 的 自 协 方差 函数 ,这 时 的 谱 密度 定义 为 
5,00) = lim эт | Xr (o) |°, (35. 14) 
Xr(w) 是 хт) 的 截 尾 函数 zr(t) 的 Fourier 变换 ,zr(t) 定义 为 
т}, xT 
тт) = | х (35. 15) 
0. sire 


35.3 ”连续 时 间 平 稳 信号 的 谱 


为 方便 ,以 下 所 论 平稳 信号 均 为 零 均值 ,因此 ,一 维 信号 x(t) 
的 自 协 方差 函数 均 用 Y(r) 表示 . 
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Ж 35.3.1 若 连 续 时 间 平 稳 信号 х0) 的 自 协 方差 o, (r) 
绝对 可 积 , 则 存在 有 界 非 降 函 数 F, Cw) ,使 得 


pt) = L| edF, со) = | ef, wdw, (35.16) 
RRJ —. 2х.)-.. 
fi(w) = [T goar, (35.17) 


其 中 Е,(®) 称 为 x(7) 的 谱 函 数 (spectral function) , f, (а) 称 为 200) 
的 谱 密度 (spectral density) , (35. 16) 与 (35. 17) 一 起 称 为 Wiener( 维 
纳 )-Khintchine( 辛 钦 ) 公式 (WienerKhintchine formula). 

若 上 述 +G) 是 实 平稳 信号 , 则 Wiener-Khintchine 公式 变 为 


P(T) = LP Cocoserdw， 

0 

(35. 18) 
f:(w) = ?| Ф, (z)cosordr. 

° 


定理 35. 3. 1 称 为 平稳 信号 的 谱 分 解 定理 . 


35.4 ”离散 平稳 信号 的 谱 


定理 35.4. 1 “ 设 平稳 序列 {z(&)) 的 自 协 方差 函数 o, Cr) W 
E У | g(r) |< оо WE W AB G, Co) ,使 得 
во = 去 | edew = 去 | ечи, Codo, — (35.19) 


а„(ш©)= У) фб) е", 一 rr 入 wo 入 nr， (35. 20) 


其 中 G,(w) RALA) 的 谱 函 数 ,g-(w) 称 为 {z(8)} 的 谱 密度 . 
车 {x(k)) 为 实 平稳 序列 ， 则 (35.19) 与 (35.20) 所 示 
Winner-Khintchine 公式 变 为 
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P(T) = + | z Ceyceoserdo, 
° 
(35.21) 


gr(w) = ф,(0) 十 2 > e, (z)coser. 
rl 


注 35.4.2 (1) 对 拟 平稳 过 程 z(z) 或 序列 {zx(k)) ,其 谱 与 谱 
密度 的 定义 与 上 述 相同 ,其 结果 也 与 上 述 相 同 . 

(2) H ха) 或 {x(k)} 均值 不 为 零 时 ,35. 3 节 及 35.4 节 中 结 
论 仍然 成 立 , 只 是 p) 一 般 不 称 为 自 协 方差 函数 . 


35.5 ”向 量 随机 序列 的 谱 


ЖУ 35.5.1 设 随 机 序列 {x(k) | x(k) € R”, = 1,2, } 

的 各 分 量 z1(8),…,z,(k) 具有 同一 分 布 , 且 协 方差 阵 
Фа.) #Е((х) — D (xG) В), 

对 任意 整数 上 © s 均 为 零 , 则 称 {x(&)} 为 独立 同 分 布 的 随机 序列 
(independent and identically distributed sequence) 简称 i.i. d. 

EX 35.5.2 设 零 均值 平稳 向 量 序列 {x(k)) 的 自 协 方差 阵 
为 Ф(г), й] 

С(0) = Ў Øe, 


Реа ir P —т<о=‹<л. (35.22) 
т) = 去 | ewe do, 
G(w) 称 为 {x(k)} 的 谱 密度 矩阵 (spectral density matrix). 

谱 密度 矩阵 的 性 质 

(1) C( 一 o) = С(о); 

(2) G (w) = Gw); 

(3) G(— w) +С(о) > 0. 
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35.6 ARAE 


白 噪 声 是 一 种 理想 化 的 随机 数学 模型 ,然而 在 现实 中 确 有 许 
多 “干扰 "“ 偏 差 "“ 误 差 ” 之 类 的 物理 现象 可 以 近似 看 作 白 噪声 . 
白 噪 声 的 定义 ,在 许多 文献 资料 中 常 有 不 同 ,以 下 给 出 3 种 有 代表 
性 的 定义 ,其 中 定义 35. 6. 1 是 一 种 较 “ 弱 ”的 定义 ,更 具 一 般 性 ,而 
定义 35. 6. 2 和 定义 35. 6. 3 则 是 最 常见 的 情形 . 以 后 凡 无 特别 声 
明 , 均 指 定义 35. 6. 2 或 其 等 价 性 定义 35. 6. 3. 

定义 35.6.1 一 个 向 量 随机 序列 {x(k)) 称 为 白 噪声 (white 
noise) 序列 ,如 果 对 任意 自然 数 t 存在 一 个 非 负 定 阵 史 (7) ,使 得 
xk) 的 自 协 方差 阵 Ф,(т,5) 满足 

Ф,(т,5) = X(z)ó(r— s). 

Ж 35.6.2 若 平稳 向 量 序列 {x(&)} 的 谱 密度 阵 恒 为 常数 

ЯЕ, Вр 
G.(w) = С, Vo, 

则 称 {x(&)} 为 白 噪 声 序列 ,简称 白 噪 声 . 

定义 35.6.3 ”车 平稳 向 量 序列 {x(k)) 的 自 协 方差 阵 可 以 
表示 为 

Ф,(т) = Z6(r)， 

则 称 {x(k)) 为 白 噪声 . 其 中 怠 正 定 阵 ,特别 地 , 称 @.(0) = Е 
{x(k)) 的 方差 阵 ,Ex(k) = 0 时 , 称 {x(A)}》 为 零 均 值 白 噪声 . 

注 35.6.4 ”对 于 连续 时 间 平 稳 信 号 x(z) , 若 像 定义 35. 6. 1 那 
样 认为 xG) 为 白 噪声 时 , 则 其 方差 阵 不 存在 ,因为 (假设 Exa) = 
0)f(w) = 了 为 常数 矩阵 ， 


DO) = E{x(DxT (1)) = Г убод =e 


此 时 ,可 以 把 白 噪声 设想 为 一 类 平稳 过 程 的 极限 . 取 一 维 平稳 过 程 
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z, (t) ,其 谱 密度 和 协 方差 函数 为 


2o 
fw) = IF 
ф„(т) =p e" , p>0, 


MH p — se B .z,() 的 极限 状态 设想 为 白 噪声 
35.7 fj 


有 理 谱 的 例 ” 设 零 均值 平稳 过 程 xz(1) 的 谱 密 度 为 
Роу Pe ah: 


wi 十 10w + 9° 
求 自 协 方差 函数 e, (z). 


шр афа 
# Р00 = | 510909“ 


利用 留 数 定理 可 算得 
фб = җе" 十 5eran)， 


6- 函 数 的 谱 ”由 9- 函数 性 质 定 义 33.2.1 及 Pr , 广 (o) 的 
关系 式 (35. 16), (35.17), 可 知 , 当 p(t) = б(т) 时 ,fi(w) = 


| aca = твога вао осо) 的 平稳 信号 的 谱 密度 为 


常数 . 这 个 结论 表明 白 噪 声 的 定义 35. 6. 1 与 定义 35. 6. 2 等 价 . 

另 一 方面 , 若 fo) = 2x6(w) ,可 以 得 到 9.(r) =1, 这 是 平稳 
过 程 退化 为 随机 变量 的 结果 . 

具有 正弦 型 自 协 方差 函数 的 信号 的 谱 Æ p(T) = acoswr， 
则 

fi(w) = ar[S(o 一 mm) 十 S(w 十 oo)]， 

即 具 有 常数 或 正弦 型 自 协 方差 函数 的 信号 ,其 谱 均 为 离散 型 . 

部 分 平稳 信号 的 自 协 方差 函数 与 谱 密度 对 照 表 ( 见 表 35. 1). 

+157. 


3л отТ?) 
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35.8 ”连续 线性 系统 对 随机 输入 的 响应 


函数 卷 积 的 几 种 形式 
DAD 与 f. G) 卷 积 的 一 般 形式 为 


лож filt) = [лола уфе, 
DHLA = f,G) = 0, 则 

лож f,G) = [лола оаа 
(3) #:! 二 0 时 ,f(z) = 0, 则 

лок = [P AORE- Dar. 


考虑 连续 定常 线性 系统 S, 若 传递 函数 НО) 在 S 平 面 的 S = 
{s | Res >0} 上 处 处 解析 , 即 该 系统 的 脉冲 响应 函数 АС) = 
(НС) 绝对 可 积 , 且 t 二 0 时 ,h(z) = 0, 则 系统 的 输出 可 表示 
为 ( 设 xb 为 输入 信和 号) 


ya) = M h(Dult— rdr. (35. 23) 
° 
һ(ї) 的 Fourier 变换 记 为 
H(iw) = | кееш = О? (35. 24) 
5 A 


Н) 称 为 系统 S 的 频率 响应 函数 (frequency response function). 
ЖХ 35.8.1 ` @,,(r) 绝对 可 积 时 ,两 个 零 均值 平稳 过 程 
x(1) Ж уб) 的 互 谱 密 度 (cross spectral density) 定义 为 


6) = е, (edar, 
ЖН 5 @,, (т) 构成 Fourier 变换 对 
LIN DAE jor 
Ф„(т) = PRAO dw. 
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输入 输出 模型 的 情形 ” 设 系统 S 的 传递 函数 为 及 (5) ,脉冲 
响应 函数 h(z) 绝对 可 积 . 若 输入 иб) 为 平稳 过 程 , 且 Eu(i) = д. 
则 
(1) 输出 ус) 亦 为 平稳 过 程 , 且 
Еу) & и, = “коош. (35. 25) 


(2) уч) 的 二 阶 矩 为 
p) ФЕ(уб) y r) 


=f a | ec -rr 一 Dr )A(r )dr,. (35. 26) 
特别 地 ,y(t) 的 方差 为 


Dy(t) = Ф,(0)—&. (35. 27) 
(3) убт) 的 谱 密 度 为 
fw) =| Нав) |° f. (o), (35. 28) 


EF g (т) #E(u(DuG— r) Ж иб) 的 协 方差 函数 ,f.(w) 为 其 谱 
密度 . А 

(4) 输出 输入 互 协 方差 函数 为 

ф,, © EE{y(Dult — DD} Гес ОЛ 


(35. 29) 
(5) 输出 输入 互 谱 密度 为 
folo) = Н(іо) f. (o). 
上 述 结果 均 可 进一步 扩充 为 多 变量 输入 输出 模型 描述 的 连续 
线性 系统 . 
状态 空间 模型 的 情形 ” 设 (1) € R "为 零 均 值 平稳 不 相关 增 
量 过 程 ,x(1) € R”, ya) € R” 00) 的 增 量 协 方差 阵 为 
Eldnam' ) 5. 
取 多 变量 连续 随机 模型 为 
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(dx = Axdt + Като). 
y(t) = Cx(t). 
则 输出 yO 可 用 下 列 随机 积分 表示 


уш) = [| noana- ©, 
其 中 H(7) 为 脉冲 响应 矩阵 ,定义 为 


Нох) 
10， r<0. 
输出 y(z) 的 谱 密度 为 

/,\®) = GGoe)EG Gw), 


其 中 G(s) 为 传递 函数 矩阵 , 即 


GG) = CGI —A) 7K = | H(O)e "dr. 


35.9 ”离散 线性 系统 对 随机 输入 的 响应 


1Ce 天， т>0, 


(35.30) 


(35. 32) 


(35.33) 


(35.34) 


定义 35.9.1 ” 当 两 个 零 均值 向 量 平稳 序列 {x(8)) 和 {y(k)} 


юне Ф.о 满足 
Улф, <= 
时 ,其 互 谱 密度 定义 为 
#00) = > P,O, 


#85 Ф,, (r) 构成 Fourier 变换 对 


Ф.,(7) = 去 | Ex (w) e" dw. 


2 
输入 输出 模型 的 情形 
(1) 设 稳定 离散 线性 时 不 变 系 统 模型 为 
y(k) = H(z)w(k), 


(35.35) 


‹35. 36) 
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其 中 {w(k)} ERA E g. Co) 的 平稳 向 量 序列 ,H(z) 为 m Xr 脉冲 
传递 函数 阵 , 则 输出 yC) 亦 为 平稳 序列 , 且 
g, (w) = Н(е) в, («)НТ ет"), (35. 37) 
g, (w) = Не"), (e). (35. 38) 
特别 当 (35. 36) 为 单 输入 单 输出 系统 时 有 
g (w) =| H(e*) °g (w), 
aii (35. 39) 
е = У) Улат), (6 (m — D). 


т=0 20 


又 当 w(k) HEHE DAA e 的 白 噪声 时 ,{y(A) }》 为 零 均 值 
平稳 序列 , 且 


(w) = 0 | HC”) |. 
| (35. 40) 


p, (k) = ZY+ DAUD. 


2) 设 稳定 离散 随机 模型 为 
yk) = Hi (ulk) +H (2 )e(k), 
其 中 H), HC) 均 为 适当 维 数 的 脉冲 传递 函数 矩阵 ， 
(u(k)) 为 拟 平稳 的 确定 性 信号 , {el(k)) 是 方差 阵 为 号 的 白 噪声 ， 
W y) 也 是 拟 平稳 的 , 且 
g, (o) = Н,(е'“)в„(а) HI Се) + H,(e°)EH1(e °), 
(35.41) 
8, (w) = H ,(e'°)g, (w). (35. 42) 
状态 空间 模型 的 情形 考虑 随机 输入 下 的 状态 空间 模型 
x(k +1) = Alk)x(k) + КОРС), 
yk) = С(®)х(®), 
其 中 A(k) € R”, K(k) € R™, C) € R”, (106) 为 定义 
35. 6.1 意义 下 的 零 均 值 白 噪声 ,其 方差 阵 为 ER), HEN) 与 
初始 状态 x(0) 独立 ,并 记 O ,k,) 为 系统 的 状态 转移 阵 , 以 及 表 
示 协 方差 函数 阵 o 表示 方差 函数 阵 , 则 可 得 递 推 公式 如 下 : 
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(1) Ex(k) = @(#,0)Ex(0). 
(2) E{N(DxT™(k)} = 0 0 < £ < D. 
(3) Elk) = Alk — 1) (k — 1)AT(k — 1) 
HB(k—1)E(k—1)B"(k— 1), 
в: (0) = E{[x(0) – Ex(0)][x(0) 一 Ex(0)]')( 初 值 ). 
(4) R; Cki skz) = ФОБ, sk) ks) (0 < k, <А), 


k—1 
其 中 x(A) = @Xk,0)[x(0) — Ex(0)]+ Dok j+HDBONG). 


j=0 


(5) Ey(&) = C(k)Ex (k). 
(6) R, Cki k.) = C(k R; Cki ,ka)C Ck,). 
(7) R,, (А, ,k,) = СОЕ, )К; (ki skz). 


35.10 ЖШ 


例 35. 10.1 考虑 白 噪 声 电压 {u(z)} 输 入 下 的 RC 电路 问题 . 
设 时 间 常 数 工 = RC, R.C 分 别 表示 电阻 和 电容 ,以 ус) 为 输出 电 
压 的 系统 传递 函数 为 


B Gy = ЁС 1 


stRC T+T 

ЖЕФ, (0) = sòl) R е, (т) Ë p, (0) ,并 求 出 使 输出 >(2) 的 均 

方差 不 超过 50mV 的 最 小 时 间 常 数 ТОЙ so = 2 x 10 V? + s). 
解 ” 由 9.(r) = sO ERTA fulo) = „СУ? + s) 频率 响 

应 函数 为 


Hiwa = 1 


А 2 
ТТЕП | Нав) | 


= SAN 
Той q 1° 


f. Co) | Hw) | 六 Co) = 


So 

Tow: 十 1 

Ts 2/T 

2 Та taD 
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EREE p, (© = оте "р (0) = э Сү?) 由 输出 均 方差 不 超 


过 50mV, 则 应 有 
Ф,(0) = о; = 25 X 107(V’). 
后 得 最 小 时 间 常 数 为 
w n 2х0" 
2g, (0) 2х25х10' 


B z: > T = 10751], уб) 的 均 方差 不 超过 50mV. 
例 35. 10.2 考虑 低 通 滤波 器 系统 的 脉冲 响应 函数 为 

k<0, 

k>0. 

设 输入 信号 u(k) 是 零 均值 白 噪声 序列 , 自 协 方差 函数 为 


Ns k=0 
so (2 : 


0, k= 0. 
求 输出 >(&) 693548 3 Ë 77 E РАЖ. 
解 (1) 显然 Ey(k) = 0. 


D HO) = еч = 6 


107* (5), 


0, 
h(k) = pa, 


Же е Е 
g, œ) = > Фф, (k)es = > 


= 


E PO ке e*No 
8,0) = (HE Ng -ge te |, 
Ыы eN, e" 
„юе Г. Ne ee ed 
取 变 换 z = e° (— x < o < х), WE 
1 eNoz 
PO = 0 е1) ee 
1 е“№,:* 


dz. 


2лі 20е — 1) (е — z) 
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上 述 积分 恰 为 被 积 函数 的 Z 反 变 换 , 即 有 
2а№, z* 
20е — 1) (е — z) 


Е e” е) 
> = uN =+ Xe" zJ) 


О) pik 


=% 


е", 下 二 0, 土 1,…。 


35.11 ”持续 激励 信号 .采样 定理 与 遍历 性 


持续 激励 信号 与 采样 定理 是 系统 分 析 中 实验 设计 的 两 个 重要 
问题 ,本 节 给 出 这 些 内 容 的 主要 结果 . 

定义 35. 11.1 设 {u(k)} 为 拟 平稳 信号 , 谱 密度 为 g,(w). 若 
对 一 切 形 如 

В,(2) = biz” + Б," 
的 位 移 算 子 多 项 式 , 均 可 由 
| В„(е“) Eg. (w) 三 0， 
推 得 
В„(е“)=0, 

ДК (С) 为 n 阶 持续 激励 信号 (persistence of excitation). 这 一 
定义 与 下 面 定义 35. 11. 2 等 价 . 

ЖУ 35.11.2 ”车 拟 平稳 信号 {u(8)) 的 谱 g (o) 在 (一 rz] 
上 至 少 有 ?个 点 上 不 为 零 , 则 称 {x(A)} 为 n 阶 持续 激励 信号 . 

Ж 35.11.3 #100) 是 一 个 拟 平稳 信号 ,定义 如 下 nxXn 
矩阵 Ф, 
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@. (0) Ф,(1) э Фп —1). 
s Ф,(1) Ф, (0) ++ Ф, (п – 2) 
Ф, š š š 


Ф,(п—1) Bln—2) = Ф,00) 
ДР Ф, (т) (т 0,--,n—1) B (u(k)) B) YE CE ЯЙ 35.1.1). - 
则 {ulk)) Ж n Е ОНО ЖЖ D, 非 奇异 . 
ЖУ 35.11.4 设 {u(k)) 是 一 个 具有 谱 g,(w) 的 拟 平 稳 信 
号 , 若 对 任意 的 w 均 有 8g. (о) > 0, 则 称 {ulk)) 为 无 限 阶 持续 激励 
信号 . 
本 定义 是 定义 35.11.1 与 定义 35. 11. 2 的 加 强 形式 . 
定理 35.11.5 采样 定理 (sampling theorem) 设 平 稳 过 程 
x(t) 是 均 方 连续 的 ,那么 
lim || x — xC) || =0, Ve ET, 
ЖН хо) 的 谱 函 数 F(w) 满足 


| J I FO = 0, 


其 中 o, хо 频谱 中 频率 的 上 界 , 记 采样 区 间 长 度 了 一 zi 
则 有 
х0) = У) хт) 一 一 一 一 . (35. 43) 
„= FORT) 
采样 定理 的 意义 在 于 ,对 于 一 个 连续 平稳 信号 ,其 频谱 中 最 高 
频率 小 于 w 时, 取 采 样 周 期 A = жо? 即 可 保证 采样 离散 什 


(x(&A)) 按 (35. 43) 意义 恢复 ха). 
ЖУ 35.11.6 хб) 是 一 平稳 过 程 ,而 V(x(1)) 是 某 一 给 
定 的 函数 ,如 果 对 于 使 EV(x(z)) 存在 的 V(.) 及 Ye > 0, 满足 
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N 
imp|| 1 Јуса+ л) Eva | <e)=1, (35.44) 
ма, А 
或 记 为 
y a.s. 
NAVEG) == EVD), N — œ, (35.45) 


则 称 x(z) 对 V(x(i)) 具有 遍历 性 (ergodic property). 
Ж 35.11.7 均值 遍历 性 定理 。 均 方 连续 的 平稳 过 程 
хо 对 其 均值 函数 и, = Ех) 具有 遍历 性 的 充 要 条 件 是 


li 1 т 2 
imE 过 | roda, | = 0, 


T= 


或 


lim эт] Ф,„(х©)айг= рі, 


其 中 D.) A xG) ИЯСЕ Ж 35.1.1). 
定理 35.11.8 自 协 方差 遍历 性 定理 — 均 方 连续 的 平稳 过 
程 x(t) 对 其 自 协 方差 沙 数 具有 遍历 性 的 充 要 条 件 是 
lim n 去 | ,(1 )Ф, (u,t) BT) du = 0, 


其 中 Ф, lu,r) Ух) КЕ 
Ф. (и,т) EE{ хс) + OJH ux u DJ). 


35.12 ” 伪 随 机 信号 


由 于 白 噪 声 是 物理 上 难于 实现 的 、 理 想 化 的 数学 模型 ,因而 ， 
用 伪 随 机 信号 去 逼近 白 噪声 便 成 为 实验 设计 中 的 重要 手段 . 本 节 
对 最 常用 的 几 种 伪 随 机 信号 ,给 出 主要 结果 . 


35.12.1 [0,1] 均匀 分 布 的 伪 随 机 数 


[0,1] 均匀 分 布 的 擅 随 机 数 ( 序 列 )(pseudo-random number) 
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有 以 下 两 种 模型 . 


(1) 乘 同 余 模 型 
х0) 一 mod(Az(G 一 1),M)， 
8 je р, 
或 等 价 地 


ко = 200). (35. 46) 


其 中 M = 2022 2),А ЖЕ mod(A,8) = 3 385, 200) 为 小 于 M 
AR, БФ ЖЕ], (E) 是 周期 p = 2* 的 [0,1] 均匀 分 布 
的 伪 随 机 数 . 参数 推荐 :A > 170, k > 30, 200) > 9. 

(2) 混合 同 余 模 型 
кт = mod(Az(k— 1) +C,M), 


ена = Alk — 1) – [Ak — 1], 


gCk) zA) (35.47) 


其 中 C 为 整数 ,A = 2" +1(2 < n< 34),M = 2: (k > 2). 参数 推 
#:C=1,n2>7,k> 30,180) 是 周期 p = 2 的 [0,1]j 均 匀 分 布 
的 伪 随 机 数 . 


35.12.2 ЕЛЖ NA 


(1) 数据 压缩 变换 
设 {6(A)}》 为 [0,1] 均匀 分 布 的 伪 随 机 数 , 则 


= 了 =1 Š 
E(k) = 7’ varĝ(k) = 12 =a. 


N 
DENG —1) +) — NEEG) 


zy (k) = “= 79 ， (35.48) 
Oe 
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则 

аъ) — r) ~ N(0,D. 
计算 公式 

zN(A) = i эуе D+ — V3N. 
参数 推荐 :N > 12 时 {zx、(k)} 可 近似 认为 标准 正 态 分 布 的 序列 ， 
如 和 欲 生成 服从 No ) 的 序列 A WEAR 
ТЮ) = p+ os x(k). (35. 49) 
(2) 代数 变换 法 


仿 ,(k)),{ 色 (k)) 为 互相 独立 的 [0,1] 均匀 分 布 的 序列 , 取 
变换 


(35.50) 


| = ШЕ (P соз2лё, (k) , 
1, (k) = ,/— 212 (#)зїп2лё,(Ё), 
则 { СЕ), (0 СӘ) 为 互相 独立 的 标准 正 态 分 布 的 序列 , 即 т G) — 
N(0,D (k) ~ N(0,1). 
伪 随 机 二 进 制 序列 (pseudo-random binary sequence, PRBS) 
设 取 值 0,1 的 二 元 序列 {z(&)} 的 元 素 由 下 式 定义 
b 
х(® = Dartk—)), (35.51) 


其 中 Ө 表示 模 2 加 法 , ©) 表示 模 2 加 法 求 和 ,a; — 
为 1 或 0,a, 三 1,p 为 给 定 的 正 整 数 , 对 于 一 组 给 定 的 {a;),{zCk)} 
将 是 周期 序列 ,用 能 使 周期 达到 最 大 的 一 组 a1,…,a,-1,4, = 1 确 
定 的 序列 {x(k)) 称 为 伪 随 机 二 进 制 序列 亦 称 为 p 阶 M 序列 (M 
sequence) ,并 且 这 个 最 大 周期 为 

N, = 2*—1. (35. 52) 
N, 称 为 M 序列 {zk)} 的 周期 , 即 对 {zxC8)) 有 

z(N, +b =zG), 1<k<N,. 
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对 形 如 (35. 51) 的 二 进 制 序列 {x(k)}( 不 一 定 是 M 序列 ) ,可 
以 用 z(k) 为 系数 的 无 穷 阶 模 2 加 多 项 式 表示 如 下 : 
G(s) = zs (35. 53) 


k=0 


其 中 * RR z (k) 在 二 进 制 数 G(s) 中 的 位 数 ,规定 = 1. 
以 zp 个 值 (1,0,…,0) 为 一 段 初 值 的 二 进 制 序列 {x(k)) 成 为 


M 序列 的 充 要 条 件 是 G(s) 满足 
= =1 3 
бо) = Fs (35. 54) 
Р 
F(s) 510 Мак", (35. 55) 
k=l 


其 中 a1,…,a,_1,4s = 1 为 确定 形 如 (35. 51) Wak) 为 M 序 列 
K p o 838. F(s) 称 为 M 序列 {zx(k)) 的 特征 多 项 式 . 
F(s) 的 性 质 : 
(1) 如 F(s) 是 特征 多 项 式 , 则 РС) 必 为 既 约 多 项 式 . 
(2) FO) 为 {z(4)}》 特征 多 项 式 的 充 要 条 件 是 F(s) 为 s** ©1 
的 一 个 因子 . 
例 35.12.1 i p= 4,Е05) = 1@ + Qs, БНМ 
列 {z(k)} 的 两 个 周期 . 
Ж ”本 例 为 一 个 4 阶 M 序 列 , 且 aw = а = 0,a3 = а, = 1, 周 期 
为 N, =2 一 1= 15. 由 (35.51) 可 得 {z(&)} 的 表达 式 为 
х(® = r(k—4) R arlk— 3), 一 5, 6 
z(1) = 1， z(2)=0, z(3) =0, z(4)= 0. 
据 以 上 表达 式 和 初 值 ,{z(&)} 的 两 个 周期 为 
1 06 0 0 1 070 1 1 0 1.0 1 W 
| 
另外 , 据 (35. 55) 由 多 项 式 除 法 得 到 
GG) =1 9 A A: BB p p | p I l +. 
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Ë G(s) 结构 ,可 直接 写 出 {z(C&)} 的 两 个 周期 为 

1 оо11ото1111ооо 

1 0оо1т1от1о1111ооо 
这 与 用 通 项 表达 式 (35. 51) 所 得 结果 属 同一 М 序列 .在 上 面 G(s) 
表达 式 中 第 一 项 1 视 为 1. ° ,表示 从 第 0 位 取 1 开始 . 

当 FGs) 为 {x(k)) 的 特征 多 项 式 时 , 由 (35.55) 所 确定 的 
(z(&)) 是 惟一 的 , 且 具 有 初 值 

х(1)=1,‚_ 20) == = r(p—1) = z(p)= 0. 

b Et M 序列 的 生成 模型 可 以 由 zp 个 串联 的 双 稳 态 触发 器 构成 
的 线性 反馈 移 位 寄存 器 实现 ,只 要 合理 设置 反馈 通道 , 则 其 输出 序 
列 为 一 个 M 序 列 . (35.54) 定义 的 F(s) PH alk = 1,1, p) 即 代 
表 通 道 号 ,ax = 1 时 ,表示 第 上 级 取 为 反馈 ,a = 0 时 ,表示 第 级 
不 作为 反馈 . 

M 序列 的 性 质 

(1) 在 {zx(&)) 的 N, 个 状态 中 , 记 No = x(k) 取 “0” 的 总 数 ， 
N, =<=(&) 取 “1” 的 总 数 , 则 

1 


N 10м, D, N =+(N,+D. 


(2) (z=(&)) 取 值 不 变 的 一 段 长 度 称 为 游程 ,游程 总 数 为 2 ， 
0,1 游程 各 有 2 个 . 

(3) {z(k)) 的 移 位 序列 与 1z(&)}) 按 对 应 序号 模 2 加 所 得 序列 
仍 为 М 序列 . 

(4) 设 a > 0, 取 变换 

МОВ) = 2a(z(k) 一 0.5)， (35. 56) 

则 {M(A) } 为 初 值 土 a 的 序列 , 称 M(k) 为 幅度 等 于 a 的 零 均 值 M 
序列 . 

(5) МВ (хс) 的 自 协 方差 函数 фт) 和 自 相关 函数 R(r) 
按 以 下 定义 : 


k ТИГ» 


1 сула — оа 
Po) = F| 20020-7 г, 


R(t) = ф(т)/ф(0), 
Epara) Sr 0 СЬ), (х0) 为 零 均值 ,幅度 为 a 的 M 
序列 ,周期 记 为 工 = N fb WBA:,N = N, = 2 一 1, 则 


1, z 一 0， 
NIE z: 
1 N A 0<r< At, 
R(t) = 
(9 -4 м< (N+ DA, 
N+1NAt—r 
1 N А? (N= DAt<re Мм. 


(85.57) 

j М 序列 (inverse M sequence) 

Ж{х(®)) 为 取 值 0,1 的 M 序列 ,周期 为 N,, 取 2N, 长 度 的 
{x(k) |& 一 1,…,2No) 与 (0,1) 序 列 进行 模 2 加 法 ,所 生成 的 序列 
记 为 МОР), Вр 

M(2k — 1) = mod(z(2k— 1) +1,2), 
{мав = mod(z(2k) +0,2), (35. 58) 
k= 1,2, , 2N, 
则 称 {MC&)}) 为 逆 M EJ. 

M 序列 与 逆 M 序列 的 对 比 

(1) 当 N, 足够 大 时 ( 即 p 足够 大 ), 两 者 的 自 相关 函 数 都 近似 
ж ô). 


(2) МЕЈ, 7.00) = КОЛУ 含有 “直流 ”成 


分 ,其 中 {zx(k)) 为 取 值 (一 a,a) 的 М 序列 .而 对 取 值 为 (一 a,a) 的 
Ж M 序列 {M(k)} ,其 谱 中 fu) = 0, 不 再 含有 直流 成 分 . 
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p=3 
(3,1,0) 
(3,2,0) 
p=4 
(4,1,0) 
(4,3,0) 
р= 5 
(5,2,0) 
(5,3,0) 
(5,3,2,1,0) 
(5,4,3,2,0) 
(5,4,2,1,0) 
(5,4,3,1,0) 
p=6 
(6,1,0) 
(6,5,0) 
(6,5,2,1,0) 
‹8,5,4,1,0) 
(6,4,3,1,0) 
(6,5,3,2,0) 


查 表 确定 特征 多 项 式 示 例 ( 利 用 表 35. 2) 


表 35.2 3 一 8 阶 M 序 列 特征 多 项 式 代码 表 


p=7 

(7,1,0) 

(7,6,0) 

(7,3,0) 

(7,4,0) 
(7,3,2,1,0) 
(7,6,5,4,0) 
{7,5,2,1,0) 
(7,6,5,2,0) 
(7,4,3,2,0) 
(7,5,4,3,0) 
(7,5,3,1,0) 
(7,6,4,2,0) 
《7,6,3,1,0) 
(7,6,4,1,0) 
(7,6,5,4,3,2,0) 
(7,5,4,3,2,1,0) 
(7,6,5,4,2,1,0) 
(7,6,5,3,2,1,0) 


p=8 

(8,7,2,1,0) 
(8,7,6,1,0) 
(8,5,3,1,0) 
(8,7,5,3,0) 


(8,5,3,2,0) 
(8,6,5,3,0) 
(8,6,3,2,0) 
(8,6,5,2,0) 
(8,7,3,2,0) 
(8,6,5,1,0) 


(8,6,4,3,2,1,0) 
(8,7,6,5,4,2,0) 
(8,7,6,3,2,1,0) 
(8,7,6,5,2,1,0) 


A) p= 4, (4,1,0), МЕС) =1@5@з'; 
(2) р = 6, (6,5,0), MFO = 1@ $ Ф". 


. МУ 


系统 辨识 


36 ”离散 线性 系统 辨识 的 常用 算法 


一 个 动态 系统 的 组 成 由 其 内 部 结构 完全 确定 ,而 系统 的 表现 
则 由 其 内 部 结构 所 决定 . 所 谓 表 现 , 是 指 在 确定 的 或 随机 的 外 部 条 
件 ( 输 入 ) 下 的 动态 响应 ,这 种 动态 响应 又 称 为 系统 的 输出 . 

许多 系统 往往 是 机 理 不 清楚 或 是 不 其 清楚 ,或 是 机 理 清楚 
而 参数 未 知 ,对 这 类 动态 系统 建立 其 数学 模型 , 便 是 系统 辨识 
(system identification) 的 目的 . 系统 辨识 的 思想 与 方法 之 起 源 并 
非 近 年 ,但 形成 一 套 完整 的 、 系 统 的 理论 和 方法 却 在 20 世纪 
70 一 80 年 代 , 主 要 是 计算 机 的 发 展 与 普及 ,使 得 这 一 领域 的 理 
论 与 方法 的 实践 成 为 可 能 ,并 广泛 应 用 于 工业 、 军 事 及 经 济 等 
领域 . 

从 应 用 数学 的 角度 来 说 ,系统 辨识 是 运用 统计 方法 处 理 微分 
方程 与 差 方 方 程 的 反问 题 ,大 多 涉及 一 些 交叉 学 科 . 从 计算 机 应 用 
角度 来 说 ,系统 辨识 又 是 一 门 数据 处 理 技术 .本 卷 35 一 40 章 给 出 


有 关系 统 辨识 动态 建 模 及 预报 的 基本 结果 . 
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36.2 LS 及 其 病态 算法 


定义 36.2.1 LS 的 基本 格式 (basic scheme of LS). 
模型 


sb) + УБ = Уа +а- 0 ++), 

(36. 1) 

EP а,Ь € R ,(e(k)) НЕА, 70 о, lu (k)) Н 
{elk)} 不 相关 的 拟 平稳 信号 (一 般 应 为 持续 激励 ), 记 号 
i =(—ylk+n—1),—ylk+n—2), =, — yk), 


ulk+n—1),ulk+n—2), = ,ulk+n—m)), 
ӨТ = (ai, ran sbi stt sbn) n>m. 


模型 (36. 1) 等 价 于 模型 


yk+n) = 910 +e(k +n). (36.2) 
令 &=1,…,N, 记 
Ф ym +1) eln+1) 
Фу = |, Ум = : , EN = H ` 
% y(n+ N) e(n + N) 
模型 (36. 2) 基 于 N 次 观测 数据 的 方程 组 为 
y, = Dn0+e,. (36.3) 
目标 函数 
N 
J(0) = в}, = De (п +). (36.4) 
k=1 
设 Ө 为 参数 集 , 若 存在 b, 使 得 


ЈМ) = min J (0), 
则 称 Ôn 为 6 基于 (36. 1) N 次 观测 的 最 小 二 乘 估计 (least squares 
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estimator) ,简称 LS. 
当 М>п+т,Ң тапкфФу=п+т В, 


N N 
0, = (Фу p.) 'Ф\у, = (Уф. ФТ) Doy + D. 
k=1 k=1 


(36.5) 
定理 36.2.2 如果 系 统 (36. 1) 是 稳定 的 , 且 {u(k)} 和 {elk)} 的 
四 阶 矩 是 指数 有 界 的 , 则 0, 是 0 的 弱 一 致 性 (weak consistency) 估 
计 , 即 N—coBf 
B, = ө. 
定理 36.2.3 在 定理 36. 2. 2 的 条 件 下 , 若 再 加 上 


a.s. 


1 чл D>0, (36. 6) 
MJ 0, 为 9 的 强 一 致 性 (strong consistency) 估 计 , 即 N—coBf 
0, = 0. 
定义 36.2.4 Householder ( 8 #f Æ ЛК) ЗЕ (Householder 
transformation) iZ u€ R" 为 单位 向 量 , 则 称 线性 变换 
Q ®#т—2иит 
为 一 个 Householder 变换 ,简称 H- 变 换 . Q 称 为 H- 变 换 阵 .Q 具有 
如 下 人 性质: 
(1) Q 为 对 称 阵 , 且 为 正 交 阵 . 
(2) 有 限 Q 乘积 仍然 为 H- 变 换 阵 . 
G) YxER"，, 了 一 个 H- 变 换 阵 Q, 使 得 
Ox=(,0,,0)7， à= |х 1. 
(4) YZ@ERY ,了 一 个 Н О, 19 


e= (5) 


其 中 R 为 p 阶 上 三 角 阵 . 
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解法 36.2.5 LS H -变换 解法 
对 式 (36. 5) 中 的 Bv, 3OER wxw ,使 得 
о. (8). 9»=("). кд, =, (36.7) 
其 中 R 为 m 十 n 阶 上 三 角 阵 ,ER”"*", 由 及 为 上 三 角 阵 ,因此 
式 (36.7) 中 的 全, 可 递归 求解 得 到 . 当 ФТФ 的 行列 式 很 小 时 ,上 述 
方法 可 成 功 地 求解 最 小 二 乘 估计 ôy. 


36.3 递 推 最 小 二 乘法 


定义 36.3.1 加 权 LS 的 递 推 格式 取 加 权 阵 W, = 
diag(W(n 十 1),…,W(n 十 NN)), 将 式 (36.4) 改 为 


N 
Jv(9) = s. Wx E, = D Wn Юе (n + b). 
k=1 
Ў тапки = М, #2 
Р, = (@;W,@,)”' , k>n+m+1, 
则 有 如 下 递 推 最 小 二 乘 格式 (recursive least squares estimator) , 


简称 RLS: 
Кы =Р,Ф,. (W-'(k+1)+@L P,@a )7!, (36.8a) 


Р. =P,—K. a ФР, (36. 8Ь) 
Qi =, +Kan (y(ntk 二 1) — o0). (36. 8с) 
初 值 可 有 两 种 取 法 : 


(1) R 0,=0, Р,=а%1„„‚ а = 10° ~ 10°. 
(2) 取 一 定 长 度 的 数据 用 LS 或 其 H -变换 法 求 出 gv 0, 
Ру, EP,. 
另外 ,对 (36. 8) 中 的 Pi 在 计算 中 应 保持 对 称 性 ,为 此 可 等 
价 地 将 Pa EA 
De 


Pin = P, —K, KL, (WT k++ Фи Рафа). (36.9) 
一 般 来 说 , 当 {e(k)} 为 白 噪声 序列 . 而 {u(k)} 为 m 阶 持续 激 
励 信 号 时 ,有 


N 
ГЭЭС зш Ф= Elp pi> (36.10) 
k=l Dr 


这 便 是 定理 36. 2. 3 的 条 件 . 
性 质 36. 3.2 {Р,} РЕЖ: 
(1) { 已 } 是 单调 减 矩阵 序列 , 即 
P,., — P, < 0. 


k+l 


(2) 在 式 (36. 10) 的 意义 下 ,有 Р, 20. 
(3) ° P, 可 作为 外 的 误差 协 方差 阵 的 估计 . 


36.4 多 变量 系统 的 LS 


模型 
y(k+n)+Ayy(k+n—1)+-+A,yCËE) 
=Bu(k+n—1)+--+B,u(k+-n—m)+=#(k+n) ， 
(36.11) 

RrhyGO)CR?*,u(k)CR”,A CR” ,B € R” ,(g(k)) E p s 
零 均值 白 噪声 . 记号 

0=(A1, Ans Bi ‚+, В)» уху» 

—y(k+n—1) 


—y(k) 
站 ? 


u(k+n—1) 


u(k+n—m) (np+mr) Xl 
0 的 最 小 二 乘 估计 是 
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ôs = ГЭВ үгө! +b, (36.12) 
即 (np 十 mr) X p BRER O 的 估计 需求 一 个 zj 十 mnr 阶 方 阵 的 
着, 式 中 的 方 是 为 了 计算 的 方便 ,防止 浮 点 运算 的 数据 太 长 . 


36.5 时 变 系统 的 适应 算法 


算法 36. 5.1 指数 窗 法 (exponential data window) 
将 定义 36. 3. 1 中 的 加 权 阵 取 为 


йш 0 + 0 
0 pr: + 0 W 0 
w=]. А ШР a (f А ). (36. 13) 
: : : 0 1 
0 0 + 1 
目标 函数 为 (其 余 记号 同 36.3 节 ) ,其 中 о 为 渐 消 记忆 因子 
А 
Ji(0) = Урт Q+ D. (36.14) 
1=1 
则 递 推算 法 格式 为 
Kisi =P,@,-i (PHP Pipa), G6. 15a) 
Р. =(P, —Kir Pi P,) / Ps (36. 15b) 
ð, =, +K: (убо +41) —ф,,6,), (36. 15c) 
渐 消 因子 推荐 : 0. 9<p<1. 
算法 36. 5.2 固定 窗 法 (fixed data window) 
记号 ( 设 А> N.N 为 选 定 记忆 长 度 ) 如 下 
Фі ма (y(n+k-N+1) 
Ф, = : Y= : ` 
pi ynt k) 
= (D0) = ( У) фт), (36.16) 


см1 


VA 


= Pi@IY,( 基 于 固定 长 度 为 N 的 一 次 完成 初始 估计 )， 
0,..=1Ру' +9, Ф, ] 
@, 意义 同 36. 2 节 , 则 递 推算 法 格式 为 


Q = 已 一 Pi (CI 十 PT P,0,.,) P P, (36. 17a) 
Pi =Q TQ Pons lt9 n Qi pn) * 

Ф. sQ... (36.17b) 
Ô, =b, +Р,., (@,.,y(n+k+1) 

Фф, sip n+-k—N+1)), (36. 170) 
Fnk)“ y(nt+k)—$(n+klê,), (36. 174) 
y (п+К10,) Фї, ,0,. (36. 17е) 
上 述 算法 的 实施 步骤 如 下 : 


D 设 定 N= 常数 ,计算 Р, ôn. 

(2) 置 k 二 N, 加 入 新 的 观测 y(n 十 N 二 1) 及 uln 十 N 十 1 一 
m) ,计算 0..1. 

(3) 计算 Pr- 

(4) 计算 Bi , 置 上 一 上 十 1 转 (2). 


36.6 基于 H- 变 换 的 RLS 


模型 : 见 (36. 2) 式 . 
对 gxv Ж H -变换 阵 wv-: ,使 
Ry (mv 
vio] Ó ). W... y = 6). (36. 18) 
其 中 Rw 为 n 十 m ALEME, ВИН k= М.Е, =R. 对 新 的 数据 
Ж 9,,, , 求 H -变换 ,使 


Ri 24 R, 
[ А BASRE (36. 19) 

其 中 y, 为 p тт 个 正 交 阵 之 积 , 即 
v,=Q,0,- Q. (36. 20a) 
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I 0 0 0 
10 C 0 S. 
Q= оо, 0 , (36. 20Ь) 
0 S 0 С) хор 
С, = (В,), /А,, (36. 20с) 
5,=(ф,.1),/А,, (36. 20d) 


USERA H a) P 1,6, р (36. 20e) 
Ri《k 二 N,N 十 1,…) 均 为 p 阶 方 阵 , 上 且 为 上 三 角 阵 . 使 得 


КБ л, | (36. 21) 
$. y(n+k+1) Р 
则 参数 向 量 0 的 递 推 估计 为 
ô, SRA Mm, (36. 22) 
J. ) =J Â Hia. (36. 23) 


36.7 具有 不 相关 噪声 模型 的 最 大 似 然 估计 
模型 : 仍然 取 (36. 2) 式 
假设 {e(8)} 的 方差 为 , 则 y, 的 对 数 似 然 函数 为 
In роу 16,0) = Cn 2an o) 


+ буу —Ф+ Ө)? Сул —ФуӨ), (36. 24) 


0 5 о° 的 最 大 似 然 估 计 为 
"= сФГФ,) Diy =E, a 


ё = 10. Ф OF )T у, –ФІ ӨМ). (36.26) 
36.8 关于 一 致 性 估计 的 注 
以 模型 (36. 2) 为 对 象 的 LS 给 出 的 估计 ӨР 是 参数 真 值 6 


的 一 致 性 估计 . 当 取 加 权 阵 W,==I 时 ,给 出 的 递 推 估 计 0, 与 
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б 是 等 价 的 . 但 是 , 当 {s(C&))} 为 白 噪声 的 假设 不 成 立时 , 即 
(ес) } 为 相关 噪声 时 ,虽然 形式 上 仍 可 用 LS 或 RLS, fB #, 却 
不 再 具有 一 致 性 .在 以 下 的 36.9~36. 12 4p, 2H д, 仍然 
保证 一 致 性 . 


36.9 辅助 变量 法 与 RIV 


定义 36.9.1 辅助 变量 法 (instrumental variable method) 
模型 ; 
Alz '!)y(k)=B(z=-!)u(k)+CC(x="')e(b), (36. 27) 
A(z')=1+az ++ Фах" (稳定 多 项 式 )， 
B(z 1)=b z+ +b,z"", 
C(z7 1)==1 十 Qiz 1 十 … 十 cx-” (稳定 多 项 式 )， 
E(k) 二 C(z  )e(A) 称 为 模型 噪声 , {eC(&)} 是 方差 为 2 的 零 均值 白 
噪声 . 约定 тп, q<n. 记号 
0= (a ,an sbi, bn)T, 
P=(—y(ntko1),,—y(k) ,ul(ntk—1), = ul(n+k—m)). 
MRA h,€ R *”, 4848 Моон 


D Уф S Re > 0， 
4 k=l 


N 
(2) L3]heQn +k) <>, 
М 


则 称 h, 是 一 个 辅助 变量 (向 量 ) ,或 称 
Н, = (№, 0)" (36. 28) 
为 辅助 变量 和 矩阵 ,并 称 


N ах N 
ð, = [S 2791 ] ‘Sy (nth) (36. 29) 
NE k=l 


为 6 的 辅助 变量 估计 . 辅助 变量 估计 0, 是 9 的 一 致 性 估计 . 
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不 同 的 辅助 变量 将 导致 不 同 的 辅助 变量 估计 . 一 个 方法 是 取 

一 个 辅助 模型 
A: (alk) 一 了 (zz(A)， (36. 30) 
可 用 LS 先 求解 1+arz l+ Баја" А (271) АВ" (271) 
br u(k—1)+ БиС m) ,而 后 对 给 定 的 {u(k)} 取 辅助 变 


量 为 
ВЕ = (—х(п-++Ё—1),++,—х(Ё),и(п-ЕЁ—1),+, 
u(n+k—m)), (36.31) 
Tk)=—ar х(#—1)—+—а; r(k—n) +b; и(Ё—1) 
牛 … 十 biu(k—m) (36. 32) 


z(—b=0,  k>0. 
ЖХ 36.9.2 递 推 辅助 变量 格式 (RIV) 


Kisi =P, В... (1-ЕФ Prha), (36. 33a) 
Р, =P, — Ki PL P, , (36. 33b) 


Oi =0, +Kan (y(n+k+1)— o0, ). — (36.33c) 
Ж 36.9.3 (1) 辅助 变量 法 不 能 解 出 Ce). 
(2) 辅助 模型 (36. 30) 中 可 取 А" (z-!)=1,B* (z-1) 一 xm， 
这 时 


hi =(—и(п+Ё#Ё—т—1),++,—и(Ё—т), 
и(л++Ё—1),++,и(п+Ё—т)). 


36.10 增 广 最 小 二 乘法 与 RELS 


模型 : 取 (36. 27) 式 
记号 : 
O= (ai, ,a sb bn ce ус), (36. 34) 
Фі =(—у(л-+ЕЁ—1),++,—у(#),и(л+Ё—1),+, 
uln+k—m),el(n+k—1), = ,e(n+k—q)), (36.35) 
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ё(п++&Ю)=у(п+ЁЮ)—Ф@#,, k21, (36. 36) 


20) =y), 1 一 1，…vn， (36. 37) 
则 8 的 递 推 增 广 最 小 二 乘 格式 为 (RELS) 
Kn = Рф: HPRP, Ф)", (36. 38а) 
Pisi =P, — Kisi Pis Pa» (36. 38b) 
0,..=0,+К,.. (y(n +k +1) — p70), (36. 38c) 
0.=0, 
Р, = а І. 


作为 LS 的 直接 推广 , 增 广 最 小 二 乘 有 一 次 完成 算法 ,其 形式 与 
LS 类似. 但 常用 的 是 RELS(recursive extended least squares). 


36.11 广义 最 小 二 乘法 与 RGLS 


定义 36.11.1 广义 最 小 二 乘法 (generalized least squares) 
模型 
A(z=-1)y(k)=B(xz= !)u(k)+e(k), 
F(z !)e(k)=e(k), 
或 记 为 
F(z ')A(z !)y(k)=F(="`!)B(z-l)u(k)+e(k), (36.39) 
其 中 A(z '),F(z  ) 为 稳定 多 项 式 . AGT), B(z 1) B] E X 
36. 9. 1. e(&) 为 零 均值 正 态 白 噪 声 序列 . 
FD =+ fir tet fp’. 


记号 
Е(27') у) = уу (b), (36. 40) 
F(z 1)и(В) =иу (№). (36. 41) 
模型 (36. 39) 可 记 为 
F(z !)e(k)=e(k), (36. 42) 
A(z!)y/(k)=B(z l)u/(k)+e(kh). (36.43) 
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由 上 述 模型 求解 A(z-:) ,B(z-:) 及 F(z-!) 是 非 线性 最 小 二 乘 问 
题 ,其 松弛 算法 (relaxation method) 如 下 . 
算法 36.11.2 (1) F=f e fp) Bth E e= 
1, 即 F;=0 G=0. 
(2) 用 (36.40) 和 (36. 41) 计 算 
ук =E; Tyk), ш) = Ё (27 )ulk). 
(3) 调用 LS 子 程序 ,由 (36.43) 求 解 A; — (271), В, (271). 
(4) WS Ek) =А, (е1) уб) — B. (z ulk). 
(5) Ж e(k)=ë,(&). 调用 LS, 由 (36.42) 求 解 天 +. 
(6) 收敛 性 检验 ,满意 则 停止 ,否则 置 ;一 ;十 1, 转 (2). 
上 述 算法 称 为 广义 最 小 二 乘法 ,所 用 数据 为 固定 长 度 的 观测 数据 集 . 
定义 36.11.3 递 推广 义 最 小 二 乘法 (recursive generalized LS) 
对 模型 (36. 42) 及 (36. 43) ,一 种 可 以 在 线 (on-line) 应 用 的 递 
推算 法 格式 (RGLS) 如 下 . 记号 
6 一 (al ,asp s**t sbn)» 
S= ЛЬ)» 
Ф =(—у,(л-ЕЁ—1),+,—у,(®, 
и (п+— 1) ,un) Ет), 
у,(®+ = Еа) yk+D), 1=0,1, ,nl, 


u (k+j) =È ulk+j), j=n—m,.n—m+1,=:,n—1, 
E= (є(и++Ё#—1),+,&(п0-++Ё—р)), 


š(R+D=A,(z1)y(k+ D — B, (27) Julkk+ D, l=n— ps, 


n— ÅA GT) BDR EDAMA BA Л 29 
式 后 而 得 到 . 参数 辨识 的 递 推 格式 为 
d,i =, HKL), (yy(n+-k+1)—@_ 0,), (36. 44а) 


а 
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m = РФ, /(l+9.,, PPE, D> 
Ру? 一 Рі? — KR Ф.Р? ， 
Диа =f.+ И? (є(лп+#—1)—&1./%), 
к, =Рр?&,/а+ PP Eri ) П 


из = Рі? —Ki Gi PP. 


36.12 递 推 最 大 似 然 法 


定义 36.12.1 模型 
ACz !)y(&)=B(z-!)u(k)+C(z elk), 
A(z=')=1+az !+- +a, ", Ж) 
B(z-!)=biz HeH bnz "s 
C(z!)=l+cz 4 сис, (稳定 ) 


(36.44b) 
(36.44c) 
(36.44d) 
(36.44e) 
(36. 44f) 


їеС&) } 是 方差 为 的 零 均值 正 态 分 布 白 噪声 ,约定 gq<m<n. Н 


标 函 数 取 为 
* 
Ji(0) = De (2,0), 
i=l 


elk, 0) = Ст! (271) [AG yk) — BC ) ulk)], 


0 = [aanb bnc sc]. 


є(#)=у(#)—хХ1$,, 


х= (—у(#—1),+е,—у(#—п),и(Ё—1),+,› 


ulk—m),e(k—1),.,e(k— gq)), 
Ph=(—y, (一 1) ,一 2 (k—n),u (k 
us(k—m) ,Er(R 一 1)，…Er(R 一 9) )， 


y k)= (ylk), 


us (k) =C (m Julk), 
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Dye 


, 


Ek) =! (27E (k). 
算法 递 推 格式 为 
Pin =P, — Kii HOi Pi, 
К,ы =P, (1+9 PiP) 
Qi = +K ECH), 


с? 0 о y 
9 ,一 | 0 Сі” 0 @+ ш, |. 
о о Ce š, 


% k 
1.09) = X>) G,0, 
1 一 1 
elk, =C (2 1) A(z )y(k)— Bz ulk) ]. 


(36. 45) 


(36. 46) 


上 述 目标 函数 的 极 小 化 实质 上 将 导致 预报 误差 估计 (参见 第 38 


章 ) ,在 正 态 分 布 的 情形 下 ,有 如 下 近似 极 大 似 然 估计 . 
记号 
Фї -2RD 
= СА К Ф.Ф! нефт", фт Ya 
ӨТ = (ау, "+ ran sbi stt Босут) 
1 97,09) 
20720 | 
算法 36. 12. 2” 递 推算 法 格式 为 
Kisi =P, pit/ (1-ЕФ Pi Piri) 
Р. =P, — Kr ‚Ф.Р, . 
ð = +K, E (CR 十 1)， 


def 


Ek) 三 y(R) 一 xD ， 


Pr 


XI=(—y(k—1),,— yk—n) ,CR 一 1) 


ulk—m) ,&(#—1),+.8&(#Ё—р)), 


(36. 47) 


(36. 48) 


cp o 0 yo 
Фы=|0 C o jọ, +u], 


0 0 ci СА 
其 中 
一 cl， —& + 一 cy о... 0 ` 
cp= 0 |, 
1, Н 
0 0 
= 一 cz —& 0 0 
cp= > 
In- i 
0 0 
=^ —@& 一 cs 
cp= The 
Li ; 
0 
—y(k) u(k) СӨ) 
0 0 0 
Jo 一 : ， u : ， ё& = 
0 J, 0 J), 0 Joxi 
实施 步骤 : 


(1) 赋 初 值 ,k=0,8 =0,P, 二 a 了 ,并 置 
є) =5у() С 0), l= 一 p, 一 p 十 1,…,0. 
D 计算 9,,,, 其 中 C4" ,Cm ,Cg 中 的 参数 取 为 第 & 次 估计 . 
(3) 计算 ХТ MEUD (= p, k). 
(4) 计算 Kisi Pari ,1. 
(5) 收敛 性 检验 ,满意 则 停止 ,否则 =H (2). 
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37 ”模型 检验 与 阶 的 估计 


37.1 模型 检验 


模型 检验 (model test) 有 多 种 方法 . 这 里 提供 的 方法 是 按 如 下 
原则 :如 果 由 辨识 结果 提供 的 模型 是 理想 的 , 则 模型 中 所 假设 的 白 
噪声 序列 的 后 验 估 计 {eCk)} 应 在 一 定 检验 水 平 下 可 以 认定 是 白 品 
声 . 常用 方法 有 以 下 两 种 . 

方法 37.1.1 正 态 检验 法 ” 取 统 计量 


Nr 


GD = LDD, r=01,-,N—1, (37.1) 


N£ 
R(r) = ф(т)/ф(0), r 一 1,2,…,N 一 1 (37.2) 
相应 于 a 检验 水 平 , 当 


лукс) |< Еа). r=1,2,--,N—1 (37.3) 
时 ,认为 R(7)==0, 即 {fe(8)} 是 不 相关 噪声 序列 . F(a) 为 标准 正 态 
分 布 函 数 的 a -临界 值 . 
方法 37.1.2 检验 法 统计 量 和 记号 同 正 态 检验 法 
(37. 1),(37. 2) ,并 取 х 统计 量 


N 
X = УМК (т) ~ X (N). (37.4) 
r=] 


4 Ху (N) 时 认为 {e()} 是 不 相关 噪声 序列 . y; (N) 是 自由 度 为 
N 的 x? 分 布 函 数 临界 值 . 
37.1.3 当 数 据 量 N 较 大 时 ,可 取 由 用 户 选取 最 后 一 段 
LO } 进 行 检验 ,并 且 在 正 态 检验 中 ,{R(r)} 也 可 只 取出 其 中 的 
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R(N 一 站 ,RCN 一 [十 1),…,R(N) 做 (37. 3) 所 示 比 较 . 


37.2 FRERE 


模型 阶 的 问题 ,实质 上 是 模型 中 所 含 独立 参数 个 数 问 题 ,对 动 
态 系 统 来 说 ,这 是 一 个 相当 复杂 的 理论 问题 ,本 手册 提供 两 个 较为 
成 熟 的 方法 一 一 F 检验 定 阶 法 和 基于 最 小 信息 准则 的 AIC 方法 ， 
定义 37.2.1 关于 阶 次 检验 的 统计 量 
模型 ”以 (36. 45) 为 例 ,假设 e(k)~~N(0,0). 
记号 s: 模 型 真实 独立 参数 个 数 , 即 s==n 十 m 十 q; 
51:512275, з, 为 某 个 模型 的 参数 个 数 ; 
50 252225), 52 为 另 一 个 模型 的 参数 个 数 ; 
JG): 相应 于 s; 的 模型 残 差 平方 和 , 即 


N 
1Ә=](з,ё)= У) 0,0), i=1,2, 


并 取 
J=J(s)—J(s). 
则 5. 225,25 为 真 时 ,统计 量 
def N—s 
Fan = oa Si O 
准则 37.2.2 ”检验 准则 给 定 检验 水 平 a, 当 F>F,(s, 一 5s， 
N=s BE A s 比 5 更 接近 真实 参数 个 数 . 
一 般 取 ;二 si 十 1, 这 时 统计 量 (37. 5) 变 为 


F N-e) ls) — /(з;)) 
"LY (5) 


设 F,(1,N 一 %: ) 为 相应 于 а 的 临界 值 ,可 有 如 下 的 检验 程序 . 
程序 37.2.3 检验 程序 
d) 置 二 1,p; 二 pi 十 1, 进 行 参数 估计 . 
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~ F(s: — sı № sz). (37. 5) 


~F(1,N— s). (37.6) 


(2) 计算 JCs), ЈС), 

(3) ЖЖ Е, ,. 

(4) 判断 F, ,过 F。(1,N 一 s,)? 若 真 , 置 9 =з tl); 
否 , 置 pi 二 pi 十 1,p: 二 pi 十 1, 进 行 参 数 估 计 后 ,重复 (2) 一 (3) 一 
(5). 

(5) 判断 FF,,, <Е, 1..1? 若 真 , 则 停止 ,5 二 ss 一 1; 若 否 , 即 
Е,„>Е, 1.1 >F, Д р, = р, +1,p,= р, +1, {4 НЕ 
次 重复 (2) 一 (3) 一 (5). Җ s 为 最 后 取 定 的 估计 . 

F 分 布 的 一 个 近似 公式 为 (xc=0. 05,4 ЖЕ 107°) 

2.94 9.9 
0 9+ 

注 37.2.4 上 述 检验 方法 源 于 静态 模型 独立 参数 个 数 的 检 
验 ,对 动态 模型 只 是 近似 的 . 另外 ,上 面 的 示例 方法 可 推广 到 其 他 
模型 类 . 


һ<10, k,230. (37.7) 


37.3 AIC 定 阶 法 


定义 37.3.1 AIC(Akaike information criterion) 准则 这 
是 以 人 名 Akaike 命名 的 方法 . 
设 {y(k)) 为 平稳 序列 ,其 样本 y, 的 对 数 似 然 函数 记 为 
L(yn10,) = In Р(ух | 6), (37.8) 
6, 为 系统 参数 真 值 . L(yx OE 0, 的 附近 有 一 致 可 积 的 一 阶 、 二 
阶 偏 导 数 (Y ӨЄ Ө) , 则 模型 独立 参数 个 数 的 最 优 估计 由 下 式 极 小 
化 确定 
AIC(k) = 一 2in Р(у,|#(®))-+ 2k, (37.9) 
即 独立 参数 个 数 有 为 上 述 右 端 关于 & 极 小 化 的 解 . 其 中 8(&) 为 人 
维 参数 参量 8(k) 的 最 大 似 然 估计 . AIC(R) 称 为 模型 的 AIC 函数 ， 
例 37.3.2 (1) 模型 (36. 1) 的 АІС 函数 为 
em.e 


А1С(л+т) = N In 2, п+т +1. 
由 低 到 高 调整 nm 的 值 . 可 使 AIC 值 达 最 小 ,其 中 于 вос 的 最 
大 似 然 估计 . 
(2) 模型 (36. 45) 的 АІС 函数 为 
А1С(5) = № In +2(s+1), 


1 N 
g= ë 
ra N > ë (k,0,). 


准则 37.3.3 改进 的 准则 函数 还 有 
BIC(k) =—2In Р(ух |B)+ 2k ln N, (37.10) 
ФСБ) =—21п Р(ух|})+сЁї N, с>?._ (37.11) 
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38 预报 误差 方法 与 状态 空间 模型 辨识 


38.1 预报 误差 模型 


考虑 模型 
УСБ) = ЈО 10,06,00 HEC), (38. 1) 
其 中 : у) m Нисо 5 ВЛ; 
Ү,= (уб) |= 6,8—1,5): = (шб) [= 6,6—1,5): 
E(k) 为 适应 于 {Y;,U} 的 新 息 序列 , 即 
E{s(k) | YU} = 0, (38. 2) 
E{ECk) | Y,,U,)= el(k), (38. 3) 
则 y(&) 的 预报 可 表示 为 


yk]Ik—1)=Ey(k|Y, 1 ,U1,0) 
=f(Yi1,U1,k,0) 
=y(k)— Elk), (38.4) 
即 {8(&)} 为 预报 误差 序列 (最 小 方差 意义 下 的 预报 ,参见 第 40 
章 ). 称 (38. 1) 为 预报 误差 模型 (prediction error model). 

考虑 预报 误差 的 方差 ( 阵 ) 

E{ | усе) —у(&|Е—1) ||? |Ү,-1,0,,6)Жр(Өу. (38.5) 
称 使 (38. 5) 极 小 化 的 外- 为 8 的 预报 误差 估计 (prediction error 
estimates, PEE). 

寻求 PEE 的 方法 一 般 称 为 预报 误差 方法 (prediction error 
method, РЕМ). 实施 РЕМ 一 般 是 取 D(6) 的 一 个 非 负 标量 函 
数 , 即 
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J(N,0) = }(0,60)), (38. 6) 


р.) = ESWE OD (样本 方差 阵 )， (38.7) 
k=l 


例 38.1.1 考虑 一 阶 ARMAX 模型 
y(k)+ay(k—1)=bu(k—1)+e(k)+ce(k—1). 


。 记 
0=(—a,b.,c)', 
并 注意 到 
y(&R|A 一 1) 一 一 ay(& 一 1) 十 bu(R 一 1) 十 ce (一 1)， (38.8) 
其 中 elk 一 1) 是 在 一 1 时 刻 对 e(& 一 1) 的 后 验 估计 .再 记 
E(k,0)=e(k)=y(k)—y(k|Ik—1), (38.9) 
取 目 标 函 数 为 


J(N,0) = Leao. (38. 10) 
注意 ,e(A) 是 理论 预报 误差 ,而 e(A) =k, DE eo КИЕ. ЗА. 
记号 

a9e(k,0) 


Pk D=- (38. 11) 
则 可 得 到 
— y(k&=1) 
@(k,0)+c@(k—1,0)= | u(k—1) |. (38.12) 
e(k—1,0) 


ik k—1 时 刻 有 估计 8 Gk—1),38 Jk, OE Ü (®—1) EE 
Taylor 展开 ,得 到 (J'(。,。) 表 示 对 9 的 导数 ) 
JGk.0)=J(k,0G—1))+[J'(k.bCk—1))J'[0—0(k—1)] 
+10600010777 6.00—1))10—00—1)) 
十 o( 110—002—1) 1°), 
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ЖҮР о(х)/ 上 x 当中 x 一 0, 将 J(k,9) 关 于 9 极 小 化 可 得 到 k 时 
刻 的 估计 
#‹®) = Dck — 1) — [J"ck ek — 1) J> J' (k,Ok— 1)) 
+o( | Ôc) — 002—1) ||), (38. 13) 


k 
Jr) = 200 —_ У фа,Ө)єӣ,) 
tel 


= зае — p(k,0)e(k,0), (38.14) 
н ру 270,0) 
aD = р" 
ә 1.0 Я 
= Ур + 0k,0) p(k,0) 
2 
060.0) о, ө, (38.15) 


20:30 
假设 待 求 的 BC) 是 在 接近 сь — 1) — 4 ЖЛ Р C 4 k 8 X 
时 ,这 一 假设 是 合理 的 ), 于 是 (38. 13) 中 的 第 三 项 o(。) 可 以 忽 
‚ЕЩ 


970,0) _ 8: J(k,0) 
98720 |. 20790 |o," 


X 0 (2—1) 5—1 时 刻 的 最 优 估 计 , 于 是 
J (k—1,êk—1))=0. (38. 16) 
另外 ,在 接近 参数 真 值 0, 的 附近 ,{s(&,9)} 几 乎 就 是 白 噪声 ,因此 
可 认为 s(&,6) 均 值 为 零 ,并 且 & 时 刻 之 前 的 一 切 量 均 无 关 , 而 
ae(k,6) 2(k|A 一 1) ， 


20720 28720 
其 中 y(k|k—1) k 2 Wi BJ — RR 0038. 8) ,因此 (38. 15) 
右 端 第 三 项 的 期 望 值 为 零 ,可 以 忽略 掉 . 由 (38. 15) 在 一 1 时 刻 的 
(38. 14) 为 
Ј' (ROC(k—1))=— p(k,Ok—1))e(k, Ok—1)). (38.17) 
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iER(k)=J”'(k,0),WJ k—1 时 刻 的 (38. 15) 式 又 可 变 为 
R(k)=R(k—1)+o9(k,0k—1)) 9 (k, Ok—1)). (38. 18) 
将 (38.17) 中 的 J(k,8(k 一 1)) 及 (38.18) 中 的 玉 (&) 作 为 "СЕ, 0) 
代入 (38.13) 式 , 即 有 
Ôk) =006—1) +R (Ck) p(k, OR—1))e(k, Ok—1)). 
(38. 19) 
(38. 8) 中 的 elk 一 1) 可 按 下 列 方法 递 推算 出 
e(s)=y(s)+ay(s—1) 
—bu(s—1)—ce(s—1),  s=1,2,=+,k—1. (38.20) 
上 式 的 实施 需 初 值 y(0) 和 e(0), 当 |c| 二 1 时 , 初 值 的 作用 是 按 
|c| 衰减 的 ,因而 可 任 给 初 值 . 关于 gp(&,6) 的 递 推 ,只 须 取 
Pk) =—elk—1)Pk—1) +9" (k), (38. 21) 
Ф" (k)=(—yl(k—1),ulk—1),e(k—1))", 
其 中 eCk 一 1) 由 (38.20) 计 算 . 于 是 ,最 后 得 到 的 递 推 格式 是 由 
(38. 18)——(38. 21) 联 合 给 出 . 


如 引入 记号 RO =R H) , 则 上 述 算法 可 归纳 为 


BC) =k- DHIR Opek Ok—1)), (38. 22a) 


Е) =R k-11) + Lo (k)w'(k)—R(k—1)]J, (38. 22b) 


є(#,0‹(&®—1))=у(#)—Ө7(#—1)ф`° (k), (38. 22c) 
@()=—ëe(k—1)0Gk— 1 +9" GQ). (38. 224) 
如 引入 第 3 章 中 的 己 矩 阵 记号 
P) =[Rk)], 
则 有 
Р(#—1)Ф(#)фТ (Ё)Р(Ё—1) 
1+9'(k)P(k—1)9(k) 


注 38.1.2 此 例 恰 与 36. 12 节 的 RML 算法 相 吻 合 ,只 不 过 
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P(k)=P(k—1)+ 


在 (36.47) 式 中 的 pe 是 梯度 ,而 这 里 的 p(k) 是 负 梯 度 .关于 РЕМ 
与 ML 的 关系 有 如 下 结果 . 


38.2 PEM 与 ML 的 关系 


38.2.1 阳 声 方差 为 已 知 的 情形 


考虑 模型 (38. 1) , 若 s(A) 的 方差 阵 为 已 知 , 即 
Е{є(#&)&Т(Ё)}=Ж(& Ж). 
则 当 s(t) 为 正 态 噪声 时 ,6 的 最 大 似 然 估计 与 以 下 列 J CN,6) 为 
目标 函数 的 PEE 相等 价 


1 < i г 
J,(N,0) = хуу ROE 1206.0) = tr{ £7 Dn (0)). 
(38.23) 
38.2.2 噪声 方差 为 未 知 的 情形 


УЖАТ, Ө 的 最 大 似 然 估计 与 取 下 列 J CN,9, 互 ) 为 目标 

函数 的 PEE 相等 价 
J:(N,0,£)=1n det Dy(0), 
以 上 Dy (0) (38. DÆ Ж. 

Ё 38.2.1 PEM 是 相当 广泛 意义 下 的 一 类 模型 ,而 实施 
PEM( 方 法 ) 的 关键 是 如 何 计算 并 近似 预测 误差 СЕ, 0) — 
数 (梯度 ) 及 二 阶 导数 阵 (Hessian H). РЕМ 方法 可 以 对 状态 空 
间 模 型 辨识 直接 给 出 结果 ,而 这 些 结果 多 与 Kalman 卡尔 曼 滤波 
有 关系 ,并 且 计算 相当 复杂 . 在 以 下 几 节 ,基于 推广 的 Kalman 滤 
波 (Kalman filtering) 方 法 (EKF) ,给 出 状态 空间 模型 的 一 种 辨识 
方法 . 
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38.3 Kalman 滤波 的 基本 结果 


考虑 状态 空间 模型 
x(k+1)=A,x(k)+B,u(k)+w(k), 
ps x(k)+o (k). 
其 中 x(k)ER",y(k)ER",u(k)ER",{w(k)) 与 {v (k)) EFS 
值 白 噪声 ,并 且 
E{w(k)w' (})}=»6(#—]), »2>0, 
E{v (k)oT(j)}=vð(k— j), v>0, 


(38. 24) 


E(w(k)o!(jg))=0, Vk,l. 
初始 状态 x(0) 满 足 
Ex(0)=0, 
E{w(k)x"(0)}=0, Vk, 
E{v (k)x' (0)}=0, УР, 


Е{х(0)х"(0)} =P(0)20. 
记号 
X(k)=x(k|k)=E(x(&)|y(O ;t=k,k—1,.,1}, 
х(Е+Е1|Е)=Е{х(#-+Е1)|у( ;t=k,k—1,.…,1), 
рв) = РОБ, В) = ЕГ) 00100) 000], 
Р(Е+Е1,&Ю) =Е{[х(#-+Е1)—Х(Е-+Е1|ЕЮ][х(#++1)—Х(#-+Е1|Ю17}, 
Ў) =Е{у(#-+Е1)|у( g=k,k—1,,1). 
则 Kalman 滤波 的 递 推算 法 格式 为 : 
(1) 初始 化 ,&=0, 初 态 为 (0) ,Ё(0) =РО). 
(2) х(®-+Е1|Ё)=А,х(#)-ЕВ,и(®). 
(3) Êk+1,k) =А,Ё(Е)АТ + w. 
(4) КЕ+1) =Ё(Е+Е1,Ю)СТ[С,Р(Е+1,ЮС +V]. 
+ 798. 


(5) х(#++1)=[А,—К‹#-++1)С, А, ]х(®) 


+B,u(k)+K(k+1)y(k+1). (38. 25) 
(6) РСР 1) =A, РОА КОР 1)СС,РСЕ+1, ЮСТ 

+v] 'K'(k+1). | (38. 26) 
(7) УЧА) =С,А, x(k). (38. 27) 
Kalman 滤波 的 性 质 : 


(1) 计算 的 复杂 性 只 与 输出 的 维 数 AK, ШЖ zÉ rh f$ 
求 逆 的 矩阵 为 m 维 方 阵 . 
(2) Ve>0 及 任意 两 个 初 态 x'(0) ,x*(0) ,车 存在 6>>0, 使 当 
|00) —х200) || <ë 


时 有 
IE Ck) | <, (38. 28) 
则 称 状 态 滤波 x(&) 是 稳定 的 . 
又 若 (38. 24) 的 状态 滤波 稳定 时 ,进一步 满足 
lim [| х'(®)—х°(®) [| =o, (38. 29) 


Д фу (38. 24) 的 状态 滤波 是 渐 近 稳定 的 . 
具有 状态 滤波 渐 近 稳定 的 系统 ,其 Kalman 滤波 增益 阵 (Kal- 
man filtering gain matrix)K(&) 亦 具有 渐 近 稳定 性 , 即 
lim КО) =K. (38. 30) 
此 时 的 Kalman 滤波 计算 格式 (5) 与 (6) 可 取 为 人 足够 大 ) 
X(k+1)=[A,—KC,A,]£(k)+B,u(k)+ky(&+1), (38.31) 
РО+1) =А, Р(&)А —K[C, P (k+1,k)C] +V] KT. (38.32) 
(1),(2),(3),(7) 形 式 不 变 ,(4) 消 失 . 
(3) Æ Ex(0) 二 Ex(0), 则 任意 时 刻 的 滤波 估计 x(4) 和 预测 
估计 x(k 十 11&) 是 无 偏 的 , 即 
Ex(k 二 1|k)=Ex(k 二 1)=Ex(k+1). 
(4) 预测 误差 e(k) 定 义 为 
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є(&)=у(#)—СЖ‹(Ё|#—1), 
则 {a(k)) 为 零 均值 白 噪 声 序列 . 


38.4 增 广 Kalman 滤波 


将 38. 3 节 的 Kalman 滤波 方法 推广 应 用 到 非 线 性 状态 空间 
模型 ,所 得 方法 ,一 般 称 为 增 广 Kalman 滤波 (extended Kalman 
filtering, EKF). 

考虑 非 线性 状态 空间 模型 

x(k+1)= ў, (x(k)) HH, (x(k)) ER), 
УСА) = р, (х(А)) +10), 
其 中 figR".g € R°, H,€ R", (E) (n(k)) E: $ J (8 S Hi 
关 噪 声 序列 . 且 满 足 
ELEDE U) =Q, > ó(k— 1), 
Е( 0001700) =R, 90-0, 
E{é€(k)7 (1)}=0, Vk,l, 
E{é(k)x' (0)}=0, у». 
E{n(k)x' (0)}=0, Vk. 
初始 估计 取 为 


(38.33) 


def 


x(0)=x(0|0) 竺 Ex(0), 
x(1|0) 昱 f(x(0)), 

ів 

x(k)=x(k|Ik), (38. 34) 

x(k+1|k)= /,(х(®)). (38. 35) 
假设 已 有 有 x(k|& 一 1) 及 x(k) ,将 fi (x(k)) 在 x(k) 处 及 gi (x(k)) 
在 x(k|k 一 1) 处 做 Taylor 展开 , 取 它们 的 一 阶 近似 得 到 
РСС) ае р, СР) БА, xk) = ХВ), 
g&.(x(k))azg,(&(k|k—1))+C,(x(&) (ЕЕ 1)), 
+ 800. 


(38. 36) 


其 中 


afi afi 
Ес IT, Ck) 
ә; | = з З 
“am 一 | ` ' 
| 9 f: afi 
92, (Ë) 9х, (6) io, 
дв) agi | 
Әх. (b) 22,00) | 
де, А 
* 3x" (k) x(kIk—1) 
да, да 
Iz: (k) Əz; (k). ааа) 
记 2 
ив) = /,(х(&))—А,х(®), 
{Г =н), А А (38. 37) 
МИС) = у(#)—в,(®(Ё|#—1))-ЕС,х(Ё|&—1), 
则 (38. 33) 的 一 阶 近似 为 
(k+1)=A; x(k)+u(k) +T, ЁС), 
ү _ и $ (38. 38) 
WCR) =C, x (k) HRC). 


算法 ЕКЕ 的 递 推算 法 格式 
(1) 初始 化 :==0,x(0)==Ex(0). Р0)=Р(0,0)=\Уагх(0). 
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Əx'(k—1) |а" 
(3) PG. k—1)=A, PG —1,k—1AF Г, 1Q IT. 
(4) ХОБЕ 1) = рь (&Gk— 1). 


дв, 
Ox" (k) RD 


(6) К,=Р‹Е,Е—1)СТ[С,Р(Е,&—1)СТ+ЕЕ,]-1. 

(7) P) рО 0) =PCk,k—1)—K,C, P (k,k—1). 

(8) ХО) 5060) =) +K, (Yk) — g (ОЕ), 
(9) У(#|#—1)=е,(х(#|Е—1)). 


(2) А, = k=1. 


(5) С, = 
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(10) 置 k=k 十 1, 转 (2). 


38.5 状态 空间 模型 的 自 适应 辨识 
38.5.1 引言 


将 ЕКЕ 用 于 状态 空间 模型 的 辨识 ,是 将 系统 的 参数 向 量 (一 般 
是 隐 含 在 系数 矩阵 中 ) ,与 系统 的 状态 合并 作为 增 广 状态 , 则 对 于 增 
广 后 的 系统 实施 EKF 时 , 原 系统 状态 和 参数 向 量 “ 同 时 ?被 估计 出 
来 ,一 般 称 这 类 方法 为 自 适应 辨识 (adaptive system identification). 


38.5.2 自 适应 办 识 算法 


考虑 线性 时 变 系统 模型 
x(k+1) =A, (xH: OE), 
y(k)=C,(0)x(k) HN), 
EFAC), hO), Ci(。) 一 般 是 已 知 形式 的 矩阵 函数 ; 0 为 
未 知 参数 向 量 , 实 际 上 ,6 应 视 为 如 下 方程 确定 的 随机 变量 序列 
{0(®)) 


(38. 39) 


OC(k+1)=0(k) +600); (38.40) 
(СОВА WS, АУС, ЕЕ 
Var (В) Ës, УА; (38. 41) 


5]{&(®)} Б (арс) ) JR ME] (38. 33). 将 模型 (38. 39) 与 (38. 40) 
合 记 为 增 广 模型 (extenden model) 


ОЕА) /AOC XR) TCO) ER) 
5 £ ， (38.42 
(бата | Ө) ) | с ) с. 
x(k) 
b= 0С,00(8)), ( а Š 
у) = (C, (0(k)),0) aa ID (38. 42b) 


模型 (38. 42а) 右 端 第 一 项 视 为 (38.33) 中 的 f, (x (k)), ЖЖ 
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(38. 42b) 右 端 第 一 项 视 为 (38. 33) 中 的 gi (x(k)) Mik EKF ,可 有 
以 下 算法 . 
38.5.3 算法 
随机 时 变 状 态 空间 模型 的 自 适 应 辨识 递 推 格式 . 
(1) 对 已 确定 的 8(0) 蛙 8(010) 构 成 如 下 初始 化 ,k=0 (000) 


的 确定 见 (38. 40)) 
x(0) Ех) йй 
， P40)=P(0,0)= 
(во) | кй.) 人 
x(k|k—1 
6 ñ | © 
СЗ] 


loa | 


So 


Бозии 
). 太一 1 2，…， 


Са] 
(38. 43) 


— а 


а à 
oin” A ÔQ 1)) 3974: Ok 1))xCk 中 


І 


дыз оК T: (0G—1)) 0 
BD) ш o 小 


0 


ta] — 1) as ) ; 


Q- 0 
F |. 


б,-,=Е{$(®—1)&7(#®—1)}= i 


Hi (x(k—1))0O 1 Hr (x(k—1)) 
_ [Ге (8 一 1))0 IF CC 一 1D)) 0 
-| 0 a 
(4) Р(Е,Е—1)=А,_ЁР(#—1)А]1_, +H, k1 ° 
Н}_\(Х(#—1)). (38.44) 


(5) С, # (C,(ÓGk|E—1)),0), 


к,=Р(Е,Е—1)ЄТ[С,Р(Е,&—1)С1+Е,]7\. (38.45) 
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def р 


(6) Pa) EPCk,k)=P(k,k—1)—K, Č, Ê(k,k—1). 
(38.46) 


р) 


[л 
СТО) 


Ôck|k—1) 
x(k|k—1)], (38.47) 
其 中 S 可 取 为 常数 矩阵 S—0. 


38.5.4 ЕКЕ 的 参数 估计 初始 化 问题 


假设 Ex(0) 为 已 知 ,可 由 (38. 39) 求 解 一 个 000). 

(1) 将 8(0) 视 为 待 求 的 确定 性 常 向 量 , 由 (38. 39) 第 二 式 可 得 
E{y(0)—C,(0) Ex(0)}=0, 
y(0)—C,(0)Ex(0)=C,(0)x(0)—C,(0)Ex(0)+T,. 

JR Var [y(0) 一 Co(6)Ex(0)] 的 估计 为 

FEy(0) 一 CC9)Ex(0)][y(0) 一 Cu(9)Ex(0)]， 

可 得 如 下 近似 等 式 
y(0)y!(0)—C,(0)Ex(0)y'(0)—y(0)[C,(0)Ex(0)J* 
+C,(0)Ex(0)Ex! (0)CI(0)=C, (0) Varx(0)C! (0)+R,. (38. 48) 

关于 9 求解 方程 (38. 48), 若 得 到 一 个 解 , 则 以 该 解 做 8(0); 若 无 

解 , 则 进一步 由 (38. 39) 5 &=1, 重 复 (1) 的 步骤 . 

(2) k=1 时 ,与 (38.48) 类 似 地 处 理 可 得 到 近似 等 式 

y(DyT (1)—С, (0)Ao (0) Ex(0)y! (1) — уб1)[С, (0)A, (0) Ex(0) T 
—C (OT, (QLC, (OT, (0) 11 +C, (0)A, (0) Ex(0)Ex! (0) 

=C,(0)A; (0) Varx(0)AT (0)CT(0) +. (38.49) 

求解 (38. 49)…… 直 到 得 到 一 个 000) 38 1k. 


(7) ( \+к,Гусю —с, Ok- D) . 


38.6 应 用 


例 38. 6. 1 考虑 一 维 模型 的 自 适应 辨识 
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х(#+1)=ах(#), 
у(®%) =х(Ё)-Е16(%®). 
记 alk 十 1) 二 a(k) 十 Kk) ,并 假设 
Et(k)=0, Var £(&)=0.01, 
Ех(0) =1, Маг х(0) =0. 01, 
Еу) =0, Var (0) =0. 01. 


则 增 广 状 态 模型 是 
ау рас) 0 
(сан) alk) ) lw) 


x(k) 
›ю=‹а„о)( р) 
а 


a) 初始 化 
由 (38. 49) 可 得 方程 
y (1)—1.1a—1.1a—0+a’—0. 01а? —0.01=0. 
解 得 (由 仿真 数据 取得 ya = 一 1. 1) 
0. 99a? +2. 2a+1. 2=0, 
а= —1.261, а, = —0. 961. 


Ж 200) =a, BÈ a, 


А 00 0 
ро) [ ). 
0 001 


对 二 1,2,… 结 果 是 ， 
i(kIk—1) 
(2) 人 | ) 


а 


a(k|k—1) a(k—1) 
a(k—1) 202—1) 
G) Во, = [° 7 Д Ja- 
сей °) 
х(#—1) 17 
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2 1 К 1 Е 

(4) к,=Ра-0(0) (а.о )о.от) 
2 10 ¿ 

G) p=| (0 Ka, pea D. 


Юу /ak—DiCk—1) 
i )-( а=) 
由 仿真 数据 ,kt 之 10, 即 有 良好 的 收敛 性 ,参数 真 值 a=1. 辨识 中 将 
a 视 为 随机 序列 (a(k)} 是 必需 的 . 

Ë: 若 将 a 视 为 确定 性 常数 , 则 可 得 增益 阵 


k=”) 因为 ко" 小 


(6) [ )+к,у®—а@—1®@—1)). 


其 中 g(&) 为 菜 一 数 ,这 将 导致 a 不 可 辨识 . 
例 38.6.2 卫星 轨道 估计 问题 
应 用 EKF ,考虑 地 球 卫星 轨道 的 估计 问题 ,其 模型 为 如 下 非 
线性 方程 (m,g 分 别 表 示 质 量 和 引力 常数 ) 
r=rÜ°—mgr +, 
а 
ЖФ r= r(t) и E BB Hh l> BJ J £ .0=00) ПЕ Н Н 
一 参考 轴 的 偏 角 . 现 应 用 EKF ,估计 > 与 0. & 55 6, 为 互 不 相关 的 
零 均 值 白 噪声 . 假设 ~ 可 以 观测 到 其 数据 . 先 将 (38. 50) 化 为 状态 
方程 ,引入 状态 变量 
x=(r,r,0,)yt Š# (z, (O о (0) ,za(t) ,z(t))T. 


方程 (38. 50) 变 为 


(38.50) 


z, (t) 

z (t)i) —mg/=z1 (t) 
x(t) 

— 2r: (t)z, t)/zi (t) 


х= 
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100 о 0 
010 0 EW) 

Ф 038. 51) 
001 0 0 


0 0 0 1/20) (8,0) 
离散 化 近似 :以 x(k) 代 替 x(2) ,以 Cx(CR 二 1) 一 xC))/ 代 夫 
x(0.h>0 为 采样 长 度 . 则 (38. 51) 离 散 化 方程 与 观测 方程 构成 
如 下 模型 : 
xk.) =f kHH OEEC) ， 
y(k)=(1,0,0,0)x(k)+ (Ë), 
Жр &&)=(0.&(®),0,&(Ю))Т, TCD) 为 观测 噪声 ,并 假设 47C&) 》 
为 与 {&(8)} 不 相关 的 零 均 值 白 噪声 . 
х\(®)-Еһх;(®) 
хә(#)-ЕһҺх\(Ё)/х{(Ё)—Һтщ/хї{(Ё) 
f(x(k))= 
Za(k)+hr (k) 
z. (k) —2hz: (k) x (В) /x (k) 
0 0 
0 0 
h 0 
0 h/z (k) 
按 38. 4 节 中 的 算法 ,只 须 算出 A-0 及 H(x(k 一 1)). 


А9761) 
аут) |а 


Эт 1@—1)+й: i Až (&— Dk RD 


(38. 52) 


H(x(k))= 


° с о = 
° o в о 


1 


Еуро 210—1) 
i : —2Ах,(#—1) 
hi 1 О 一 一 一 - 
一 | И 2100-0) s 
о: 0 ili 0 
с; —2Аһх\(#—1) : А : 1—2hz2(k—1) 
i CD } i 2100—10) 


+ 807. 


_ 9g(x(k)) = 
а= кш» 19% 


h 0 0 0 

А 0 h O 0 
H(x(k—1))= 

0 0 h 0 


0 0 0 h/zi(k—1) 
最 后 按 38. 4 节 的 算法 (8) 即 可 得 到 卫星 轨道 估计 zi (k) 5 zs Ck). 
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39 ”连续 系统 的 辨识 


自 20 世纪 70 年 代 发 展 并 成 熟 起 来 的 系统 辨识 理论 与 方法 ， 
主要 是 针对 离散 系统 的 . 从 应 用 角度 来 说 ,这 几乎 是 必然 的 ,因为 
在 绝 大 多 数 场 合 下 ,动态 系统 数学 模型 的 建 模 与 计算 实施 都 是 从 
离散 采样 数据 人 手 的 .许多 问题 ,有 了 系统 的 离散 模型 便 可 以 达到 
目的 ,比如 大 量 的 控制 问题 和 预报 问题 即 是 如 此 . 但 也 还 有 一 些 场 
合 , 只 有 离散 系统 模型 是 不 够 的 ,比如 药物 动力 学 要 研究 药物 在 人 
体内 转移 和 排除 的 速率 . 机 械 系 统 中 的 模 态 分 析 要 研究 广义 质量 ， 
刚度 以 及 阻尼 之 间 的 机 理 关系 ,导航 定位 系统 要 研究 位 置 . 速 度 、 
加 速度 以 及 随机 于 扰 之 间 的 关系 ,等 等 . 这 类 系统 都 需要 建立 系统 
的 连续 时 间 模 型 ,因此 ,连续 系统 的 辨识 问题 也 具有 重要 的 理论 和 

连续 系统 辨识 问题 可 以 有 两 类 方法 ,第 一 类 是 根据 系统 的 离 
散 采 样 数据 首先 建立 相应 的 离散 系统 模型 ,而 后 再 复原 得 到 连续 
系统 的 模型 ,当然 ,二 者 可 交替 或 在 线 进行 ,这 类 方法 称 为 间接 辨 
识 方 法 .第 二 类 是 根据 连续 系统 的 输入 输出 模型 ,利用 离散 采样 数 
据 直 接 进行 积分 (数值 积分 ) ,从 而 得 到 连续 系统 的 拟 合 模型 ,这 类 
方法 称 为 直接 辨识 方法 . 连续 系统 的 间接 辨识 方法 主要 是 矩阵 对 数 
的 计算 问题 ,已 有 许多 方法 可 以 达到 很 满意 的 精度 . 而 直接 辨识 方 
法 ,实施 较 方便 ,但 目前 已 有 的 方法 一 般 尚 不 能 达到 高 精度 的 要 求 . 

本 章 给 出 一 些 较 成 熟 的 结果 . 
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39.2 采样 与 模型 


用 Se 和 So 分 别 表示 连续 系统 和 相应 的 离散 系统 ,并 设 AE 
R", ВЕБ", CER 
Ix=Ax+Bu(t), 
Sc: | (39.1) 
\у=Сх. 
设 均 匀 采 样 时 间 区 间 T 为 单位 时 间 长 度 . 
x(k+1)=Fx(k)+Gu(k), 


Е (39. 2) 
y(k)=Hx(k)+o (k), 
其 中 {vw (8)}) 为 观测 噪声 ,均值 为 零 , 且 不 相关 . 
(1) 脉冲 近似 采样 
и‹ЕЁТ+т)=Ти(ЕТ)д(т), О<т<Т, 
A= F, B=+F`'G, C=H. (39.3) 


(2) 阶 路 近似 采样 
u(kT+7)=u(kT), 0<r<T, 


4 一 于 InF， B=+[F—I1-'[IinF]G, C=H. (39.4) 


上 述 关 系 参见 34. 11. 2 节 . 
采样 限制 应 满足 采样 定理 35. 11. 5. 
[4:(AT)|<0. 5, i=1,2,° ,nn, 
其 中 4;(4T) 是 АТ 的 特征 值 . 


39.3 In F 的 解析 算法 


ln 下 的 解析 算法 可 以 通过 矩阵 函数 标准 形 的 任何 一 种 方法 来 
实现 ,可 参见 本 卷 31. 4 节 . 以 下 结合 矩阵 函数 的 Jordan 标准 形 和 
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Lagrange - Sylvester 内 插 多 项 式 标准 形 ,给 出 计算 А=- ЕЖ 
用 公式 . 
(1) R FERO BHARRA poou M ARA s 个 相 
RREA А,В 
A= Fln оја |+ ате ду, (39.5) 
其 中 log 表示 取 对 数 主 值 arg 为 主 辐 角 . 


(2) ЖЕ 38 Jordan 矩阵 , 即 
к 1 0 = 0 


F= кар (39.6) 
" 1 
н 
则 
Ing р = + (—1)=l1(n—2)! pe 
1 7 . 
А= = к = 
0 ч. A 
ln 
(39.7) 


(3) 若 正 的 条 件 满足 (1) , 则 In 下 的 Lagrange-Sylvester 内 插 
多 项 式 标准 形 为 


ҺЕ = Уа 1+ аА – д1) + 
k=l 


F au, (А – mA) oz, (39. 8) 
1 dr! у (ир) 1а д, 

и [人 ФС) я 

一 1 [=l esdi, (39.9) 


. 


pD =(и—д)® (ир) 0и) (下 的 最 小 多 项 式 )， 


(39. 10) 
О) 
ро (и Ja а) + 
(иа) s Сир), (39.11) 
=l F 
A= F. (39.12) 


ЖЭ, ща =d: == =4,=1 时 ,当然 包括 下 有 n 个 相 异 特征 值 
时 (n=s)， 


InF= (Ing,)F,(F), (39.13) 
=1 


k 


FF) * [E el ку. (39.14) 
}=1 Au — M; 


jAk 


(4) 直接 求 逆 方 法 (Pade( 帕 德 ) 近 似 ) 


А= 1 F=2(F—D(F+D ', (39. 15) 
B=+CF+D °G. (39.16) 


39.4 ln 下 的 级 数 算法 


按 矩 阵 函 数 定义 31. 4. 6, In F 的 直接 展开 级 数 为 


Ее k 
InF= DEP FD, F< (39.11) 
k=l 


可 取 (39.17) 的 有 限 项 作为 近似 . 加 快 收敛 速度 的 改进 级 数 展开 
式 为 


ш к=?) HR”, Rem(F)>0, (39.18) 
k=l 
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R=(F—D(F+D':. (39.19) 
取 (39. 18) 的 几何 级 数 近似 ,可 有 ln F 的 有 限 项 级 数 近似 


=.) | 


(39. 20) 


ЖФ R (39.19) Ж. 


39.5 in 下 的 数值 迭代 算法 


和 矩阵 对 数 的 解析 算法 对 阶 数 高 的 下 和 矩阵 是 不 方便 的 ,而 级 数 
方法 要 达到 较 高 精度 ,将 导致 计算 量 的 加 大 . 因此 ,数值 迭代 
(numerical iteration) 方 法 往往 显得 更 为 重要 . 

算法 39.5.1 

(АТ)? = (AT)? ФЕТ (Е – Е), 


м 


F = Уу HAT™ Y (M 足够 大 )， 


k= 


x 


1 


(AT)? = zE F`). 


定理 39.5.2 设 ri 39.5.1 记 
e = (АТ) —A. 


车 对 某 个 3>0 使 得 | so | <E, 
(1) lim || e° || 二 0, 即 算法 39. 5. 1 收敛 . 


(2) 34 ó WE 0<ó<1 时 ,有 


lI EU+D L 1. 
Пе ||? ыш ЗЫ 
即 算法 39. 5. 1 是 二 阶 收敛 的 . 


lim 
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Ж 39.5.3 (1) 34 Sc(39. 1) H % ЖЕ A 换 为 4(1) 时 ， 
车 满足 A(D) 与 | ACr)dr 可 交换 的 条 件 , 则 可 用 形 如 (39. 1) 式 的 


时 变 系统 的 辨识 所 对 应 的 算法 ,此 时 可 获得 || Adr) 的 估计 


序列 ,进一步 利用 差分 和 函数 拟 合 的 方法 ,可 得 到 A(t) 的 估计 . 
(2) 当 连 续 系 统 由 高 阶 线性 微分 方程 描述 时 ,可 将 高 阶 微分 
方程 先 化 为 状态 空间 模型 ,而 后 根据 连续 系统 与 离散 系统 模型 转 
换 的 关系 进行 辨识 . 
(3) 一 般 实际 工作 中 ,也 常 取 例 38. 6. 2 中 离散 化 的 方法 , 即 
差分 代替 微分 ,也 能 取得 较 满意 的 效果 ,在 线性 系统 的 场合 ,这 相 
当 于 取 eI 十 AT( 一 阶 近似 ). 
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40 系统 预报 


40.1 引言 


系统 预报 的 理论 与 方法 是 系统 分 析 的 重要 组 成 部 分 ,也 是 应 
用 数学 中 有 着 广泛 应 用 背景 的 一 个 部 分 . 随 着 计算 机 应 用 的 迅速 
普及 ,系统 预报 的 理论 与 方法 大 量 地 用 于 工业 .军事 .天气 、 航 天 以 
及 社会 经 济 的 各 个 领域 . 一 般 来 说 ,应 用 于 实际 对 象 的 预报 模型 、 
理论 与 方法 不 尽 相同 . 本 章 提供 的 系统 预报 方法 是 基于 最 小 方差 
估计 意义 下 的 结果 . 


40.2 最 小 方差 预报 


定义 40.2.1 考虑 动态 系统 


у = РОУ! U ,0,k)+e(k), (40. 1) 
其 中 
Y ={у(} |t=k—1,k—2,.…}), (40. 2) 
U! ={ult)|t=k—1,k—2, e}, (40. 3) 


{є(#) } 为 模型 噪声 ,均值 为 零 . 若 存在 y(t 十 d) 的 线性 无 偏 估计 

у@+4) = J ayt k) + У) иав) (d>0), (40.4) 
k=] k=1 

使 得 

E((yGü+d)—EyG+d)2) =inf Е{Су@++4)—У@++41в,,Д))°}, 


(40.5) 
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则 称 y(t 十 d) 为 y(i 十 d) 的 d 步 最 小 方差 预报 (least mean squares 
prediction). 其 中 (十 da B) (40. 5)'P a, 56, на, #10, 分 
别 替 换 后 构成 的 估计 . 最 小 方差 预报 常常 记 为 y(k 十 d 1&) 或 
y(k 十 d10,k&) 的 形式 ,其 中 9 表示 模型 (40. 1) 中 的 参数 向 量 . 


最 小 方差 预报 的 性 质 
(1) 最 小 方差 预报 是 条 件 均值 或 正 交 投影 
уа = Еу) |Y", U ,0), (40. 6) 


即 y(k 十 d) 是 y(k 十 d) 在 {Y*',U*'!}) 各 元 素 张 成 的 子 空间 上 的 
正 交 投影 . 
(2) 设 у` (k 十 d) 是 任意 不 同 于 y(k 十 d1k) 的 线性 无 偏 估计 ， 
则 y(k 十 d18) 为 最 小 方差 估计 的 充 要 条 件 是 
E{C(y(k+d)—y(k+dlk))y’ (k+d)}=0. (40.7) 


40.3” 权 函数 模型 的 预报 


40.3.1 模型 
本 节 均 以 下 列 权 函 数 模型 为 对 象 
y(k)=G(xz"!)u(k)+H(<xz"!)e(k), (40.8) 
є(#)=Н(\)е(Ё), (40.9) 


ЖР Сх), НО) BJ S IR SA BJ fE 8 А рУ. (e) EA 为 方差 

s [u (k)) ЖБ (e (k)) RHK 06 3 F $a PF ЖЯ, 与 
(CD) 和 五 (z:) 相 应 的 脉冲 响应 序列 分 别 记 为 

gD SEGG )), (40. 10) 

ҺО) = {Н0271)). (40.11) 
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40.3.2 预报 函数 (预报 器 ) 


一 步 向 前 预报 器 (predictor) 
є(Ё|—1) = [1—Н!(!)]Е(®) = H7 (г! )[H(z !)—1Je(#) 


=— D ADe — 1), (40. 12) 


т=1 


У(®#|#—1) = H'1(z1)G(z')u() +[1 Н '(«^!)]у(#) 


Уди D+ У) —Ё()у(#—10), 
a 气 


(40.13) 
ЖҮЛ СЮ }Ж ИРОН! (zx ) 的 脉冲 响应 序列 ,14(&)} 满 足 展 
开 式 


HI DGE) = УЮ)". (40. 14) 


预报 误差 
УСЮ = у‹(®)—у‹(®|&%—1)=е(®). 
Ж 40.3.1 (1) 4 H(z=-1)=1 时 ,(40. 13) 变 为 
YE1& 一 1) = G(z Julk). (40. 15) 
(2) 当 H) E1 时 ,(40.13) 需 要 有 之 前 的 无 限 多 个 观测 
数据 ,这 时 可 用 下 式 近 似 : 


k k 
УФ |#—1) a~ Удио + Уу —Ё(Оу(#—1). 
t=1 


TÍ 


(40.16) 
d 步 向 前 预报 器 
s(k+d|k)=H,(z1)H71(z elk), (40.17) 
ËX(k+d|k)=W.(z1)G(z l)u(k+d) 
HAODH yA), (40. 18) 
H.G) EDAD, (40. 19) 
ї=4 
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Wie) 1279 (7) Н e) 
=[Н(е!)—“#Ну(«')]Н7!(«^!)., (40. 20) 
其 中 (40. 18) 还 可 记 为 
ylk|k—d) =W (2719607 Julk) +W 70). 
а 步 预报 误差 
У(#+4)®у‹#-++4)—у‹#+4|&) =Ñ elk+d). 
Ж (1) %4 H )=1 i, Н, (271) = 0, (271) =l, 
(40. 18) 变 为 
y(k+d|k)=G(z"')u(k+d). (40.21) 
(2) 当 HOTA. 时 ,实际 应 用 中 需 取 类 似 (40. 16) 的 近似 公式 . 


40.3.3 多 变量 系统 的 预报 


以 上 公式 均 为 针对 (40. 8) 为 单 输入 单 输出 情形 的 ,对 多 变量 
系统 ,只 须 引 入 脉冲 传递 函数 矩阵 及 其 道 矩 阵 , 则 以 上 公式 均 可 参 
照应 用 . 脉冲 传递 函数 阵 及 其 逆 矩 阵 按 下 述 定 义 . 

Н(27) = Уг, (40. 22) 


A=0 


H) = Jib, (40. 23) 


ko 


其 中 有 hh(k) 和 h(k) 均 为 pXp ЖЕ. JE F ЛУ BB НЕ BE S$ 4° 30 
素 展开 而 得 到 . 


40.4 输入 输出 模型 的 预报 


40.4.1 模型 


本 节 以 下 列 输入 输出 模型 为 对 象 
ACT yk) =B Julk) +C elk), (40. 24) 
其 中 A(z),C(z) 为 稳定 多 项 式 , 即 零点 位 于 单位 圆 内 , A(z) 与 
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B(z),C(z) 互 质 . (e(k)) Б (u (k)) ERR (40.8). (40. 24) 称 为 


ARMAX 模 型 . 
Alz) =la 十 … 十 apz ?, 
B(z=-!)=bz= +. +b,z"", т<р, 
C(z='!)=1+c z" ++ +cz" q< p. 


40.4.2 预报 函数 (预报 器 ) 


一 步 预 报 器 
y(k|k—1)=C-'!(z 1)[C(z-1)— A(z !)]у(%) 
+C-'!(z 1)B(z"!)u(k) 
=[1—C'!(z!)A(z !)]y() 
+C'1(z=-!)B(z= l)u(k), 
或 表示 为 递 推 预报 形式 


(40. 25) 


C) Yl klk) =[C Al) ]y k) HBC ulk). 


(40. 26) 


上 式 右 端 为 g 十 1 个 预报 之 和 ,计算 中 需要 q PW. Dk WC) 
零点 的 最 大 模 , 则 (40. 26) 中 预报 y(&|k 一 1) 所 受 q 个 预报 初 值 影 


响 将 以 Cat 的 速度 递减 . 一 步 预报 误差 为 e(k). 
34 С(=7') =1 时 ,(40. 25) 变 为 
y(k|k—1)=[1—ACz= 1)]y(&)+ B(z Julk). 
4 步 预报 器 


(40. 27) 


y(k+d|k)=C-7!(z1)G(z"!)y(k)+C-71(z"!)F(z"1) + 


B(z-')u(k+a), 
HP G(z-!)55 FOWE 
AT (TDC SF HA (2 1)G(z '), 
FD =l fiz Het 27970, 


(40. 28) 


(40. 29) 
(40. 30) 


GT )=git giz He +g", I=max(q—d,p—1), 


(40.31) 
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4 <0 时 ,规定 G(x!)=0. 
式 (40. 28) 可 以 写成 如 下 递 推 格式 : 
C(z)2(#+d|k)=G(z1)y(R)+F(z"!)B(z 1)а (+). 


(40. 32) 
щ С(271)=1 Bf, (40. 28) 变 为 
yk+d|lk)=[1—A(z™')F(z !)]y(k+d) 
+F(z !)B(z !)u(k+d). (40.33) 
d 步 预报 误差 及 方差 
y(k+d)=y(k+d)—y(k+d|Ëb) 
F(z-!')e(k+d), d<q. 
“|\ссе-)е#+4д, а>. я 


Р #(аї+Л+ +0), a<q, 
Var у(#+4|Ю= f fia 9" (40.35) 
(1+4: +), d>q. 


40.5 状态 空间 模型 的 预报 


状态 空间 模型 预报 的 有 效 方法 , 即 是 Kalman 滤波 方法 . 可 直 
接 参 见 38.3 节 一 38.6 节 , 其 中 x(k|k 一 1) 与 y(kIk 一 1) 即 是 预 
报 . Kalman 方法 给 出 的 预报 不 仅 适用 于 定常 系统 ,而 且 适 用 于 时 
变 系统 ,并 且 对 非 线 性 系统 也 有 较 满意 的 效果 (EKF). 


40.6 自 适 应 预报 


40.6.1 引言 


40.3 1—40. 4 节 的 预报 方法 均 以 已 知 参数 的 模型 为 对 象 . R 

据 实际 预报 对 象 的 情况 ,常常 是 参数 未 知 ,这 时 的 处 理 方法 ,可 以 

将 参数 辨识 和 系统 预报 交替 进行 ,也 可 以 按 预报 误差 模型 方法 
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(PEM) ,直接 求解 作为 预报 误差 模型 (也 称 预 报 器 ) 中 的 参数 ,从 
而 直接 计算 预报 值 . 这 两 类 方法 都 称 为 自 适应 预报 (adaptive pre- 
diction). 以 下 给 出 PEM 的 结果 . 


40.6.2 РЕМ 自 适 应 预报 算法 


取 模 型 (40. 24) 的 递 推 预报 格式 (40. 32) ,引入 记号 
P(z=” )=B(xz-`1)F(z :) 

=p ++p", s=m+d—1, 
o (k+d, O = (ур), =, y(k—1),—y(k+d—1|k—1;0), 

-,—y(k+d—qlk—q;0), 
ulk+d—1), = ul(k+d—s)), 
0'= (2, B19 Вису G рузо ,). 
式 (40. 32) 变 为 


Уу(®+4|Е;Ө)=@ф(Е--+4.0). (40. 36) 
预报 误差 的 负 梯 度 记 为 
у УО +а0 = 1 туФ+А,Ө). (40. 37) 
则 a 步 向 前 预报 误差 递 推算 法 为 
D, =,- HrR '(k)w(k)e(h), (40. 38a) 
e(k)=y(k)—y(k|k—1), (40. 38b) 
yk|Ik—d)=0 Pk). (40. 38с) 


ФТ (В) = (yk—d) ,yk—d—/l),", 
= 5020=116—4—1) =, —ylk—qlk—d—q), 
ul(k—1), ,uk—s)), (40. 384) 


w(k)= Ey p(k), (40. 38e) 
*- 


те у 
КОБ) = ВБ 1) СРСР) Т (А) КОЕ 1) ], (40. 38#) 

其 中 бсш 0, ЮЗА COTA r 是 一 个 
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收敛 因子 ,满足 (由 用 户 选择 ) 

т > 0, Уһ = оо, Ун < оо. (40.39) 
一 般 推 荐 取 r, =1/k. 20040. 38d) 中 的 预报 值 可 用 后 验 值 代替 , 即 
у(#®—т|®—4—су=Ө].ф(#—т), t=1,%,g, 

而 预报 初 值 可 用 观测 值 代替 (假设 递 推 格式 是 从 &= 9 十 1 开始 ). 
算法 (40. 38a 一 全 的 一 种 近似 是 将 w(&) 统 统 换 为 Pk) ,这 相 
当 于 忽略 (40. 36) 对 隐 含 6 的 依赖 性 . 即 式 (40. 38а) 与 式 (40. 38f) 
变 为 
0, =,- Hra Е) p(k)e(k), (40. 40а) 
ЕСЕ) = (2—1) т, ФС) (#)—Е(#—1)]. (40. 40Ь) 
式 (40. 38e) 消 失 ,这 对 许多 实际 情形 可 以 满足 要 求 . 


° 822 ° 


偏 微分 方程 


4 偏 微分 方程 基本 概念 


41.1 基本 概念 


定义 41.1.1 包含 未 知 函 数 . 未 知 函 数 的 偏 导数 、 自 变量 的 
方程 称 为 偏 微分 方程 (partial differential equation, PDE). 
定义 41.1.2 出 现在 偏 微分 方程 中 未 知 函 数 最 高 阶 偏 导数 
的 阶 数 称 为 方程 的 阶 (order of РОЕ). 
定义 41.1.3 如果 一 个 偏 微分 方程 对 所 有 的 未 知 函数 及 其 
导数 来 说 都 是 线性 的 , 则 称 为 线性 偏 微分 方程 (linear PDE). 
定义 41. 1.4 ”如 果 一 个 偏 微分 方程 对 未 知 函 数 的 所 有 最 高 阶 
导数 来 说 是 线性 的 , 则 称 为 拟 线 性 偏 微分 方程 (quasilinear PDE). 
例 41.1.5 方程 
Iudu | дид?и, 2 
диди uatu ас, 
对 未 知 函数 wx 是 二 阶 拟 线性 方程 . 方程 


Tita 2, 
对 未 知 函数 и 来 说 是 二 阶 线性 方程 .方程 


(2) HE) == 
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对 于 函数 u 既 不 是 线性 的 也 不 是 拟 线性 的 , 称 为 非 线性 方程 (non- 
linear РОЕ). 

定义 41.1.6 一 组 函数 将 它们 代替 微分 方程 中 的 未 知 函 数 
后 ,这 个 方程 对 其 全 体 自 变量 来 说 成 为 一 个 恒等式 ,这 样 的 一 组 函 
数 称 为 解 (solution). 

为 研究 偏 微分 方程 的 解 , 先 给 出 下 列 重要 的 方程 

例 41.1.7 (1) —Au= f (9 — V *u= f)Poisson 方程 (Poi- 
sson equation) 或 位 势 方 程 . 

(2)u—aAu= f 热传导 方程 . 

(3) wi 一 a* Au=f 波动 方程 . 

(4) Au 二 hu 二 0 Helmholtz 方程 . 

(5) д^и=0 ” 双 调 和 方程 . 


2 
(6) (5-2Д>)«+дш=о Klein - Gordon 方程 . 


4.2 ERRI 


为 了 确定 微分 方程 的 解 ,通常 对 方程 附加 一 些 条 件 , 称 为 定 解 
条 件 ,常见 的 类 型 有 :初始 条 件 、 边 界 条 件 、 相 容 性 条 件 、 周 期 性 条 
件 、 有 界 性 条 件 等 . 

定义 41.2.1 初始 条 件 (initial condition) 是 指 对 时 间 变 量 
上 一 加 时 刻 给 出 的 定 解 条 件 . 习惯 上 取 ь=0,Ш ибх, о) = (х). 

定义 41.2.2 第 一 类 边界 条 件 (boundary condition of 1st 
class) 是 指 

и(х,1) = $(х,1), ҮхЄє20, 

EP r= lr ,ro,… ,Xx,)ER",$(x,t) 是 已 知 函 数 ,0 是 微分 方程 
的 定义 区 域 . 

定义 41.2.3 第 二 类 边界 条 件 是 指 
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ди _ 
In 005 Үхє20, 


其 中 SaD NE ARM TRARA 的 外 法 向 导数 . 
定义 41.2.4 第 三 类 边界 条 件 是 指 
thu=g$xD), — Vx€ən, 


其 中 是 给 定常 数 或 函数 ,其 他 记号 同上 . 
例 41.2.5 对 于 弦 的 振动 ,各 种 定 解 条 件 为 : 
(1) 初始 条 件 即 必 须 给 出 弦 上 各 点 在 初始 时 刻 :=0 的 位 
移 和 速度 . 
и(х,0)=ф(х), 02:1, 
ш(х,0)=ф(х), 0<zs/， 
其 中 PCz),%Cz) 为 已 知 函 数 . 
D 边界 条 件 有 下 列 3 种 : 
O 已 知 端点 的 位 移 变化 , 即 
и(0,0) = 00). О) во), 020. 
特别 当 g, G) = g, (0) 0 BF KRA AEN. 
© 已 知 在 端点 所 受 的 垂直 于 弦 线 的 外 力 的 作用 , 即 


ди 
Taz 


ди 
=g (t). T>; ә 


= 0.00). 120. 
i 


2=0 


特别 当 аз) =g: (0) =0 时 , 称 弦 具 有 自由 端 . 
@ 已 知 端点 的 位 移 与 所 受 外 力作 用 的 一 个 线性 组 合 , 即 


ди 
-Tz o TLO Sg O), 
T +а,и(1,1) = 00) 20 
ад |25 а, иб1,1) = 6:601), 120. 


Hp а,22001=1,2). 特别 当 g, G) = g; (2) =0 Bf , KIR 3 BJ РАШ 
固定 在 弹性 支撑 上 , a,(i=1,2) 分 别 表示 支撑 的 弹性 系数 . 
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例 41.2.6 对 于 热传导 问题 , 定 解 条 件 为 : 
(1) 初始 条 件 ” 即 已 知 初始 的 温度 分 布 ， 
и(х,у,2,0) =Ф(х,у,х), (zyz) ECR’. 
(2) 边界 条 件 有 3 类 : 
O BAARIN 上 的 温度 分 布 
и |; = g(x,y,2,t), 
ҖУ=9д02х[0,со). 34 д = 常数 时 , 称 物体 的 边界 保持 恒温 . 
@ 已 知 通过 边界 20 的 热量 ， 


ди 
Коп 


= р(х,у,2,1). 
2 


ЖЩ g > ОЖИЛА а < 0 时 表示 流出 . 特别 当 g= 0 时 ,表示 
物体 绝热 . 
@ 已 知 通过 边界 әо 与 周围 介质 有 热 交 换 


= ao (go — и) 
> > 


9 
(э ко“) 
Ж к, 表示 周围 介质 温度 ,a 表示 热 交换 系数 ,a = % > 0. 


注 41.2.7 当 在 边界 上 不 同 部 分 (比如 D r) БАЈ 
型 条 件 时 ,构成 混合 边界 条 件 . 


= р(=х,у,х,1), 
z 


41.3 定 解 问题 


定义 41.3.1 一 个 偏 微分 方程 连同 与 它 相应 的 定 解 条 件 ( 初 
始 条 件 和 边界 条 件 ) 组 成 一 个 定 解 问题 . 

定义 41.3.2 由 偏 微 分 方程 连同 与 它 相 应 的 初始 条 件 组 成 
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的 定 解 问 题 , 称 为 初 值 问题 (initial value problem 或 Cauchy prob- 
lem). 

ЖХ 41.3.3 由 偏 微分 方程 连同 与 之 相应 的 边界 条 件 组 成 
的 定 解 问题 , 称 为 边 值 问 题 (boundary value problem). 根据 41. 2 
节 中 的 3 类 边界 条 件 ,依次 称 这 些 定 解 问题 为 第 一 .第 二 ,第 三 边 
值 问题 . 通常 把 第 一 和 第 二 边 值 问题 分 别称 为 方程 的 Dirichlet 
问题 和 Neumann 问题 . 

定义 41.3.4 由 偏 微分 方程 连同 与 之 相应 的 初始 条 件 及 边 
界 条 件 组 成 的 定 解 问题 , 称 为 混合 问题 (或 初 边 值 问题 ) (mixed 
problem( 或 initial boundary value ргоЫет)). 

ЖХ 41.3.5 弦 振 动 方程 为 

ди, du 


си_ а эд SS 0<хтх<{, t>0, 


其 中 z = т, 外 力 , p 38 8 JE ИЕНА). жай 
41.2. 5 可 以 得 到 初 值 问题 . 初 边 值 问题 . 


例 41.3.6 热传导 方程 为 
Pa A= f(r,y, r D, (z=,y,z)€ qCR°. 


结合 例 41. 2. 6 яи Я] BJEE ‚71371 18 PB] 88. 
例 41.3.7 位 势 方程 为 
—Au= f, 

可 以 结合 边界 条 件 给 出 边 值 问题 . 

从 上 面 的 例题 可 以 看 出 ,对 于 3 类 常见 的 方程 定 解 问题 的 提 
法 是 不 同 的 :对 于 振动 方程 和 热传导 方程 ,应 该 提 混 合 问题 和 初 值 
问题 ,而 对 位 势 方 程 应 该 提 边 值 问题 . 这 样 提 定 解 问题 从 物理 上 讲 
是 合理 的 ,从 数学 上 说 :为 了 使 一 个 偏 微分 方程 的 定 解 问题 正确 反 
映 客观 实际 , 它 必 须 有 解 存在 , 且 只 有 一 个 解 ,以 及 解 对 定 解数 据 
( 即 出 现在 定 解 条 件 和 方程 中 的 已 知 函数 ) 是 连续 依赖 的 或 称 之 为 
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稳定 的 . 
定义 41.3.8 如 果 一 个 定 解 问题 的 解 存在 ,惟一 、 稳 定 , 称 这 
个 定 解 问题 是 适 定 的 . 


4.4 偏 微分 方程 分 类 


定义 41.4.1 含 两 个 自 变 量 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 一 般 形 

式 为 
awu, +2axu, Бази, d-biu,+bu,+cu= f, (41.1) 

其 中 ab ,1s ,4zz ,b ,b,c,f 等 都 是 变量 z,y Еж CR Q 上 的 实 
函数 ,通常 假定 它们 为 连续 可 微 的 . 

定义 41.4.2 方程 

aldy 一 2asdzdy 十 azsdz: 一 0， 

称 为 方程 (41.1) 的 特征 方程 (characteristic equation). 特征 方程 
的 积分 曲线 


@(z,y)=c, Ф (х,у) =с 
称 为 方程 (41. 1) 的 特征 线 (characteristic сигуе). 
通过 自 变量 的 变换 ,可 以 将 方程 (41. 1) 变 形 . 作 变 换 
ё=ё&(х,у)=Ф (х,у), 7= (х,у) =Ф, (х,у), 
方程 (41. 1) 化 为 
anus 2a12 Uen Баги, Бб, и ББи, +си= ў. (41. 2) 
其 中 
an =an i + 2ang E, Һа» ё, 
аз =а ёт, Har (ё, 4-6.) азё (41.3) 
аз =a1 ф -Е2а 2.7, Haz m. 
ЖХ 41.4.3 (УГ (41. 1) 的 判别 式 (discriminant) 是 
指 A=al,—anax. 依照 判别 式 可 以 将 方程 (41. 1) 进 行 分 类 ， 
D Al 之 0, 称 方程 (41.1) 在 点 (zo,y) 为 双 曲 型 的 
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(hyperbolic); 
(2) ДІ... = 0, ВЕ A (zo + yo ) й Ў К) (parabolic) ; 
(3) Al 到 0, 称 方程 在 点 (zo,yo ) 5 | Ж) Celliptic). 
定义 41.4.4 ”按照 判别 式 的 不 同 可 以 把 方程 (41. 1) 依 次 
化 为 标准 型 (canonical form): 
(1) 双 曲 型 ”在 特征 线 坐标 下 ,标准 型 为 
ue =Au + Bu,+Cu+D, 
RF A,B,C,D ё, й. 也 可 写成 
u, — Un =Аи,+Ви,+Си+1,. 
(2) 抛物 型 ” 作 坐标 变换 E= 91 (zx,y) =pl y), psp 中 
一 个 取 为 特征 线 , 另 一 个 任 取 无 关 函 数 . 标准 型 为 
им =A u; +Bu,+Cu+D.. 
(3) 椭圆 型 ” 作 坐 标 变换 f= Ке p(z,y)，7=Im ф(х,у).Җ 
h gry =p (z,y)+ i ps(z,y) 满 足 特征 方程 . 标准 型 为 
Uge Hup = Auet Bu,t Cu+ D. 
定义 41.4.5 一 般 的 多 个 自 变量 的 二 阶 线性 偏 微 分 方程 形 
式 为 


Èa +o taf, (41.4) 
其 中 abc, 了 E: n 维 空间 R" ФК О 内 的 连续 函数 ,通常 取 


Qi 一 Qi 
定义 41.4.6 设 方程 (41.4) 在 某 点 PNI sa), 2 
次 型 


AQ) = Уа; (РАА, 


为 正定 或 负 定 , 称 方程 在 点 已 为 梢 圆 型 的 ;如 果 АЕН Р HE 

化 的 ( 即 矩阵 (as ) 的 特征 根 中 至 少 有 -为 零 ) , 则 称 方程 在 点 已 为 

抛物 型 的 ;如 果 AC)) 在 点 已 既 不 为 退化 ,也 不 为 正定 或 负 定 ,但 
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Ж Са, ) 的 特征 根 中 有 n 一 1 个 同 号 , 则 称 方程 在 点 P 为 双 曲 
型 的 . 
例 41.4.7 (1) ZRAKE 
и, —atu,, =0 
为 双 曲 型 的 ,特征 线 族 为 
Z 十 at 一 c， 工 一 Qt 一 人 c。 
(2) Tricomi( 特 里 科 米 ?方程 
Pu Fu 
у 952 2—0 
特征 方程 为 
y dy: 十 dz 一 0. 
在 上 半 平 面 y2>0 内 是 椭圆 的 ,在 下 半 平 面 y<0 中 是 双 曲 型 的 . 
(3) 方程 


u ou Pu 
дхї t> taz = 


9 AW SA +: БА 正定 ,为 椭圆 型 . 


(4) 方程 
Әди ‚үд? и 
ə t (52 + 器 + + =£) 
为 双 曲 型 的 . 
(5) 方程 
ди _ u ‚ди ди 
at (55 x= etsa) 
为 抛物 型 的 . 


定理 41.4.8 登 加 原理 Bu, 满足 线性 方程 (或 线性 定 解 
条 件 ) 
Lu=f;, i=1,2,- ,nn 


则 它们 的 线性 组 合 u= У) cu 必 满足 
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Lu = Dafa 


特别 当 и, 满足 齐 次 方程 ( 即 /; 0) 或 齐 次 定 解 条 件 时 ,4 也 满足 
齐 次 方程 或 齐 次 定 解 条 件 . 
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42 一 阶 偏 微分 方程 


42.1 一 阶 线性 偏 微分 方程 


方法 42.1.1 考察 n 个 自 变量 的 一 阶 线性 方程 
х, #®+х, #®+=+Х,у®=7, 
ху CEZ 


"iz, 


(42. 1) 


其 中 (zz ,ro)ER"z 一 z(zvza…yzo) 为 未 知 函 数 ,X， 


(i 二 1,2,…,n) ,Z 均 为 已 知 函数 . 


先 解 常 微分 方程 组 
dzı бл, ах, _ dz 
Б, Саар. аа. ТАЗАР АЫ 
命 其 ”个 函数 无 关 的 解 为 


Фф (z,zi °" Ta) =C» 


Pl Zs Ers sIn) =C2 


Pal ZrZr y oLa) = Ca» 


其 中 c(i 二 1,…,n) 是 常数 , 则 方程 (42. 1) 的 通 解 为 


PCP Post pn)=0, 
这 里 @ 是 任意 函数 . 
例 42.1.2 求解 


əz д: Ci _ 
тч +22 Эт; r +z, Эле ПЕ” 


其 中 m 为 常数 , 先 解 
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(42.2) 


ху 2 x= } 
得 出 
Tı 2-1 z 
x= CU = Ca 一 1 zre 
因此 
£ (21... 211 
2 
这 里 Ф 是 一 任意 函数 . 故 得 通 解 为 
(三 
例 42. 1.3 求 方程 
д 9z PN 
29213 3 十 5 一 0， 
经 过 直线 
х=аро, У=а,о, 2=азо 


的 解 ,这 里 a1 ,a; ,as HAR, Н За, —2а,520. 
解 ” 先 由 


dz_dy_ dz 
2 3 —5 
得 解 
и=3х—2у, u=5r+2z. 
因而 得 一 般 解 


Sr+2z==g(3r—2y), 
这 里 p 是 任意 函数 . 以 直线 代入 ,有 
(Sa, +2a,)u= g [ (За, —2а,)®], 
故 


5а. +2ау, 


0 сор. ， 
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从 而 要 求 的 解 为 


(За, —2a,)(5z+-2z)= (5a, +2а;)(3г—25). 
例 42.1.4 Ж 


дх ðz_ r’ 
2 дЕ 2 02 
ЕУ дт? 


ду у 
满足 x(1,y)=p(y) 的 解 . 
Е ХЕ 


х? у? rt’ 
由 前 两 项 得 


又 由 一 、 三 项 得 


dz 一 工 dz z( 1 
y I 


a)dz (1—ах)ах, 
即 有 


2 
с2а рт 
因而 得 一 般 解 


х 11 
179—5) 
这 里 少 为 任意 函数 . HAA, y) =p), 48 


#»—+у(1+-;)=#(1—-). 
求 出 


WD=9(1 一 十) 一 1 十 二 4， 
要 求 的 解 是 
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42.2 一 般 一 阶 偏 微分 方程 


方法 42.2.1 考虑 一 般 的 一 阶 偏 微分 方程 


Е(х,.у,х,р,4) =0. (42. 3) 
如 果 (42. 3) 的 解 还 满足 另 一 个 方程 
@(r,y,z,p.q)=0, (42.4) 


则 由 (42. 3)、(42.4) 联 立 解 出 
р=ф(х,у,®), q=g(xz,ys,z). 
但 @ 不 能 是 任意 的 , 它 必须 满足 相 容 性 条 件 


Әр д _9g 

Dy A (42.5) 
如 果 这 条 件 适合 了 , 则 可 由 

dz= pdr+qdy (42. 6) 


来 求 出 (42. 3) 的 解 . 因而 解 (42. 3) 的 问题 变 为 寻求 一 个 函数 O W 
足 (42. 5). 
对 ry RRF A 
aF F, aF 9p ӘЕ 3g_ 
J2 дк +> 3z Tq З= 0 
ӘФ,әФ , Ið Ip , Ið әд 
дг Т дє +35 Эх 94 2 三 
aF  ӘЕ 19F p ӘЕ 2q 
3y ӘТ др 3y Әд 3y ОЁ 


2@_ 2P ӘФ Ip ӘФ әд 
ду а: 9р ду! ag Зу 


йн 52,9 
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ӘЕ Әф_ӘЕдФ\, /oF әФ ӘЕәФ +94(дЕ аФ ӘЕ I) _ o 
(белә 2р Pz) (5857 ар 3z) A ар 20) ; 


Аге 9,9 


(2892 2E әр) 2F I ӘЕ Әф 2p (2F эр 2 20) 
дуда д9 ду (5: дд 3q 3e) ду\др ðq дд Әр 


99 _9 
нт 52-52, ЕЗИП, 63848 


(бо 22) 92+ (безе) -Ee 
+( ZEN ú TAEA 0. (42.7) 


这 是 函数 更 的 线性 方程 ,由 上 节 的 结果 ,可 以 化 为 下 列 线性 方程 
组 的 问题 来 求解 : 


ар dq dz 
дЕ aF ӘЕ дЕ aF aF 
Әх Рас ду дс Pap 99а 
— dr _ dy а 
пута ав 07 (42.8) 
9р 9g 


将 这 方程 的 解 与 (42. 3) 联 立 , 即 可 求解 . 
例 42.2.2 解 微分 方程 
р +g —2pr—2qy+2ry=0. 
解 ”其 对 应 的 常 微分 方程 组 为 
d dä- L -dr dy 
2y—2p 2zr—2q —2p+2r —2q+2y'` 


故 
dp 十 dg 二 dz 十 dy， 
即 
力 一 并 十 q 一 y 一 a. 
与 原 方程 (加 一 z) +q- у) =(х— у) 联 立 ， 
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2(р—х)=а+[2(х—у)%*—а*]!?%, 
2(а4—у)=а—([2(х—у)%*—а*]!?, 
故 dz= pdr +qdy 变 为 
24#=(2х+а)4ах+(2у+а)4у+(ах—4у)[2(х—у)*—а°*]'?, 
即 得 


2z—b=z'+ar+y +ау+®у®[2‹х-у)* — aJ 


a: 
z7! 
其 中 a,b 为 任意 常数 . 


п{2!''®#(т—у)+[2(х—у)*—а*]!}, 


42.3 一 阶 偏 微分 方程 组 Cauchy - Kovalevskaya 定理 


定义 42.3.1 含有 未 知 函 数 usus sus 的 关于 自 变量 i， 
дуло, 的 偏 微分 方程 组 


一 一 GE 


д*и, 
ij=1,-- N; Ь+ ++ Ё„=Ё<п,, ko<n;. (42.9) 
称 为 Kovalevskaya( 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 ) 型 方程 组 (systems of Kova- 
levskaja type). 
例 42.3.2 解析 函数 的 实 部 u 和 虚 部 o 之 间 必须 满足 
Cauchy-Riemann 条 件 (Cauchy-Riemann condition) 


这 是 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 . 对 流体 的 平面 定常 不 可 压缩 的 无 旋 
流 的 研究 ,归结 为 求解 此 方程 组 . 
例 42.3.3 在 电磁 波 理论 中 ,对 各 向 同性 的 介质 成 立 着 下 面 
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的 Maxwell( 麦 克 斯 韦 ) 方 程 组 
crot H=À)E+eE,., 
crot E=—4H,, 
其 中 EE 和 HH 为 电场 和 磁场 的 强度 ,c 为 光速 ,4 为 介质 的 传导 系 
数 ,e 和 4 是 介 电 常数 和 导 磁 率 . 令 E= (esee), H= (h sh,» 
ha) ,在 (ziyzzyzs 坐标 下 ， 
хде ha ањ À 
с 9 Әдл дә с 
£9 | аһ 9h А 


сад аас 


є дез, д 9h, А 
са gr 9z 


вд de де = 
с д gr IT 


yh: | дер дез _ 
ста: аху ад 
paohs , де; де _ 
с 21 EEN дхт› 
这 是 一 个 常 系数 线性 方程 组 . 

例 42.3.4 流体 动力 学 方程 组 


ди, | SA ди, 1 dp ap А 
ae К 21 оа do Px f i=1,2,3, 


例 42.3.5 声学 方程 组 


ди, p' (œ) др МЕ 
ЕП ста 52: —0* 1=1,2,3, 
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例 42.3.6 ”弹性 力学 方程 组 


3 
9 ду, Fu Д 
А У) + —p— +Е = 0, і = 1,2,3. 
(А+) Эт, 22 э, LAu; PF =0, i=1,2 


例 42.3.7 考察 方程 组 
Mou ао tz, 
9 ди до 
=” 35“ эт? 
带 初 始 条 件 
u|,- = z+-sin ху, vlo =y+cos zy 

的 Cauchy 问题 .用 寡 级 数 解 法 (solution of power series) 求 这 一 
问题 在 原点 O(t 二 0,z==0,y==0) 附 近 的 近似 解 . 

解 ”由 给 定 的 初始 条 件 得 到 u,v 及 其 对 z,y 的 一 阶 二 阶 导 
数 在 原点 的 值 


ulos- =0 (vw)o=1, 
(8), -1. (д) 
(2), 9° (Б) 
(Ez) =. (8) =1, 
Ол» E 
(бәз), (Б), 
再 利用 方程 并 对 x,y,t 各 进行 一 阶 求 导 后 ,可 得 在 原点 的 导数 值 
(@),= (22), =. 
(Z) = i (8), =1. 


• _ 


v _ uj _ 
эгэ)!” (5 ).=1， 
Ee гау _ 
(FZ), => (эк), 
这 样 , 就 得 到 在 原点 附近 此 Cauchy 问题 的 近似 解 为 
u(t,z,y)=t+r+-+2tz+ty+ ry, 


2 
vey) =1+у+ 5+5. 


定理 42.3.8 ”Cauchy-Kovalevskaya 定理 考察 方程 组 
(42. 9) 及 其 初始 条 件 

д*и, 

at |. 
所 构成 的 Cauchy 问题 ,如 果 所 有 的 函数 Е, ТЕД (en. zl. sss 
二 ,ko ,ki ，…,k，，…) 的 某 一 邻 域内 是 解析 的 ,而 且 所 有 的 
函数 Ф 在 点 (7 ,又 ,…,z*) 的 一 个 邻 域内 也 是 解析 的 ,那么 
Cauchy 问题 在 点 (zr*,x?,… ,zz ) 的 某 一 邻 域内 有 一 个 解析 解 存 
在 ,并 且 这 个 解 在 解析 函数 类 中 是 惟一 的 . 

注 42.3.9 如 果 系数 与 初 值 不 是 解析 的 ,但 属于 C”, 则 有 
Lewy( 莱 维 ) 反 例 , 见 定理 46. 6. 1. 


=ф®(лу,т;,°°*›х„), k=0,1,2, sn; —1 
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43 行 波 法 与 分 离 变量 法 


43.1 一 维 波 动 方程 的 行 波 解 


考察 一 维 弦 振动 方程 的 Cauchy 问题 


2 2 
Tia = (ты), t>0,1€(—%, +00), 
ulmo = фб, z =z), r€(—co,+eo). 
(43.1) 
根据 41.4 Т ЖП ЛЕ ЯН. iX —[=]й н] 1 28825 
u ди 
аб е a (43.2) 
ди > 
u|,- =P), Эр „TIO 
和 
ae 
5 一 4 952760, ТР? 
4 3. 
и|„=0, ЕП “PS . 


两 个 问题 的 解 之 和 ,表示 由 f(x,t) 所 代表 的 外 力 因素 和 由 p(x)， 
Wz) 所 表示 的 初始 振动 状态 对 整个 振动 过 程 所 产生 的 综合 影响 ， 
可 以 分 解 为 单独 只 考虑 外 力 因素 (初始 位 移 及 速度 为 零 ) 或 只 考虑 
初始 状态 (外 力 为 零 ) 的 影响 的 琶 加 . 

对 于 问题 (43. 2) ,可 以 通过 变量 变换 的 方法 求解 . 

令 


° 841 ° 


ё=х—а1, 1 一 工 十 at， 


则 
ди Pua ‚ Fu 
аб 9 a © 2827 
从 而 
Fu _ 
32950. 
直接 积分 求解 ,得 
uE =F СО 
或 
u(xst)=F(z—at) +G(z+ab. (43.4) 
代入 初始 条 件 
и|-е=Е(х)+С(х)=ф(х),. 
W| SaF a+ Ск) 902), 
|, 
解 之 得 


ls ре Ка 
F(z) = 去 p(z) | #4 + р, 


с 
， 
2а 


1 Ы 
G(r) 2 ф(х) + |. (5) аѕ 


其 中 ze 为 任意 一 点 ,c 为 积分 常数 , 回 代 后 得 到 D Alembert 公式 
(D'Alembert formula) 


иб) = KETA аа ү А" go) ds (43.5) 


对 于 问题 (43. 3) 我 们 有 
定理 43.1.1 齐 次 化 原理 (homogenization principle) * 
УУС, зт) 是 初 值 问题 
• 842 · 


э? ЕР 一 0， t> т, 
aW 
W |... = 0, кс e f G E) 


的 解 (其 中 z 为 参数 ), 则 
u(z,t) = [wanpas 


是 初 值 问题 (43. 3) 的 解 . 
利用 D'Alembert 公式 解 出 W(x,i;7) 为 


Басо) 


1 
Wano 一直 [站 ft, Ddé, 
故 问题 (43. 3) 的 解 为 
二 \ 
ит) = у SEDE ас = + [у‹а,юаеат, 
M I 


2a Јо) ‹-ан-© 2а 

其 中 G 为 (6,zr) 平 面 上 过 点 (z, 娘 向 下 作 两 特征 线 与 人 轴 所 夹 的 三 
角形 区 域 ,如 图 43. 1. 

定义 43.1.2 ” 齐 次 波动 方程 形 如 F(x 一 at) 的 解 所 描述 的 振动 
规律 , 称 为 右 传播 波 . 形 如 GCz 十 at) 的 解 , 称 为 左 传播 波 . 左 、 右 传播 波 
也 称 为 行 波 解 . 

定义 43.1.3 (zx,t) 平 面 上 的 区 域 

xı —at<+r<x;+at, t>0, 
称 为 区 间 [zi ,zz] 的 影响 区 域 ,如 图 43. 2. К Е — аг, аг] 
为 点 (zz 的 依赖 区 间 ( 或 称 依赖 区 域 ), 如 图 43.3. 区 域 
14 


9 影响 区 域 


x= xi—af x= xytat 


图 43.1 图 43.2 


zi +-at < x= < zx —at, 12> 0, 
称 为 [zi ,zj 的 决定 区 域 ,如 图 43. 4. 


t t 


м) 


xi х2 


图 43.3 图 43.4 


位 于 影响 区 域 中 的 点 (zx,t) ,其 振动 规律 受 [zi ,zz] 区 间 上 的 
初 值 影 响 . 而 点 (zx, 四 依赖 于 区 间 [z 一 at,z 十 at] 上 的 初 值 . 对 于 决 
定 区 域 中 的 点 (zx,t) ,其 振动 规律 完全 由 [zi ,zz] 上 的 初 值 所 决定 . 
例 43.1.4 求解 波动 方程 的 初 值 问 题 | 


СЗ a 
9 ах? А 
ди а 
u| = =0 一 Sinz. 
Il-=o， бе] 


解 ” 齐 次 方程 的 解 (x,t) 可 由 D'Alembert 公式 求 得 
ЖЕ? | зп sds 1. созба t) — cos(x + t) ]. 
外 力 的 作用 产生 的 解 w(z,z) 由 齐 次 化 原理 求 出 
иш(х,1) = + esin бабат 


—rsinz+-[eos(z--D —cos(z—D1. 


元 (zDD) =u (z,t) +u: (m,t)=t sinz. 
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43.2 Sturm-Liouville 固有 值 问题 


定义 43.2.1 包含 参数 4 的 二 阶 线性 常 微分 方程 
-£ (po) Haya) 


称 为 Sturm-Liouville 型 方程 . 
在 zE[La,6b] 上 求 此 方程 满足 边界 条 件 
ау (a)—a,y(a)=0, 
оа 
的 非 零 解 问题 称 为 Sturm-Liouville 固有 值 问题 .其 中 ,8 
(i 二 1,2) 为 非 负 实数 , 且 а +02550, 81-8550. 
使 上 述 问题 有 非 零 解 的 参数 À 称 为 固有 值 ,相应 的 非 零 解 称 
为 问题 的 固有 函数 . 
定义 43.2.2 ”如果 [a,6] 为 有 限 区 间 , 且 在 [a,6] 上 p(x) 之 
加 二 0, 一 阶 连续 可 微 ,q(z) 宇 0, р(х) 2220 均 为 连续 函数 . 则 
此 时 的 Sturm-Liouville 固 有 值 问 题 称 为 正则 的 . 
定理 43.2.3 对 于 正则 的 Sturm-Liouville 问题 (Sturm- 
Liouville problem) ,其 所 有 固有 值 非 负 ; 当 且 仅 当 g(x) 三 0, a, = 
0, B, =0 同时 成 立时 , 才 有 等 于 零 的 固有 值 . 
定理 43.2.4 对 于 正则 的 Sturm-Liouville 问题 ,对 应 于 不 同 
固有 值 的 圈 有 函数 在 [a,6] 上 关于 权 函 数 p(x) 正 交 . 即 如 果 
А, А, ЯГУ T А„,А„ АНЯ у, у„ 满足 关系 式 
f у„(х)у„(\х)р(\т)ат = 0, n Z m. 
定理 43.2.5 对 于 正则 的 Sturm-Liouville 问题 ,存在 单调 增 
趋向 正 无 穷 的 固有 值 序列 
0 < 2, < 2, < + <А < oH 
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以 及 相应 的 固有 函数 族 yz) ,ys (7),…,y, (x),… ,该 固有 函数 
族 在 [a,b] 上 构成 一 个 正 交 完备 系 . 当 函 数 f(z) 在 [a,5] 上 二 阶 连 
续 可 微 且 满足 定义 43. 2. 1 中 的 边界 条 件 时 , 即 可 将 其 展 为 关于 函 
数 族 {y(z)} (n= 二 1,2,…) 的 绝对 且 一 致 收敛 的 级 数 (或 称 广义 
Fourier 级 数 ) 


f(z)= Ута y; СОЛ 
其 中 系数 


b 
[fy Don dr 
с, 
| sine de 


注 43.2.6 上 面 正则 Sturm-Liouville 问题 中 对 函数 р(х), 
q(x) 所 做 的 假定 ,在 不 少 情况 下 不 被 满足 ,可 能 会 出 现 p(a)==0 
或 p(6)==0 的 情形 ,这 时 边界 条 件 的 提 法 应 做 如 下 改变 : 

如 果 z=u 是 p(z) 的 一 阶 零 点 , 即 p(x) 在 点 a 的 邻 域 内 具有 
P(X) 二 (x 一 a)p1(z) 的 形式 ,此 处 р, (a)Z20,z=a J q (z) BJ £ Pk: 
点 或 一 阶 极点 , 即 g(x) 在 点 z=a 的 邻 域内 有 g (x) 二 q(T)/(zx 一 
a) 的 形式 ,这 里 qi (a) 关 0, 在 TE (a,b) 开 区 间 内 部 ,原先 关于 
p(x),q(z) 的 假定 不 变 . 则 将 =a 处 的 边界 条 件 ( 定 义 43.2.1 
中 ) 换 成 y(z) 在 z=a ARB“ | yla) | 二 ce” 之 后 ,所 得 固有 值 问 
题 仍 有 类 似 的 3 个 定理 . 


43.3 一 维 混合 问题 的 分 离 变量 法 


例 43.3.1 用 分 离 变 量 法 解 两 端 固定 弦 的 自由 振动 问题 
，846 + 


д? дд?’ 

и|.-.=0. ulari; 

шар), 98 Ka) 

и ”分离 变 量 , 假 设 
MGCzyt) 一 XCzr) ТО). 

代入 原 方程 

X(T (O =a Xx) TH), 
即 


Т") _ X”(z) ан 
a TG) Xa) 


上 式 二 者 相等 ,只 能 等 于 常数 , 记 为 一 4, 乘 开 即 有 
Т”@а)-Е3а*Т@а)=0, 
Х”(х)+АХ(х)=0. 
为 使 (x,t) 满 足 边界 条 件 ,应 有 
и(0,2) = Х(0)Т() =0, 
и) = ХОТ) =0. 
A» TOREA, TE 
Х(0) = Х(0) =0, 


得 到 固有 值 问题 


Х(0) =Х(0) =0. 
这 是 一 个 Sturm-Liouville 问题 ,并 且 р(х) = 12>0,9(х) = 0, 
бх) =120, а=0, Б=1, а =0, а, =1, B =0, 及 =1, 从 而 由 上 
节 定 理 43. 2. 3.8918 А220, 5 = 外 (> 之 0) 则 固有 函数 通 解 为 
Х(х) = Ссоѕ &Az 十 Dsin kz. 


н +AX(z)=0, 


代入 条 件 有 
+ 847 。 


X(0)=C=0, X) =Ccos kl+ Dsin kI =0. 
为 使 X(z) 不 恒 为 零 , 则 D#0, F E 
sin AR/ 一 0， 


E k= (л=1,2,), 


X, (xz)=C, sin Tr, n=1,2," 


ERARIO MAHA А, (27) Ca 一 1,2…). ЖА, RATOM 
方程 , 求 出 通 解 


T, 0) =A,cos “(+ B.sin “©. 
因此 
и„(х,ї)=Х„(х)Т,„() 
(асов =ч +b,sin = )sin Tr , 


其 中 а„=А,С,, b,=B,C, 为 任意 常数 . 
Ж ulr DXF n&m. i 


ulz,t) = J u, (2,0) 
п=1 


二 пла in 174, \ sin ЛЛ 
= BD (aes 1 t 十 busin 7 t )sin 1° 


适当 选择 ao ,b ис ОЕА го 代入 上 式 , 有 


ф(х) = u [mo = assin Ta, 
n=l 


Kaz) = 8 = У) Fsin "а, 
利用 函数 族 [sin Z| Cn = 1,2…) 的 正 交 性 , 即 


< 848, 


Í sin Tsin "4: = 1 
asar: [ 1 зер 
可 得 
= 2 Í ger)sin = 2 = пт 
а, = + gasin 1759, b, ту Ф(х) іп Trdz. 


例 43.3.2 长 为 !, 两 端 固 定 的 弦 上 = 0 时 刻 在 x=c 处 把 弦 
拉 到 距离 “一 六 处 ,然后 无 速度 地 放 开 ,求解 弦 的 振动 情况 ( 见 


图 43. 5). 


解 ” 定 解 问题 为 1 

3u ‚ди | 

ә дл?” Ln 

u |0 = 0, ul = 0 4 $ р S 

图 43.5 

Е 0=<= x< 

и | mo 
MD, egri Fl =o 


nna „пла : x 
u(z,t) = X (acos 1 t 十 b,sin 1 t )sin Г, 


其 中 
2 ‚пт 2м? : лт 
А 2 | есіп т: Re om 
Ь, = 0. 
于 是 
2h? Rl. плс пка, . nna 
и(=.1) TEI Zs sin —— 


例 43.3.3 两 端 不 受 力 杆 的 纵 振动 问题 . 相应 定 解 问题 为 
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Lu „ди 0<zr<lt>0, 
дг? да?’ 
ди 


ди =o, 9 
дх = 


Ч 20; >o, 
Е; = 0 120 


2-1 


ди 
и |o = ф(х), >, ш. (z), 0<=<1 


解 ” 设 u(xr,t) =XCz)T(GD) ,分 离 变 量 


TD) Хб) аад 
ата) ХС) 


固有 值 问题 为 
ы +АХ(т) = 0, 0<х<, 
X'(0) = X'( = 0. 


由 定理 43.2.3 НЕЖНА > 0, 且 为 
А 三 (m). п = 1,2,3,+® 


> І 
固有 函数 
cos Tz, n=1,2,3,---, 
ЖУТА = 0, 固 有 函数 为 1, 故 可 合并 为 
пт \? 
= (F) 25012, 
X, = cos Tr, n = 0,1,2, 
À = 0, To(t) = а +62, 
пт \° nra . nra 
Л. = (7) А Тоо = a,cos -t + b,sin —— 
于 是 
u(x,t) =“ +9 У (an соз Ë "н +b, sin 7 T 179) соз "72, 
代入 初始 条 件 
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2 n=l 
ди bo A nra пт 
хх) = ЕП š = >+ У? тр Orcos Tx, 
“= 
由 正 交 性 ,有 
ч 
а, = zf Ф(т)соѕ ЯЯ тат, 
15% L 
УЕ Д п = 0,1,2... 
E w S= 
6. = Zf acos 159° 
例 43.3.4 ”一端 固定 ,一 端 弹性 支撑 的 杆 的 纵 振动 问题 
du 2 ди 
ЭЁ = эг” 0<r<l,t>0, 
и =o, (бева) =0, >o, 
== 
u |o = ФО). w = Ka), o<r<L 
‘=0 


解 Suad) = ХО) ТО) ,得 固有 值 问题 
Х”(х)-+АХ(х) = 0, 0<<x<!, 
‚| =0, ХО) ФАХ = 0. 
由 定理 43. 2. 3 НАРО, А, = 已, 满足 
k 


tan kl =—— 
n 


的 第 "个 正 根 , 即 在 同一 坐标 系 中 作曲 线 y = tanky = 一生, 其 


交点 的 横 坐 标 о u ,k,，,… 就 是 要 求 的 正 根 . 这 时 相应 的 固有 
函数 为 
Х„(х) = 5їпА„т, n= 1,2,-.., 
КА TO 的 方程 ,有 
T,(t) = a,cos kat + b,sin kat , 
于 是 
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и(х,0) = У) Cacos kat + b, sin b,at)sin Ё, , 
n=l 
其 中 


Ке АД WS 
a, ， 
Í sin'k,rdr k "i sin'k,r dz 
п= 1,2,+, 
并 且 
"saca L h ey 
[зп k,xdx 2 +)” 1,2,6. 
例 43.3.5 两 端 固定 弦 的 强迫 振动 问题 . 定 解 问题 
“А а а (ты), 全 
u lras = 0s 0 t>0, 
д 
и |i = 0, Fla = о<т</ 


й ”我 们 用 两 种 方法 来 解 此 非 齐 次 方程 的 混合 问题 : 
(1) 固有 函数 法 S 


u(z,) = УТ, 0X, (2), 


其 中 X.C) 为 齐 次 方程 相应 于 a, — (T) 固有 值 的 固有 函数 ， 
Х„(х) = sin Fz, n= 1,2,-8 
i 
fixt) = > У.) sin "лг, 
其 中 О) = 2[ /8sin ?rsd6, 代 入 原 方程 ,并 比较 系数 ,有 
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О) +a (т) Ta) = /„@). 
由 初始 条 件 


0 = ul, = >)Т,„(0)зїп ш 


n=) 


- Ут. (0) іп 2А 


== 
со 


于 是 
Т,00) =0, T (0) = 0. 


利用 变动 任意 常数 法 可 以 求 出 
т.а) = Af sin tu — D) f, (odr, 
从 而 
u(z,t) Уш, 万 (r)sin (t Ddr |sin "лт. 
(2) 齐 次 化 原理 #о(ту;т) 是 定 解 问题 


аъ 2 дъ 

Ета э? ER 
vj = 0, о], = 0, t> r, 
vie=0, Z| = fæ, о<т</ 


的 解 ( 其 中 参数 = 过 0) , 则 
иб) =f u(z,tir)dr 
就 是 本 题 定 解 问题 的 解 . 而 
uCzytir) = „соз a= Dsin Tar, 
其 中 
i 
кю = 22. |'у‹овп ае, 
.853 + 


这 时 
u(z,t) = [ьс =a — т)ѕіп "лт Jar. 

例 43. 3.6 非 齐 次 边界 条 件 的 处 理 . 考虑 定 解 问题 
Iu 23u 

дё “© д? 


б6Жт<1, Ф596, 
и |,-o = а), и |. = В), 1220, 


и | = 0, == 


=0, 0<х‹<!/. 


Ж ибх) = o(rz,t) +-u(zr,t) Ж wa, t) 满足 非 齐 次 
边界 条 件 , 即 


w | = a(t); w |. = Rt). 


这 时 
т |0 = (u — w) |,-0 = 0, 
| v |, = (и—ш) |, = 0. 
от.) 满足 定 解 问题 
з es, [e 29 Ze] 
аг 3x? ах? д |” 
pl =0 Ж |ыр= б 
о |o =— w |,- > av = ， 
at |,-o дї | ,-o 


这 样 即 可 用 例 43. 3. 5 的 方法 来 解 v(z,z) ,从 而 解 出 u(z,tD. 
实用 中 , 常 选 w(z,t) 为 


Во) 1, +а). 


#1 43.3.7 设 弹簧 一 端 固定 , 另 一 端 在 外 力作 用 下 作 周 期 振 
动 ,此 时 定 解 问题 为 


(Tt) = 
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d'u _ д?и 


0<х< [и >0, 


әв ° дт” 

и |.-0 = 0, ul|.- = Asin wt, 1220. 

iaso N ыб; о<т</ 
дг |,-o 


试 求解 u(x, 人) ,其 中 ЕВИ са о А 均 为 常数 . 
解 对 非 齐 次 边界 条 件 齐 次 化 , 令 


u(z,t) = u(z,t) + Аво, 


则 
до _ zv ахл. 
э = эл + 1 Asin wt, 0<zr<il,t>0, 
т|„=0, v| = 0, 1 之 0， 
а А 
vi =0, l T 0651 
Ф (хә) = u(z,t) +u, (z,t), 
2 2 
# A Охх > 0, 
аг дл? 


vi 1.-о =0, v l= = 0, 


до 


wrA 
v | = 0, ЕП aT 0о<х‹<!/ 
及 
Gv _ „д'®ъ wzA . 
э? =d J + 7 sin wt, 0 xt O, 
Ve [.-о 一 |. = 0, 
sat 2 
ve lezo = Ər.| = 0. 
用 前 面 例题 的 方法 ,可 以 求 出 


+ 855 ° 


2o4L ұу (— 1)". пла. пит 
vi (x,t) a > „z sin y tsin у, 


А . nna ; тта А 
sinwt +sin ~t sin ~~t — sinwt 


S (— туні 
u (z,t) = ey > ‹ "i : L sin Tr 


2 ы a 
ем > s: cp Е «віп “sn п, 


P-E] 


ulz,t) = Asin wt +v (r,t) +o (z,t). 


于 是 


BP 不 为 整数 ,保证 了 对 任意 正 整数 ww (туг) 表达 式 中 的 分 
ERIE. 顺便 指出 ,如 果 z = / 端 振动 的 频率 。 与 固有 频率 中 的 
某 一 个 w = "ТЕ 相近 , 则 一 178 时 ,得 


; nra Я 
зіп —t — sin wt 

š пта 
— t cos 1 t. 


лла — о 
1 
这 表明 £ — со 时 ,v(x,t) 是 无 界 的 . 这 种 现象 称 为 共振 . 
例 43. 3.8 一 维 热传导 方程 的 混合 问题 . 研究 长 为 /的 均匀 
细 杆 的 热传导 问题 . 假定 杆 的 侧面 绝热 ,内 部 无 热源 ,z = 0 端 温 
度 始终 保持 为 0,z 一 ! 端 绝热 , 杆 的 初始 温度 分 布 为 wz), 杆 上 温 
度 ибх,1) 满足 定 解 问题 


ди _ дш 

ж = эг” 0<r<l,t>0, 
ди 

и|=0, 95|, 9 120, 

и |. = ф(х), 0: кщ А 
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Ж 令 ul(z,t) = X(z) T(t) ,分 离 变量 ,固有 值 问题 为 
Х'”+ АХ = 0, 0<х<1, 
| = XC = 0. 
固有 值 


= 


ЕЖ X,(z) = sin 25 


TCD) = а,е СӘ", п 0,1,2, 


у, л = 0,1,2,:, 
1 


na(n = 0,1,2.°), 


于 是 


u(r,t) = Èa e 08) віп 2 
代入 初始 条 件 


ф(х) = и | Jasin 2- liry 
—% 


2 . /2n+1 
a, = 2 зт 27 


注 ”对 于 一 维 热传导 方程 其 他 类 型 的 混合 问题 与 振动 问题 的 
解法 相同 . 


43.4 高 维 混合 问题 的 分 离 变量 法 Laplace 方程 
的 解 


例 43. 4. 1 矩形 薄膜 的 横 振 动 . 考虑 边界 固定 的 矩形 薄膜 的 
自由 横 振动 问题 


те) ае 
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дёи (Zu 2и 2и =): (z=,y)€ D,:>0, 


д 
и|.-0=0. u|.- =0, 
и|,-,=0. u| y=, =0. 
д 
u| mo =@(z,y), Ея 一 以 2)， 
t 


Жр Р={(х,у)|0<\х<,0<у<}. 
解 S xzy'b=v(z,y)T(GD) ,分 离 变 量 得 
е 


Е 了 十 Mu 一 0. 
借助 边界 条 件 可 有 


v| -= 一 0， vlem, =0, l|, =0, о|,-, =0. 
这 样 v(z,?y) 的 方程 与 条 件 构成 偏 微分 方程 固有 值 问题 ,为 确定 固 
有 值 4 及 固有 函数 v(z,y) ,进一步 分 离 变 量 , 设 
®©(х,у)=Х(х)Ү(у), 
RA v(z,y) 的 方程 ,得 
Х”(х)+иХ(х)=0, 
Ү”(у)+›Ү(х)=0, 
其 中 4 是 新 的 固有 值 ,v=4 一 ,并 且 
Х(0) = Х(Д) =0, 
Ү(0) =Ү(/,) =0. 


由 定理 43. 2. 3 知 : 
固有 值 z, 一 (P) a=1,2,. 


相应 固有 函数 Х„(т) = ѕіп Аа (п=1,2,), 
1 


Ш о, = (EE) m=1.2,-. 
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固有 函数 Y。(y) 一 sin T yGm=1,2.--). 


从 而 偏 微分 方程 的 固有 值 
т тү? 
| А (0 j +T) ; 
有 函数 
0,.„ (х,у) = іп Tzsin Yy, п,т=1,2,+° 


对 应 的 T(1) 的 解 是 


Т,.„ (0) =а,.„соѕ уА,.„ аё +06,.„ѕіп VÀnm at. 
于 是 


u(z,y,) = Э > (а„„соз VÀnm at + b,.,sin Van at) * 


n=l m=1 


sin Ж sin Z” 
L L 2 


HR Aan = (E) + (ZEY оля = 1,2,…), 代 入 初 始 条 件 


ГА 
Ф(х,у) = 292 annsin 7 т sin 77у, 
= s= 
ф(х,у) = УУ) Ьа МАн sin sin 7», 
m=] m=1 2 


Я о,.„ (х,у) = зіп 02 sin 27у (Ma 一 1,2…) 的 正 交 性 ,可 以 
1 2 
求 出 二 重 Fourier 系数 
ann = + Е af? ФСЕ, р) sin 29 Esin Tydy, 
hlsJo Jo h ГА 


_ 4 ñ | in 16 зіп 
неад ДЕ, Ын. тү? 


例 43.4.2 圆 域 上 Laplace 方程 的 第 一 边 值 问 题 , Poisson 积 
分 公式 (Poisson integral formula) 
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求 圆 域内 无 源 静 电场 的 电位 分 布 .假定 圆周 2° 57 二 a* 上 的 
电位 已 知 , 即 
akan z +y <a, 


ulia = fi (z.y); 


作 自 变量 变换 
х=р cos Ф, у=р sin Ф, 
定 解 问题 化 为 
u, lIu, 19u_ 
TANEET a 0< o < a.0 < ç@ < 2x, 


u|,- = fı Cacos ф,аѕіп ф) = fC), 
и(р.0) =и(р,?2п), 
аи) _ди 
Pleo Әф | вез" 
[400 ,) |< +оо. 
令 и(о,ф) = (0) Фф). ЕЖЕ 
CR 十 oR' 一 )R=0， 
шо 
Ф'(ф)+АФ(ф) =0, 
. @'(0)=%@ (27). 
由 定理 43. 2. 3 知 4 非 负 ,4 二 0, 可 得 固有 函数 Ф, = 1, =, fg 
F A =n (n= 二 1,2,…) 对 每 一 个 4,, 有 两 个 独立 的 固有 函数 
cos пф, зіп пФ, п=1,2,+°, 
对 应 于 和 二 0,Ro《p) =a, +Ё,1пр; А] Л T А„=п°,К„(р) =a, о" + 
Б„о7"(п=1,2,). BRA RERI bo 5, 应 取 为 零 . 从 而 


ш (p19) = R, (o) @, (9) Та, А 


и,(0,Ф) =R, (о)Ф, (Ф) = 0 Ca cos ngt+b,sin пф), п=1,2,+. 
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于 是 
u(p,9) = F+ > (a,cos пф + b,sin пф)е", 
x 
f(@) = и(р,ф) |,-, = =з + (avcos пф 十 如 sin пф)а", 
n=1 
故 
1 2x 1 2х 
ъ=+[,/®4 а, = >| esos në аё, 
1 


a" 


2r 
= Í узіп n£ аё 
从 而 
арф) = к], Osiy [E E /8eos nc -©ae] 
= | Э (LY cos n(o- b |a. 
因为 当 p 二 a 时 
1+27) (£) cosnt =-1 +25 (£) сози 
n=] n=0 
=—1+2ReŠ) (e) e 
1 


一 一 1 十 2Re 


и 
1— ze 


2 
1-2 201+ (Р) 
o d- 
а +P — 2apcos t 


所 以 
* 861 » 


w арі 
инр) = =Í. КӘ а 2 + — 2арсоѕ pH 


称 为 圆 域内 的 Poisson 积分 公式 . 
例 43.4.3 RAER Ap) | 0 < p< r.,.0 < og < 2x, 
0<zx<h) 上 的 调和 函数 ,使 满足 边界 条 件 


з =0, u |oo AF, 
u |.-0 = fi (0,9), u |. = Р. (0,9), 
109,90} 1 Fu, Pu 
au r р)+ э дё +22 =%; 
解 令 
и(р,Ф,х) = Z(z)V (p.p), 
分 离 变量 得 
Z”(z) - А202) = 0 
和 固有 值 问题 
1 2 19V 1 9 
+ АУ = 0, 
А alalta z 二 + 


< 十 co， 
Vlp,9) 关于 9 以 2 为 周期 . 
再 分 离 变 量 , 令 V p) = ROD), 
лү 
ФИ 2x 为 周期 ; 
d/,dR\ р 
(о) ER +ìoR = 0, 
| (ғар) 28 +40 
| R0) [< 二 co， R(ro) = 0. 
ОХТА B] E , E] 8 IË и =m (m= 二 0,1,2,…), 固 有 函数 
Ф, (Фф) = sin mp 或 cos тф(т=0,1,2--:), 


Vle. =0, |м 
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ias (= 这 n=1,2,-=, 


ro 


в.) =] (2). жейд, 


其 中 J,(z) 是 Bessel 函数 ,而 л” Jo Ј, (2) =0 的 第 个 正 
根 . 所 以 得 到 原 问 题 的 固有 值 为 


Amn (62), m=0,1,2 ;n=1,2, e, 
o 
固有 函数 
и 
Van OP =], (5-0) cos тр 
或 


Ja (和 Ep)sin mg. 


H Ann RA Z(z) ÉS E На 


m (m) 
Zi 2) =amnsinh Ë#—z+-b,.,sinh (2). 
ro ro 


于 是 

и(0,Ф,2) = УУ [А „sinh 5 Eat B..sinh ° `a]: 
m=0 n=l 
cos mçJ,, Epi |C sinh =E BPa 


+ D,,..,sinh = —(h = [sin те], (== 7). 
代入 过 条 件 后 可 以 证 4 组 常数 . 
—fi(p,9) = > > {В...зїлһ £ =” =h cos mp Jm (6) 


+ Dansinh (£ )sin mo Jm 01 
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(т) 


f:e p) = 312 A..sinh (ÉA соз mọ ь( = 2 
+ Cnasinh (Eh )sin ME Jm (E) | ç 
系数 为 
СА (Е) modo 
Bn „sinh( h) 2 = 
[- (= peos те] до 
үй T 万 (o， а (E o)costmpe drig. 
ы с” ) J Oar 
2,m= 0, 
Аша R т 0, 


Їй f 万 (o,p)J。 (入 apmaot 
ИШҮ x 


Dnsink (£ а “һ)= 


同 理 可 得 Amn Cnn: 
例 43.4.4 球体 函数 , PRR Е Laplace 方程 第 一 边 值 问题 
的 解 
1Г[д{[5»ди\, 1 ау. „ди 1 ди 
A 2 [5517 25) + эд alit 32) T 222 ] = еы 
и |n = f(0,9). 


解 ” 利 用 分 离 变量 法 , 令 
ulr,0,9)=R(r)V(0,9), 


得 固有 值 问题 
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1_ әт. 29V(0,o) 1 2:V(0, 
гө дә sin 8 ЕЛ ] sinf др 


0< 9 <2r， 0< 0 <x, 
V(90,9) 关 于 9 以 2r 为 周期 ， 
IVO, p) | 在 9=0,x HAR 


PAYO, gp), 


和 
rR) +2rR'(r) —AR(r)=0. 
解 固有 值 问题 ,可 进一步 分 离 变量 , 令 V(0,2)= ODB) ,化 为 
Ф'(дФ\+нФ(ф)=0, 
ы 2л 为 周期 ; 
[= 9)+ Ey0=Asin 00, о<ёф@<т, 
IOO) | <+, |Ө(т)|< +оо, 
从 而 解 出 
pn =m, m=0,1,2,--- 
Ф„(ф) = соѕ mg, sin те, 7 一 0,1,2,… 
à =n(n+1), ат 
Onm (0) = Р” (cos б), 
这 里 P?(z) 是 Legendre 函数 , 即 满足 


d dy], m 
| [a-a У\+ттиз=Ау, -1<2<1, 


dx ах | 
ly(—1)|<+e=o, |y()|<+c o. 
合并 起 来 得 到 固有 值 4, 二 n(n 十 1) (n=0,1,2,---.). 固有 函数 
CT A n,m=0,1,2 aman. 
sin(mg), 
将 代 到 R(r) 方 程 中 ， 
TR"(r)+2rR’'(r)—n(nt+l)R(r)=0, n=0,1,2,.， 
+ 865 。 


这 是 Euler 方程 ,两 个 线性 无 关 解 为 
1 


т 


r". 


考虑 到 ro 时 的 有 界 性 ,得 


соѕ(тф), 


n,m (7,0,9) =r" Р" (cos 0) п,т=0,1,2,-** ;m<n. 


ГЕГИ EER 
ur,b,8) = УХ У) (а„„созбтф) +b, „зїп(тр))т^Р? (соз 0), 
即 为 球 域 上 调和 务 数 的 一 般 表达 式 .利用 边界 条 件 有 
Hb,8) = Ў ЎЗ ка, „соз(тф) + b, ,sin(mg))raP2 (сов 0). 
于 是 с 
ас ЕЁ Г УВ, ФР, (сов Osin 0 40 де, 


4170 


5іп(тФ), 


_ 2n+1 em. š 
амы = ян afm !lo ,f(0, PP? (cos 60) соз(тф)ѕіп 0 d 0 dọ, 


= 1 псн : 1040 
bnm = Эт (n Em) llo „OPP? (cos 0) sin(mg)sin ада, 


Ж т = 1,2,3, sn = 0,1,2,0. 
公式 43.4.5 [ р] Neumann 问题 (Neumann problem) 
Б 2 + y < В, 


ди (43.6) 


In 


вз = Ж 
= f(0), tan @ = 


#+ =н? 
的 解 为 
2x 
u(r,0) = ao + Aj In[R: — 2rRcos(0— т) + 2 ] f(z)dr. 
公式 43.4.6 ВЖ Dirichlet 问题 (Dirichlet problem) 
一 0， R R,, 
m: í <r< К, (43.7) 
и(К,,0) = 9(0), u(R,,0) = HO) 


+ 866 + 


的 解 为 


u(r,0) = + 十 boln r) + Уа," + 6,77") соѕ n 0 


+ Со" +d,r™)sin n0], 
其 中 а, .Б,,с,,4, 由 下 式 联 立 确定 


a +bln R. = +f” рб), 
as + bln R, = 1да, 
2,87 +667" = LS” 0) соз n 040, 
asR +85" = + | #Фсов n 040; 


2x 
Ri +а,Ку" = 1[ Osin п 040, 


'2к 
Ri + d.Rz" = | YO sin п 048. 


x 
公式 43.4.7 ”立方 体 域 上 Dirichlet 问题 


Ди = 0, 0<<x<x,0< y< x,0 < z< x, 
и(0,у,2) = и(п,у,2) = 0, 


и(2,0,2) = и(х,п,2) = 0, D 
и(х,у,0) = f(x,y), ulz,y,n) = 0 
的 解 为 


и(х,у,&) = У? Dana sinh[ Vm Fn (n—z) Jsin masin ny, 
m=] n=} 
其 中 


а„.„ 


= 4 i | А 
= а.о mzsin пу ахау. 
公式 43. 4.8 长方体 内 的 波 的 传播 问题 
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и, = а Ди, .>0,0<х<,0<у<Ь,0<=<Һ, 
и |; = 0, 三 为 长 方 体 边界 ， 


ди 
az |, 


и | = PCT, yz), = ф(х,у,х®) 
=0 


(43.9) 
的 解 为 


u(m,y,z,t) = > > D Lasm.ncos À at + br.n.nsin VX at ]* 


k=l m=l n=l 


krx пт 
sin Esin MY sin "ЛЯ 


Cn 
其 中 
7 
аһ. = r= [| @(z,ys,sz)sin ÈTZ sin MI sin Z Ty dedydz, 
lilalzJo Jo Jo l l 
FE knz. MTY si п 
ӨЕ @(z,y,z)sin ТЕШ 三 dzdyd， 
Ë Aah Р L 
а= (++) 
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4 积分 变换 法 


44.1 Fourier 变换 与 Cauchy 问题 


定义 44.1.1 设 jz) 是 定义 在 (一 co, 十 ce) 内 的 函数 ,在 
[一 4 要 上 有 连续 导数 , 则 称 函 数 


80 = | беча 
为 f(x) 的 Fourier 变换 (Fourier transform), 记 为 FLf1( 也 记 
ж Р). I 
EX 44.1.2 设 g(z) 使 下 述 积分 有 意义 , 称 
fa) = A gada 


为 g(4) 的 Fourier 逆 变 换 (inversion of Fourier transform) , 记 为 
F-'[g]GtB g). 
定义 44. 1.3 ”如果 对 fi(z=),f,(z),4 z€ (—co,+co)Bi, 


{бо = [haoro 


存在 , 则 称 f(x) 为 fil) 5 户 (z) 的 卷 积 (convolution of func- 
tions) , 记 为 f(z)= fi * fx. 

Fourier 变换 的 性 质 

C) Fourier 变换 是 线性 变换 , 即 对 任意 复数 ,8 及 函数 fi. 
Р. 

F[a fi +Bf.]=eF[ f. 1+ВЕ{ f. J. 
(2) р (2) 5 fa R Fourier 变换 等 于 /,(х) Б f, (z) 
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的 Fourier 变换 的 乘积 , 即 
ЕДА ж JSF) $ Ffa). 
(3) FES, + fe J= EFLA] < ЕГА). 
(4) ШЖ f(x) ,了 f(z) 均 可 进行 Fourier 变换 ,而 且 当 |z| 一 co 
时 ,F(z)~0, 则 有 
F[f (x)]=iAF[f(z)]. 
(5) WR F(z) 及 zjF(z) 均 可 进行 Fourier 变换 , 则 
Е[—1т/()]= ДЕГ Л]. 
ЖХ 44.1.4 n Fourier 变换 及 逆 变 换 多 个 自 变量 函数 
的 Fourier 变换 为 
FES] = gQ. ,4,) 
ee аа, 
逆 变 换 为 
nm) = 1 F o, А еа dr dz. 


Cr”. L 
Ф] 44.1.5 JH Fourier 变换 求解 热传导 Cauchy 问题 


Pu „ди 
fi~ JEHA, 


u(z,0)= (z). 
解 将 wu(z,t) 关 于 工 进 行 Fourier 变换 , 记 F[u(z,i)]= 
Өз, FLf(z,t)]= (4,1). F[g(x)]==8(X4), 对 方程 进行 
Fourier 变换 ,有 


d 


эб Faw, 
u (4,0) = (à). 


解 之 得 
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(Ам) = FO + [аот ат. 


又 
1 m. 
Е-![е-^*']= е, 
< ] 2a Vt 
Е-![е-*%*-9 J= 1 = 
=— аб (0—0) 9 
2a ут(1— т) 
因此 
1 кы -apt 
(хм) = [кое а 
ач 2а ynt = 


К 2а VT VE 一 7 
理论 上 可 以 证 明 ,这 个 形式 解 即 是 原 定 解 问题 的 解 . 
公式 44.1.6 二 维 热 传导 Cauchy 问题 


ди_ „үи угш 
ka (2+5). 
и|.-о=Ф(=,у) 
解 的 表达 式 为 
и-®?+у—ю® 


ЖИЙ: Б, ыша ыз э 
шу = | [вере “ш at an 


44.2 ”广义 函数 与 基本 解 


| E LED e 25, dédr. 


(44. 1) 


为 了 引出 一 般 广 义 函 数 的 概念 ,我 们 先 考察 La,b] 上 的 平方 
可 积 函 数 . WRS) € L*[a,bj, 则 它 以 下 列 方式 定义 了 L?[a,6] 


上 的 一 个 线性 连续 泛 函 : 


b 
F(@) = (f,9) = | frmdr, Vga) € Lla] 


(44.2) 
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反之 ,根据 Riesz( 里 斯 ) 表 现 定理 知道 ,对 于 L*[a,6] 中 的 一 个 线 
性 连续 泛 函 ,就 有 惟一 的 函数 Aa) € 1L*[a,6j 与 之 对 应 . 

定义 44.2.1 广义 函数 (distribution) 是 指定 义 在 某 特定 函 
数 空间 上 的 线性 连续 泛 函 . 

广义 函数 与 它 作 用 在 哪 一 个 函数 空间 密切 相关 . 为 了 一 般 地 
定义 广义 函数 ,首先 要 将 p(x) 所 属 的 函数 空间 描述 清楚 , 称 p(x) 
所 属 的 函数 空间 为 基本 函数 空间 (basic functions space). 广义 函 
数 的 作用 记 为 

T(@) = (T,p)， (44.3) 

ф(х) РА KHS 8]. 

定义 44.2.2 ”函数 的 支 集 (support of functions) 是 指 
9Y(x) 天 0 的 点 全 体 构 成 的 点 集 的 闭 包 , 称 为 8(x) 的 支 集 , 记 作 
supp 9?(Cx) , 即 

supp ф(х) = (x | p(x) 5 0). 

如 果 p(x) 的 支 集 是 R" 中 的 紧 集 ( 即 有 界 闭 集 ), 则 称 p(x) 有 紧 支 
集 (compact support). 

定义 44.2.3 CF (R") 空 间 中 的 元 素 是 在 R" 中 无 穷 可 微 而 
且 有 紧 支 集 的 函数 . 在 CY (R") 中 的 极限 关系 是 : 

如 果 gp, C€ CP R"), HWE: 

(1) 所 有 p, 的 支 集 在 一 个 共同 的 紧 集 内 ， 

(2) 对 每 个 重 指标 ,在 上 述 紧 集 内 ， 

Fp, —>0 

一 致 成 立 , 则 称 poc? (R ")). 

定义 44.2.4 ”如 果 定 义 在 R" 上 的 函数 PCx) 满 足 如 下 性 质 : 

(1) p(x) 为 R" 中 的 C” 函 数 ， 

(2) p(x) 在 无 穷 远 处 急剧 下 降 , 即 对 于 任意 的 重 指标 a, p. 
成 立 


lim x "orp(x) 一 0. 
РЕ 
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则 称 P(x) 为 速 降 函 数 . 其 全 体 记 作 4 (R ") , 称 为 速 降 函 数 空间 
(space of rapidly decreasing functions). 

EX 44.2.5 ”如果 函数 fj(x) 连 续 , 且 存在 正 整 数 ,使 对 某 
个 常数 C ,成立 

[/бю)|< Са-+ Il xla, 

则 称 f(x) 29 838 А (slowly increasing function). 

定义 44.2.6 我 们 称 C; (R ") 上 的 线性 连续 泛 函 为 IR”) 
广义 函数 ; 称 7 (R") 上 的 线性 连续 泛 函 为 8 (R") 广 义 函数 ; 称 
C™(R") 上 的 线性 连续 泛 函 为 6'(R") 广 义 函数 . i 

定义 44.2.7 若 有 一 广义 函数 TE 9 (R"), 对 于 任 一 函数 
ФЄС? (R "),supp ç C 0,6 

‹(Т,ф) =0, 

MK T £ Q 内 为 零 ,或 者 称 工 在 2 内 取 零 值 . 

定义 44.2.8 广义 函数 的 支 集 (support of distributions) 是 
指使 广义 函数 工 取 零 值 的 最 大 开 集 的 余 集 , 记 作 supp T. 

定义 44. 2.9 一 维 9- 函 数 是 指 

0, х0, 


со, х = 0, 


9х) 


r iisi; 


dz) = 0, r= 0, 
| же геу 
或 对 zx = 0 处 连续 的 函数 f(z), 有 
(8(z) ,7(z)) = [seo feoqz = уо). 


定义 44. 2.10 二 维 9- 函 数 S(z,y) 是 指 满足 下 述 运算 性 质 
的 广义 函数 : 
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(8,› =[ лагс dzdy = 0,0, 
其 中 f(x,y) 是 连续 函数 . 
定义 44.2.11 三维 $- 函数 是 指 满足 下 述 运算 性 质 的 广义 
函数 SCz,yz): 
f = B KË “| ayfer eydedyde = /(0,0,0), 
其 中 f(x,y,z) 为 连续 函数 . 
定义 44.2.12 若 有 一 列 广义 函数 {Ti} ,对 于 基本 空间 中 任 
一 元 素 Ф.Ў 
‹Т,,ф)-”0, 
则 称 Tk 弱 收 敛 (weak convergence) 于 零 . ШЖ Тк Т AKAF 
零 , 则 称 Tk 的 极限 是 工 , 记 为 Ti >T. 如 此 定义 的 极限 称 为 广义 
函数 的 极限 (limit of distributions). 
定义 44.2.13 设 工 为 9(R") 广 义 函 数 ,定义 工 关 于 <x 的 
偏 导 数 为 广义 导数 ,满足 
(97.6) -(т,28), VECER, 
定义 高 阶 导数 3"T 为 
(3T,9) = (—1)'%(Т,әф), YpEGR™, 
a 为 重 指标 , T = 2 Уа =| a | . 如 此 定义 的 导数 称 


为 广义 函数 的 导数 (derivative of distributions). 
例 44.2.14 考虑 Heaviside( 赫 维 赛 ) 函 数 


H(z)= 1, z>0, 
л, 0, т<0. 


作为 广义 函数 , 它 在 及 : 上 可 导 ,V gE CY (R')， 
ан dg\__ [7 de 
(е) (HE) f dzi? 
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定义 44. 2.15 


= (0) = (8,4), 


ан(х) _ 
Ера: 


设 T 为 9 广义 函数 ,a(z) € C”(R"), 则 定义 


(х). 


a 与 的 乘积 aT 为 
(aT ,9) = (Tap), VopECr(R"). 
定义 44.2.16 ”两 个 广义 函数 S,T 的 卷 积 定义 为 
(S*T,@) = (S,,(T,,9(z+y))), 
这 里 S, 工 的 下 标 z,y 表示 它们 是 作用 在 Ci R) 与 CI(Ry) 上 


的 广义 函数 . 


广义 函数 卷 积 的 性 质 ( 假 定 下 面 所 写 的 卷 积 都 是 存在 的 ) ， 
(1) (RxS)* T = R* (S* T), 

(2) 8e T= Т, 

(3) ə,T = (9,8) * Т, 

(4) 9,(S* Т) = (8,5) * T = S * (9,Т). 

IR”) 上 的 Fourier 变换 的 性 质 : 


F[f] = Јоде, 


з Z >$ iss 
Е [加 = 二 | ee。 sdé. 


(1) Fourier 变换 是 线性 的 ,对 于 任意 复数 aa. 
Fla, f, +a f.] = a F[ fi] + e, F[ f, J. 
(2) F[ə,f] = i$ ЕГУ], 
Ff] = i“ ЕГУ], 
F[—iz,f]= s£ FL 


F[C— biz fJ = ə*F[Lf1. 


G) FL f * g] 


= РІ]: Flg], 
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FLS + g] = (2z)”"F[ f] » Е[ д]. 
(4) 关于 Fourier 变换 的 Parseval 等 式 
[уве Сту" | FLS]. FlgJdx. 
(5) Fourier 变换 建立 了 IR 到 4(R") 的 一 个 同 构 对 应 . 
定义 44.2.17 УВ") 上 广义 函数 的 Fourier 变换 (Fourier 
transform of distributions) ЖР СЕ") 广义 函数 T, 它 的 
Fourier 变换 F[ T] 为 
¿F[T], p) = «Т, Е[Ф]), VE KR’). 
0] 44.2.18 R 0 йб Fourier 变换 . 
Ж Vp€ ЯВ"), 
(Е[90х —a)], p) = (8(x— a), Е[еф]) 


= (80ка) [фе 


= Joeta = (eni p), 
ЖОЕ[8(х—а)] = eet. я, ща — 0 时 ,F[6(x)] = 1. 
性 质 44.2.19 #Тє 9'(R"), 则 
ЕҢ ЕТ] = Т, 
F[ə,T] = i & F[T], 
FUIT] = i" ЕСТ), 
Hist ЗЕРІТ), 


FED xT] = FIT]. 
EX 44.2.20 ” 设 已 知 一 个 m 阶 常 系数 微分 方 程 


Р(Ә)и = >)aogrx = 0. (44.4) 
1а <т 


如 果 能 找到 一 个 广义 函数 EE Z R"), {E 
Р(9)Е=6 
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成 立 , 则 称 E 为 微分 方程 (44.4) 的 基本 解 (fundamental solu 
Чоп). 
如 果 已 知 微分 方程 (44.4) 的 基本 解 EE, 则 对 于 非 齐 次 方程 
PO)u=f, 
HEH u=E x f. 
例 44.2.21 热传导 方程 的 基本 解 . 
考虑 
aE ,gE 
э: © әл? 


方程 两 边 实行 Fourier 变换 后 ,有 


dË + ге... 
te ёЕ=000), 


=6(1,7)=6(1)6(7), 


故 
Ë=e-2 H(z). 
求 逆 变换 知 热 传导 方程 的 基本 解 
1 
2а Ут: 
例 44. 2. 22 椭圆 型 方程 
АЕ=8 


E(z,t)= CEHO). 


的 基本 解 . 
当 w=2 时 ,E(7)= 直 In r 


== 1 су 1» 
п>? Е) зу" рс, 


其 中 w -表示 п—1 维 单位 球面 的 面积 ; 
当 "之 2 任意 正 整 数 时 ， 
A"E=0 
的 基本 解 为 
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к= S Eq 7， 2m 一 7 过 0, 且 为 偶数 ， 
1С", ”其 他 情形 ， 
其 中 C,., 为 仅 与 m,n 有关 的 常数 . 

例 44.2.23 n 维 热传导 方程 Cauchy 问题 


aE _ „х дЕ 
дз к D 


E(x,0) = 6(x) 


的 基本 解 . 
两 边 进行 Fourier 变换 ,有 
fa- а 1, 
Ë|,-, =1. 
解 为 
Ё( =e, 
故 基本 解 为 


1? 


datr e 


1 - 
ED Va) 
例 44.2.24 三 维 波动 方程 Cauchy 问题 
ŽE (ZE ŽE ZE), 


ә Әх? дл? дхї 
Е|,.,=0, 
дЕ 
Er о =6(z1 72 ,73) 
的 基本 解 . 
关于 变量 zi ,zs ,zs 进行 Fourier 变换 ,有 
гр = 
Еа, 
Ë|,- =o, 
dE| _ 
А Жы 
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解 为 


p= ae, p= || s| = /st+s-+si, 
基本 解 为 
Eli s2223 ,t) = zhe SEB ан eos trt dn dse dss 
1 
= 102—4), 


Rh == |x l| = /zI+z; +=, 
44.3 Laplace 变换 


定义 44.3.1 指数 阶 函 数 (function of exponential order) E: 
指 对 函数 f(z) , 当 上 充分 大 时 ,存在 常数 M. a 使 
ISO 1< Ме“ 
成 立 . 
EX 44.3.2 设 f() 为 指数 阶 函 数 ,定义 SOH Laplace Æ 
换 (Laplace transform) 为 
Ро) =], soar, 


Ж Fi) 为 原 函 数 ,F(s) 为 象 函数 . 
定义 44.3.3 Laplace Ў 


с. k Я 
f = pe ы F(s)ds 


2 limf eF Ods EMELT). 
性 质 44. 3.4 “一 ”是 指 原 象 变 为 象 
(1) Laplace 变换 是 线性 变换 , 设 o) ,a; 为 任意 复数 , 则 
m fi (t) +a, f: (t)—a F, (s) +a Е, (5). 
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(2) 微分 性 质 
Р (bsFECG) 一 SG) 一 9 产 (0) 一 … 一 产 (0). 
(3) 积分 性 质 


( О > s"F(s +з "С? + +$ fc, 


чей 
其 中 
Ж” = к-го сао") 
аш. 

(4) 放大 

fan—+F[2), а>0. 
(5) жа 

f, = ҺЕ (Е, C). 

(6) 平移 


fG—a)—e “° F0s), fG-+a)—-e%F (5). 
(7) В е9, д1 
ет Р) ЕСА), ef(t)—>F(s—A), Ке(4) 220. 
(8) 参数 性 质 


limf (1,0) — lim F(s,a), 270,0) — ŽF (s0), 


Гласова | fissada. 


(9) 有 理 函 数 


х5 Н,(а;) еи Но) 
На)“ Нс) ° 


а ЖН) = 0 的 单 实 根 . 


= Г J“ 小 +> 区 人 ` - SO: 
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Ho(0) #0, Н(а,) = 0 单 实 根 . 这 里 Hs), H(s) 分 别 是 s 的 多 
项 式 . 


44.4 Laplace 变换 的 应 用 


设 有 以 u(t,z) 为 未 知 函数 的 常 系数 二 阶 线性 微分 方程 
Aun +2Bu,, + Си„ tautburtou = fx), (44.5) 
及 边界 条 件 、 初 始 条 件 为 
и(0,х) = fia), и,(0,х) = f,(z), 


(44.6) 
u(1,0) = g (D, u,(t,0) = g(t). 
对 上 进行 Laplace 变换 , 令 
u(t,z) > U(s,z), fitx) — F(s,z), 
则 (44.5) 化 为 
0 + B: +b) S + (Ast + as + OU 
= Е+ АСД, +f.) +2Bf'i Бај, (44.7) 


条 件 (44. 6) 化 为 
О (5,0) = G, Gs), U,(s,0) = G, (5). (44.8) 
再 对 x 进行 Laplace 变换 ,并 令 
U(s,z) > W(s,0), F(s,z) — G(s,0), 
则 方程 (44. 7) 化 为 
[As: 十 2Bsc 十 Co + аз + ьс + ЈИ 
= С+А(зЕ, +F,) +2ВГоЕ, — fı (0)]+C [0G +G ]+аЕ, —bG.,. 
(44. 9) 
解 出 W (5,0) 后 经 过 两 次 逆 变 换 , 即 可 得 到 原 方程 (44.5) 的 解 . 
例 44.4.1 椭圆 型 偏 微 分 方程 
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2 2 
аи рїш, о<2<12>0, 


ә? Әх? 
ди | 
и |,-о = fi (х), Fel ‚= А, 
и |--。 = 600), и |— = 600), 
在 象 空间 中 变 为 
2 
EUG) ар = fi s+ fela), 


(0,5) = G, (s), 
Ulls) = G: (s). 


U= - [освета (Os + gr 0024 


+F, (s) SP 2) росу) sin zs 
sin /5 зїп /5 
其 中 
sin(/ — z)s + sin Ês 
ттт 0<&< =, 
G(z,8ys) = 4 _ а-ә A 
sın э S * SIN TS 
sik SS 和 1 
例 44. 4.2 ” 双 曲 型 偏 微分 方程 Р 
2 2 
Ti = а 5%, :>0,z>0, 
и(х,0) = f, (z), и,(х,0) = р(х), 
и(0,2) = 0, и(+ So ,t) = 0. 
对 上 作 Laplace 变换 ,得 
dU ғ 1 
че aU =- SAG) 一 元 户 (z)， 
U(0,s) = 0, 
О(+ co,s) = 0. 
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再 对 工作 Laplace 变换 , 令 W 为 U 的 象 , 即 
U(x,s) > М(0,5), 
W 为 u 的 二 重 象 函数 .方程 变 为 
№ —sF,(o) — Е;(о) = aW — a F(s), 
其 中 fila) — Filo), fal) 一 F, (0), F;(s) = U,(0,s). 解 出 
W(o,s) 为 


sF, (0) Е, (0) —а?Е (5) 
Wos) = зш ат а ; 


将 0 返回 到 zx, 有 
UG) = | ЛЮ — а eexp[- Zab] 


- л бе| 26+ ©] 


35 


+ ГА Oexp|- Z- o | 


+E rO|- 26 © |ве 


+21[7 :Cexp| 一 二 (一 =] 


一 工人 Peerp[ 一 二 + J. 

再 把 * 返 回 到 :, 得 到 解 
лафа) filat =a) +EP ROG, 
š а > х, 


yb = 
а лажа + баг) 


+ 二 | Pde+| КОЗ л 


这 就 是 D'Alembert 公式 在 半 无 界 情况 的 应 用 
. 883 • 


例 44.4.3 ”抛物 型 偏 微分 方程 


ди _ „дш 
э: = © эх? 0<r<lt>0, 
u |o = ф(х). 
и |— = 2,00), и |, = 8:00). 
我 们 不 妨 设 p(x) = 0,1 = 十 co, g 0) = uo. 来 求 半 无 界 问题 
ди _ дш 
天 二 4 352° >0,1>0. 
对 上 进行 Laplace 变换 ,有 
dU 
daU = 


#2 
U = Ae + Ве. 
为 使 + 一 co 时 解 有 界 , 令 B = 0. 故 


О(=х,5) = wet, 


5 


从 而 


(2,0) = rfe( == ) 
u ше Zad 


= “(1 ген) 


= uf” 


ЕЗЕ 
其 中 误差 函数 erf(y) = “ed, 余 误差 函数 erfc(y) = 1— ебу). 
=), 


2 
е" dt, 


44.5 积分 变换 表 


在 给 出 积分 变换 表 44. 1 一 表 44.6 之 前 ,我 们 再 给 出 4 种 积 
分 变换 的 定义 . 
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定义 44.5.1 设 函 数 g(r,0) 具 有 圆 对 称 性 , 即 
g(r,0) = gr(7). 


# Gp(p) = 2af” raatrJoC2rpr)dr 为 g 的 Fourier-Bessel 变换 


(Fourier-Bessel transform) ,其 中 Jo (z) 为 零 阶 Bessel 函数 . 反 变 
换 为 


n= 2af? оС, 0602р) dp. 


定义 44.5.2 ”函数 f(z) 的 Hilbert( 希 尔 伯 特 ) 变换 (Hilbert 
transform) 定义 为 


Fate) = [2 Zaa 


оа 
TER, 
反 变 换 定义 为 
шю = Ка да, 


定义 44.5.3 ” 设 函 数 具 有 圆 对 称 性 f = Cr) ,其 Abel 变换 
(Abel transform) 定义 为 


всу: A Cr)rdr 


其 中 r= УМ + нуе 


а rdx 
ко == Laf Fi(z) — rN 
d ^ < (x х 


定义 44.5.4 ”函数 f(z) 的 Mellin( 梅 林 ) 变换 (Mellin 
transform) 由 积分 


Бы) = F fa) dz 
Д 
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定义 . Mellin 反 变换 的 定义 式 为 


fa) = 


21. 
2ri 


© Fu(s)z-ds. 


表 44.1 Fourier 变换 表 


ERAN + ж w 
Пе) gA) 
f GAA) 
У) GAVA) 
faet 80-а) 
fix f BADRA), gE f, 的 变换 
h, —{<х<! inà? 
‹ >= 2h УЕ 
TOSNO, xt p 
52) 1 
š x, |4|< 
ѕіпах ga)= а 
kd 0, | 让 >a 
кә= | iet, а<х<Ь i (es неа y 
， xz<a 或 zx>pb e—2 
‹ ИЕ z>0 i 
и »=| ; 2<0 w—à+ic 
кү} _2 
e” , Ке у>0 (5) es 
П 
2 кү А хт 
совт (5) со (45 =) 
1 
2 KAT ГАК я 
sin pr (5) ча (42+ 4 ) 


原 ИСЕ 数 


з а Ж 


续 表 


|а|", 0<Кез<1 
Le-a: 
= 
= 
lal 
cosh az ， Fe 
cosh лт 
sinh ах 
паяд 747 
ба 22)-+, |т|<а 
f(z)= 
0, 1zl>a 


sinll? +2222] 


ба +22)? 


соз (bla? —1?)7) 
(а? =a)? 
0, lzl>a 


， Iz|<a 
а) = 


2—12) 
cosh(b(a: D EAA 
Хб) = (42—22)? 
0, Iz|>a 


1 


多 项 式 Р(х) 


2 мў 
TT: TO- sin ms 


А 
(zz). Са +4 +а1+ 


(к)? 
hl 


a 
= ® 
cosh А cosa 


2cos сов -+ 


sin a 
cosh à+ cosa 


я], (аА) 


0, 
w=] 
я} (аА), 


aJo (a VFX ) 


Јо (a ATZE)» 


к= { 


2т80А) 


2% (ii jw 


làl>b 
lal<p 


ll>6 
l< 
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续 表 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 
+ ж Ж 


原 象 函数 
б" (z) | А)" 
ет 2m0(A+i b) 
зіп br іка) 804—6) 
cos bx (CA 十 0) 十 BCA 一 0))》 
sinh bz (001 Б) —804—10)) 
cosh bz (AHi Б) +904—1 Б)) 
z 一 ir sgnX 
271 —л}д| 
a7" (te sen A 
Iz, 561,36 一 2sin гит! 
АЕ ы 

Ж 4.2 Laplace 变换 表 

кай fO) | REK FO) 
СО) 1 
ЕО) = + 


续 表 


一 


原 函数 f(D | 象 函数 FC) 
А РТ 
Е nTS 7 
эйе, 
e 5-а 
Res 
Ga 
ВЕР Е 
са" 


ү -®ЮЮ 


-4 k? 2 frexp(—k 
ref-i) Мехр (Б) 

Аз+ н 
[A+ иад) ет“ Gr 

1 = клн 

танат рн TVER 
ү b. 3 _ = 
e" (со rt——sin rt) | ZT т с 
Т 1 
тапа ЖЕ 

s 
на ға 
1 1 
— sinh at zz 
cosh at 
еб віп а! 
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续 表 


ЖЖЖ fO) 象 函数 FO) 
м = 5: 
f eos ы GTD +a 
КУНК — m 
nasin a Сау? 
S-a 

RERS Gran: 
Jolan) C? +а?)-+ 

k 1 

— е. р 
«&(у=) et 


Ж 其 中 erfc 是 余 误差 函数 . 


表 44.3 Fourier-Bessel 变换 表 


ge(n) 60р) 
1 
Fro rajo(2xap) 
exp[ — x 2] exp [一 xm] 
ба +r?) -F 
L 1 
r p 
= 2ка 
Өе PEFS с 
(ал +atyt 
ет" 27 
r (їл? +a2) T 
1 
repar] 二 (二 -ez)ee[-xo] 


Ce 
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表 44.4 Hilbert 变换 简 表 


fe) 


а>0 
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续 表 


Fala) 


азо (Z) 


Мт o exp (12/202) 
òlr) 


1 
一 cos 2лал 
та 


3844.6 Mellin 变换 简 表 


Fu(s) 


fO 
02-а), а>0 а=! 
е-=, a>0 ТӨ, Re(s)>0. 

2 1р 
е" zr(+) 
sin z TDsin 9, —1<Кез<1 
созт Teos 到， 一 1<Res<1 
= nesens, 0<Кез<1 
т тосап zs, 0<Re 51 
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45 Green 函数 法 


45.1 Green 函数 与 热传导 方程 基本 解 


长 度 为 /, 侧 表面 绝热 的 均匀 细 杆 ,初始 温度 与 细 杆 两 端的 温 
度 已 知 , 则 杆 上 的 温度 分 布 x(z,t) 满 足以 下 混合 问题 : 


2 
дй 42 ы), 0<:<1,0<:<Т. 


u| =pl), от, 


#]о=а‹#Ө» и], = ga (ry, о<:<Т. 
(45. 1) 
对 于 这 样 的 问题 我 们 可 按照 43. 2 节 中 的 分 离 变 量 法 来 求解 ,这 里 


” 我们 给 出 另 一 种 求解 的 方法 一 一 Green 函数 法 . 


定义 45.1.1 P 9= (02.0) |0< 21,020), РЕЖ, т) Є 
©. Ж ulr D € L(Q) ПСГО\С,т) ], BRE ХХ FI E 


а Ti taag), (z,t) C€ Q, 
u|,- =0, 0<х</, (45.2) 
ші. =u|,-i=0, 120. 
则 称 wx(z,z) 为 混合 问题 (45. 2) 的 Green 函数 (Green function) , 记 
作 ССх,2; 6,0). 


其 物理 意义 是 ,考虑 一 根 有 限 长 的 细 杆 ,在 =: BZ), f rE 
处 放置 一 个 单位 点 热源 , 若 杆 的 两 端 温度 保持 为 0, 则 杆 上 所 产生 
的 温度 分 布 即 为 Green Ж. 
类 似 于 分 离 变量 法 ,我 们 可 以 得 到 Green 函数 的 表达 式 
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Gerti D = 2 J) sin Fesin Tr “СЮ. На D. 
n=l 


(45. 3) 
Green 函数 具有 如 下 性 质 : 
(1) 对 称 性 Сбх, 2;6,т) =С(Е,1;л,т). 
(2) 当 t>r 时 ,G(x,t;6,7) 关 于 所 有 自 变量 无 穷 次 连续 可 微 ， 
且 满 足 方程 


2с, 2C_0 
at az !? 
26 FG 
arte ə ` 


(3) 34 г>таў,С(0,2;ё,т) =GU,t;£ r) =0. 
(4) 当 t>z 时 ,有 估计 


1С(=,2;&,т) | < 


Бъ ч ч 
其 中 M 是 常数 . 
(5) 如 果 ФЄС[0./],Ң e(0)=e(D 二 0, 则 对 于 任意 
z€[0,!] 
limf GCz,456,0) (de = ga). 


2-0 


ЖУ 45.1.2 ШК Q= (0<xr<!,0<:<T),# fU 
C”(Q) 表 示 所 有 在 Q 内 关于 xz 二 阶 连 续 可 微 . 关 于 t 一 阶 连 续 可 
微 的 函数 构成 的 集合 . 用 C!" ORRE Q 内 函数 本 身 连 续 且 关 
+T z 一 阶 连续 可 微 的 函数 构成 的 集合 . 


考虑 一 维 热传导 方程 
La=38_ 2 ги 
д2? ' 
ЕЕ к атр 
д 28u 
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定理 45.1.3 Green 公式 (Green formula) i u, v€ 
CONCA), WJ 


' 
fuv | -rdz = [oru ul wdzrdt f u v |,- dz 
° 
С) 


混合 问题 (45. 1) 的 解 为 
è $ 

ша) = | [censo е, оде dr 十 | бохы&,0)ф(©4ё 
0J0 о 


+a (бес 0 о (©) бебе, т) ва (D Jdr. 
(45. 4) 


45.2 ”调和 函数 的 性 质 


定义 45.2.1 具有 二 阶 连续 偏 导数 并 且 满 足 Laplace 方 程 的 
连续 函数 称 为 调和 函数 (harmonic function). 
调和 函数 的 基本 积分 公式 为 


u(M,) «ою (6 j- WAD lisy, 


M.M rmm дп 


(45.5) 
其 中 M, (x, yo > z) t XK ACR? 内 的 某 固定 点 ,rww = 


(2—2) (у-у) (= 207,г=20 љи, E 


Au=0 АЖИ, 2 НКТ И. 


定理 45.2.2 设 函数 在 以 T 为 边界 的 区 域 Q 内 是 调和 的 ， 
在 2+P 上 具有 连续 一 阶 偏 导数 , 则 
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[баз = 0. 
定理 45.2.3 平均 值 公式 (mean value formula) ”设防 数 
u(M) 在 某 区 域 9 内 调和 ,Mo 是 Q 中 的 任 一 点 .车 T 是 以 Mo 为 
中 心 ,a 为 半径 的 球面 ,此 球 完全 落 在 区 域 О 的 内 部 , 则 成 立 公式 


u(M,) = 1 [еа 
Г, 


4ra? 


EH 45.2.4 极 值 原理 (extremum principle) 凡 不 恒 等 于 
常数 的 调和 函数 u(x,y,z) 在 区 域 A 的 任何 内 点 上 的 值 ,不 可 能 
达到 它 在 О 上 的 上 界 或 下 界 的 数值 . 

推论 45.2.5 在 有 限 区 域 9 内 调和 ,在 0 十 上 为 连续 的 函 
数 必 在 边界 厂 上 取得 其 最 大 值 和 最 小 值 . 

推论 45.2.6 比较 原理 (comparison theorem) iZ u Жо} 
为 区 域 Q 内 的 调和 函数 , 且 在 Q 十 全 上 连续 ,车 在 Q BJ 8 P E 
ио, ДЕ 2 内 上 述 不 等 式 也 成 立 , 并 且 只 有 在 u 三 v 
时 ,在 0 内 才 会 有 等 号 成 立 的 可 能 . 

Ж 45.2.7 调和 函数 的 解析 性 定理 (anajyticity theorem 
of harmonic function) iË wx(M) 是 区 域 2 中 的 调和 函数 ,那么 它 
在 Q PEAT ÁEH C, yi,zo) 的 解析 函数 , 即 在 Q 中 任 一 点 
Mç (aç syo ozi ) 近 旁 ,都 可 以 展开 成 z 一 zf ,yo 一 y ,x 一 x0 的 
TAR Р 

定理 4$. 2.8 Harnack (I й sz ) Е #B (Harnack theorem) 
如 果 函 数 序列 {w} 中 的 每 个 函数 在 某 有 限 区 域 2 内 都 是 调和 函 
数 ,在 闭 区 域 2 二 PR 上 连续 ,而 且 此 函数 序列 在 卫 上 一 致 收敛, 则 
它 在 Q 内 也 一 致 收敛 ,并 且 极限 函数 u 在 区 域 2 内 也 是 调和 
函数 . 

定理 45. 2.9 单调 性 定理 (theorem of monotonicity) ШЖ 
在 区 域 Q 内 的 调和 函数 序列 {wu} 在 N 的 某 一 内 点 A 收敛 ,并 且 对 
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于 任何 & 在 区 域 2 内 的 一 切 点 上 都 有 

и Zür» 
那么 序列 {wu} 在 区 域 Q ЖЕЛЕК Ж— И и. 3 B # О 
的 所 有 有 界 闭 子 域 上 一 致 收敛 . 

定理 45. 2. 10 ”关于 调和 函数 导数 的 估 值 定理 ИЕК О 
上 给 定 了 一 致 有 界 的 调和 函数 族 , 则 在 任 一 连同 其 边界 都 包含 于 
Q 内 的 区 域 2" 上 函数 族 内 一 切 函数 的 导数 都 一 致 有 界 . 

ЖЗ 45.2.1 关于 一 致 有 界 的 调和 函数 族 的 列 紧 性 定理 
从 任 一 在 区 域 2 上 一 致 有 界 的 调和 函数 族 ( 无 穷 葡 数 族 ) 中 可 以 
选 出 一 个 在 Q' 上 一 致 收敛 的 无 穷 序 列 , 其 中 A HACA. 

定理 45.2.12 奇 点 可 去 性 定理 (movability of singular point 
of harmonic function) 设 u(M)==u(z,y,z) 在 点 A 的 邻 域内 除 
点 A 外 是 调和 函数 ,在 A 点 附近 成 立 

lim г + u(M)=0, 
其 中 ra 表示 A 点 与 M 点 的 距离 . 则 可 定义 函数 在 点 A 的 值 ， 
使 <CM) 在 整个 所 考虑 的 点 A 的 邻 域内 (包括 A 点 在 内 ) 是 调和 
函数 . 


45.3 Green 函数 与 Laplace 方程 第 一 边 值 问题 


定义 45.3.1 设 M=(zo,yzo),M=(zy,z), 考 察 函 数 
8(M,Mo), 它 在 区 域 2 内 关于 变量 M 是 到 处 调和 的 ,并 且 在 区 域 


Q 的 边界 下 上 与 函数 -一 上 一 在 下 上 的 值 相同 , 即 


4лғмм, 


gM,M,) (r= arun, к 


GOM,M)=—L —g(M.M,), 
м, 


4Trw 
。897。 


称 为 Laplace 方程 的 Green 函数 ,其 中 


rum, = у (х TF y) (2), M, MEN. 
公式 43.3.2 Green 第 一 公式 


[cava =f 285 - [атаа u • grad v 10. (45. 6) 


ARAS. 3.3 Green 第 二 公式 
[a-rao les uo Jas. (45. 7) 


利用 Green 第 二 公式 及 (45. eo 
到 Laplace FÆ Dirichlet 问题 的 解 的 表达 式 : 


u(M,) = [f(c Z- Е)аѕ,. (45.8) 
у 


其 中 G 是 定义 45. 3. 1 中 的 Green 函数 . 
Green 函数 具有 下 列 性 质 : 
(1) Green 函数 G(M, Mo ) 除 去 M= М, 外 处 处 满足 Laplace 


方程 , 当 мм, 时 ,GCM,M ) 趋 于 无 穷 大 ,其 阶 数 与 一 相同. 
(2) 在 边界 r E Green 函数 G(M,M,)=0. 
(3) 在 区 域 2 内 成 立 不 等 式 
1 
0<G(M,M.)<, 


Й 


(4) Green 函数 具有 对 称 性 , 即 设 М, M: 为 Q 中 两 点 , 则 
G(M.,M,)=G(M, ,Mi ). 


o [EMs —- 1. 
дп 


Green 函数 的 物理 意义 :在 物体 内 部 M= M, 处 放置 一 个 单位 
点 热源 ,与 外 界 接触 的 表面 保持 恒温 “一 0, 那 么 物体 的 稳定 温度 场 
就 是 Green 函数 . 或 者 说 某 导体 的 表面 接地 ,在 内 部 М, 处 放置 一 单 
位 点 电荷 ,那么 在 导体 内 部 产生 的 电位 分 布 也 是 Green 函数 . 
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45.4 特殊 区 域 上 的 Green 函数 


例 45. 4.1 圆 上 的 Green 函数 ,Poisson AR. 

设 0 是 以 原点 为 心 ,a 为 半径 的 圆 B。. 在 圆 B. 外 的 P* (8*， 
T ) 处 虚设 点 源 , 它 与 圆 内 的 点 源 的 位 置 P(S,) 具 有 某 种 对 称 性 
( 见 图 45.1). 我 们 可 以 求 得 Green 函数 为 
G(Q,P)=G(xz,.y;£€,n) Qly) а P (E*n) 


= Ti 1 2 
2r QP 2r р. др’ 12 
其 中 分 母 中 QP 表示 长 度 . (0.0) 38 P 
点 的 极 坐标 . 在 极 坐标 形式 下 有 


Glr,d;p,0) 
1 | Or Ња! —2rpatcos(0—oe) 图 45.1 
án а [7 +0 — 27р соѕ(0—а)]' 
外 法 向 导数 
е аб 1 еш 
In |a r|, 2rap +a — 2расоѕ(0—а)' 


从 而 , 圆 上 的 Dirichlet 问题 
—Au=f(r,y), (х,у)ЄВ,. 
Ка =ф(а) 
的 解 x(o,0) 可 表示 成 


1 f°, [7] Er 4-а* — 2roa2cos(0 — а) 
,0) = тра. L 
и(р,0) tfar К ln HEET 2с (0 ау] a)da 


1 (> а: 
tx o а? + — 2a pcos(0 — 
特别 地 , 当 f = 0 Rt, 


u(p,0) 


y Pa) da. 


2х Pa 
1 Е Са? —  )ф(а) das 
2rJ。 а? +0? — 2apcos(0 — а) 
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称 为 圆 上 的 Poisson 公式 . 

公式 45.4.2 半圆 上 的 Green 函数 设 G(z,yi6, 力 表示 全 
圆 上 Dirichlet 问题 的 Green 函数 , 则 半圆 上 的 Green 函数 为 

бох.узё, DD=G (2,5; —G (x,y; — 0. (45.9) 

例 45.4.3 球 上 的 Green 函数 ,Poisson AR. 

如 图 45.2, 设 为 以 O 为 心 ,R 为 半径 的 球面 . 在 点 Mo (>o, 
yovzo) 放 置 一 单位 电荷 ,设想 在 点 М, 
处 有 一 个 点 电荷 产生 的 电位 在 球面 上 
与 M, 所 产生 的 电位 抵消 , 则 


me 一 Ore， Po = row, ， 
1 R 1 
EMM) =T кы 
45.2 
从 而 ,Green 函数 为 
А _1/1 R1 
М.М) з (с; э 
在 球 坐标 下 ,有 
G(M,M,) 


1 1 _ R 

4 (z +0 — 2p соѕ У ур 一 2R pp cos Y+R' ) 
其 中 o=rov,y ЖОМ, 和 OM 的 夹 角 . 从 而 Laplace 方程 Dirichlet 
问题 的 解 为 


та, 
к 一 内 -8(S)d5. 


1 
«мо = 15 | 
I 47К k (R? ++ — 2Roscos У)? 


在 球 坐 标 下 为 


» 900。 


(R? — д)зїп 0 dgdp š 
(R: + @ — 2Ro,cos У) 
(45.10) 
FPC p) 是 点 M, 的 坐标 ,(R,9,9) 是 球面 K 上 的 点 P 的 坐 
标 , 而 


ЕГ 
an 加 mm) = Rf [Rao 


| cos У = cos 0 cos б + sin 0 sin бӊсоз(ф— Ф). 
公式 (45. 10) 称 为 球 的 Poisson 公式 . 
例 45.4.4 上 半空 间 2220, – оор, у< +оо H Green M 
数 ,如 图 45.3. 利用 类 似 于 上 面 的 方法 ,可 求 得 Green 函数 为 


G(M.P)=—1 1 
xr. dnrpy 
1 
(2—20) Еру) (х) 
1 1 


(2—1) + р-у) + С)? T, 
从 而 Dirichlet 问题 


Au=0, z>0, 
и|.-о=Ф(хт›, у). —оо<х, у<+оо 
的 解 为 
u(z,ys,z) 1 |. pE pz 7417. 
2к)-)- LE- r) + (n— у) + 22] 
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46 偏 微 分 方程 近代 理论 


46.1 解 的 惟一 性 


在 前 面 的 42 38 —45 章 ,我 们 讨论 了 偏 微分 方程 各 种 定 解 问 
题 的 解法 ,这些 解 都 是 形式 解 ,利用 数学 分 析 的 方法 ,可 以 证 明 在 
一 定 的 可 微 条 件 下 ,形式 解 即 是 我 们 要 求 的 方程 的 解 . 现在 我 们 分 
别 建 立 这 些 定 解 问题 的 解 的 惟一 性 . 

例 46.1.1 能 量 不 等 式 ,波动 方程 解 的 惟一 性 和 稳定 性 . 

考察 膜 振动 方程 的 混合 问题 

Un =a (u, tuys) f, (z=,y)€ Q<R2? ,>0, 

и|,-.=Ф(2,у), w [c e= (z yy, 


ди 
(655и) 
令 膜 的 总 能 量 为 
E) = ffr +a’ (uh + и?) Jdrdy + a° | geds. 


由 能 量 守恒 有 


г=®&\х,у+1). 


dE(D _ 
ЗД =0. 


ши 是 定 解 问题 的 两 个 解 , 令 
& 一 2 一 zz， 
W Е(О)=0. Am EG) =0, Яр 
и=и,=и,=0 或 u(zr,ys,t)=const. 
而 在 初始 时 刻 u=0, AM ulr, yt) =0, BI: W УЕ P] EB 89 
• 902. 


解 如 果 存 在 的 话 , 它 一 定 是 惟一 的 . 


令 
E,(t) = Je (Cryvt)dzdy， 


n 
则 有 能 量 不 等 式 
E(t)<e'E,(0)+E(0)(e'—1). 
从 而 :波动 方程 混合 问题 的 解 在 下 述 意义 下 关于 初始 条 件 是 稳定 
#0. Ує>0, 3 7>0, RE 
[е = Ф: l Lm < Ф. Ф. l| zo < 
l Pis T Py | LoL) |-> l Lo <. l фф [о <y, 
则 有 
а — || 12m <e. 

对 于 波动 方程 Cauchy 问题 也 有 类 似 结论 . 

例 46.1.2 热传导 方程 定 解 问题 的 解 的 惟一 性 和 稳定 性 . 

考察 热传导 方程 


RERE Hur, DEHE К: {a<r 0ST) LER, 
并 且 在 矩形 内 部 满足 热传导 方程 , 则 
max| u(x,t) | 一 max| ибх.) |, 
其 中 Г={х=а Ë z=8,0<#<T) U (z=0,a<x<B). 
用 极 值 原理 可 以 证 明 : 
(1) 热传导 方程 的 混合 问题 
u =аи„ + f, 
esse. 
и(а,1) = ш (t), и(8,2) = (t) 
在 区 域 R Р) t HE H, HERRAT 1 9. Г 上 所 给 的 初始 
条 件 及 边界 条 件 . 
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(2) 热传导 方程 Cauchy 问题 


Ju 9и 
[ SEHA), 


и(х.0)=ф(т), 一 co<<z<<co 

在 有 界 函 数 类 中 的 解 是 惟一 的 ,并 且 连 续 依赖 于 所 给 的 初始 条 件 . 

例 46.1.3 Laplace 方程 第 二 边 值 问题 (Neumann 问题 ) 的 
惟一 性 . 

强 极 值 原理 ” 设 在 半径 为 R 的 菜 一 球 上 (包括 球面 在 内 ) 给 
定 一 个 连续 函数 u(x,y,zx), 它 在 此 球 内 是 调和 的 ,并 且 对 此 球 的 
所 有 内 点 (z,y,z), 有 u(z,y,z)2>u(zo,yo zo) 成立 ,其 中 (zo s yos 
zo) 是 球面 上 的 某 定 点 . 如 果 函 数 u(x,y,z) 在 点 (zo ,yo ,zo) 沿 方 
向 v 的 方向 导数 存在 ,而 方向 v 与 球 的 内 法 线 方向 成 锐角 , 则 在 点 
(zo,y1z9) 有 


2и 0. 
дъ 
设 区 域 2 具有 这 样 的 性 质 , 即 在 Q 的 边界 了 上 的 任 一 点 M 都 可 


以 作 一 个 属于 区 域 2 的 球 Km, 此 球 在 点 M 5 P 389). 如 果 不 等 
于 常数 的 调和 函数 u(r,y,z) 在 2 十 愉 上 连续 ,在 边界 点 Mo 处 取 


最 小 (最 大 ) 值 , 则 只 要 在 点 M, 的 外 法 向 (对 2 而 言 ) 导 数 沁 存在 ， 


它 在 这 一 点 的 值 必 是 负 ( 正 ) 的 . 

用 上 述 强 极 值 原理 我 们 可 以 得 到 Laplace 方程 Neumann 问 
题 的 解 的 惟一 性 :如 果 区 域 Q 的 边界 卫 满足 强 极 值 原理 中 的 条 
件 ,那么 同一 个 Neumann 内 问题 的 解 彼 此 间 只 能 相差 一 个 常数 . 


46.2 弱 解 与 泛 函 方法 


设 G 是 R" 中 的 有 界 区 域 , 在 G 上 考察 如 下 一 般 形式 的 二 阶 
椭圆 型 方程 : 
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a È glo 2) 2 2 +cu = f. (46.1) 


其 中 4= (а, (x) ERRE, FES x€ G 无 关 的 正常 数 a, 使 
得 对 一 切实 的 (i==1,2,…,n) 有 


Уаде, >а), (46. 2) 


并 且 还 假设 a (x) € C' (G), b.(x),c(x) ЄС), f€ L: (G). 
ЖХ 46.2.1 若 u€H3(G), 对 一 切 vE€ H3(G) 成 立 
[56 02+ >b, to + cuv ax = f- Тое, 

则 称 и 为 方程 (46. 1) 的 Dirichlet 问题 的 弱 解 (weak sutisa); Jt 

中 НСС) Sobolev 18719) Ж [8]. 

ЖУ 46.2.2 #ucH (ONH G), B Lu= f 几乎 处 处 成 

立 , 则 称 u 为 方程 (46. 1) 的 强 解 (strong solution). 
定理 46.2.3 Lax-Milgram 定理 (Lax-Milgram theorem) 

设 al(x,y) 是 定义 在 实 Hilbert 空间 V 上 的 实 双 线 性 形式 , 即 存在 

Эа заг... Ж xi, yi x; yz A 

a(a,xi Ta,x; sh у, +B, y;) 
=a а(х, у) +a, Вабх,,уг) о, Вах, у) 
+а, а(х, y2), 

且 满 足 条 件 : 

(1) 存在 正 的 常数 K ,使 得 对 一 切 x,yEV 成 立 
lalx,y ISK | xl Hyl; 
(2) 存在 正 的 常数 C, 使 得 对 一 切 xEV, 成 立 
[а(х,х)|>С|х|?. 
则 对 任意 EV ,存在 惟一 的 YEV, 使 得 
a(x,y)= f(x), 

且 线 性 有 界 算 子 S: /—>у #ТЕЖ Н mG S, 
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157 1<к, 1s1 < 去. 
Е ТЕА 
и =- У AG 内)+e =f. (46.3) 


应 用 Lax-Milgram 定理 ,定义 双 线性 形式 
a(u,u) =Í (De ди. Z +сио) а, 


дт; дт, 
可 以 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 46.2.4 设 C(x) 宇 0, 则 对 任意 /EL (G), 方 程 (46. 3) 
的 Dirichlet 问题 存在 惟一 的 弱 解 иЄ H3(G). 
同样 应 用 Lax-Milgram ZE Я, n] PL Tie ЕУ] 8 # 6 88 И Ж! Jy 
程 的 等 值 面 边 值 问题 : 
9 


ES ди = 
=- X эт e эт) Си =f, 

u |. = const( 待 定常 数 ) , (46.4) 
š 9 

[рэ а; Ja eos(m,z;)ds = 0. 


定理 46.2.5 设 С(х) 26,20, ДНЕ ЖЮ fe L: (G), {Н 
面 边 值 问题 (46. 4) 存 在 惟一 的 弱 解 
uEV= {u|u€ H'(G),tr У, (и) = Ж), 
且 成 立 估计 式 


=! 


Па aa <KI fll. 
定理 46.2.6 对 方程 (46. 1) 的 Dirichlet 问题 ,存在 与 区 域 G 
和 系数 ai ,b; 等 相关 的 适当 大 的 正常 数 Co ,得 当 C(x) 之 Co 时 ,对 
任意 SEL’ (G) ,存在 惟一 的 弱 解 € H(G), EREA 
llull mo el fll, 
其 中 是 与 无 关 的 正常 数 . 
定理 46.2.7 ”对 方程 (46.1) 的 Dirichlet 问题 ,存在 着 
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Fredholm (J E WEI) AE {ЕЕ Ж, BB kn Ж FKA h Dirichlet 
问题 只 有 零 解 , 则 对 任意 f € L: (С) АЕ FK BJ EE £ M5 u € 
瑟 (C); 如 果 齐 次 问题 有 非 零 解 , 则 线性 独立 的 解 的 个 数 为 有 限 个 
( 设 为 N 个 ), 非 齐 次 方程 问题 有 解 的 充 要 条 件 是 了 属于 某 个 N 
维 子 空间 的 正 交 补 . 

定义 46.2.8 高 阶 椭圆 型 方程 Dirichlet 问题 (Dirichlet 
problem of elliptic equations of high order). É G ÆR” 中 有 界 C” 
正则 区 域 ,在 G 上 考察 如 下 一 般 的 2” 阶 椭圆 型 方程 


ш = У) р" D’ Cap D'u) = f, (46. 5) 
‘ст 
其 中 p,q 是 多 重 指标 ,p= (PiP) q = ба), 
pI= Dp iel= Da, 
Di Р а 
Dirichlet 问题 为 
Festa ЮЙ И ы Z | =o. (46.6) 


假设 方程 (46. 5) ЗИ Ж К), ТЕТЕ ЖК ">>0, 对 一 切 xEG 
和 实 的 向 量 6 二 (6 ,… ,名 ) ,成 立 
Уа, (х) 66 Salg. 


т 
іі 
定义 双 线 性 形式 为 
a(u,u) = Í У) а,.Р?ир*%ах, 
ИЕ 


HH u € НЕС), f E€ L2(G), Yv € Н (G), 成 立 
a(u,%) = (fv) = [ох 


定理 46. 2.9 Gairding( 戈 尔 丁 ) 不 等 式 (inequality of Gàrding) 
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存在 与 иЄ H? (C) 无 关 的 正常 数 ci ,cz ,使 得 
a(u,u)2>c || u | — cz || u 12, 
YuE H? (С), ЖФ || • || a 5 Sobolev 模 . 

ЖЕ 46.2.10 对 方程 (46. 5) 的 Dirichlet 问题 ,存在 着 Fred- 
holm 两 择 性 结果 . 

定理 46.2.11 СЕВ PERK С 正则 区 域 ,一 致 椭圆 型 
方程 (46. 1) 的 系数 ai Cr),bCxz),cCorECCG) ,FELCG), 则 对 
它 的 Dirichlet 问题 的 任何 弱 解 иЄ H;(G), 必 有 u€ Н? (G). 

定理 46.2.12 设 G 是 R" 中 有 界 的 C*“ 正 则 区 域 ,方程 
(46.1) 的 系数 aj (x),b;(x),c(x) ЄС (G), f€ Н' (G), MJ 
Dirichlet 问题 的 任何 弱 解 и 必 属 于 НСС). 特别 当 G Jë C” E 
则 区 域 ,av (x) ,6b;(x),c(x)EC”(G), f(x)EC*(G) 时 , 弱 解 иЄ 
CGS: 

EE 46.2.13 设 方程 (46.1) 的 系数 cj (x).,b (x),c(x)€ 
C=! (G), f€ H* (G) , 则 Dirichlet 问题 的 任何 弱 解 x, 对 任意 PE 
С? (G), A ФиЄ Не (G). зій иЄ НЫ? (G). 

推论 46.2.14 当 系 数 和 右 端 属于 C”(G) 时 , 弱 解 wxE 
C” (G). 


46.3 线性 算 子 半 群 与 发 展 方程 的 解 


ЖУ 46.3.1 ШЖ X В 空间 (Banach 空间 ),T,(t 之 0) 是 
L(CX,X) 中 的 有 界线 性 算 子 的 单 参数 族 ,满足 条 件 : 

ТТ, = Tay 1,520; 

Т, = I, 恒 等 算 子 ; 
s—limT, =T, z 强 连续 ,对 每 一 4 之 0 和 每 一 ZEX 成 立 , 则 称 
ITA C, 半 群 (Co - semigroup). 
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我 们 指出 ,Co 半 群 满足 条 件 
| Т, | <Ме*', OK<, 
其 中 M>0, B<oo 均 为 常数 . 若 对 于 С, 半 群 成 立 
17, 1<1, 0<:<co, 
则 称 半 群 {T,) 为 C, 收 缩 半 群 (C。contraction semigroup) 或 压缩 
半 群 . 
定义 46.3.2 设 X 是 局 部 凸 线 性 拓扑 空间 ,而 {T,,t 宇 0) 是 
L(X,X) 中 的 连续 线性 算 子 的 单 参数 族 , 且 有 
TT, = Ta, T = I, 
limT,z = T, x, Vi >0,V< € X, 


ttg 


映射 族 {T} 关 于 上 等 度 连续 , 即 对 于 X EERE ER р. АЕ 
在 XX 的 连续 半 范 数 g ,使 得 
pCT,z)<q(x), Vz:20,Vx€ X 

成 立 , 则 称 算 子 族 {T) 为 等 度 连 续 C, 半 群 (equicontinuous C, 
semigroup). 

定义 46.3.3 (Т, (>O E: E X fE Jy АЕК a] X 
的 С, 等 度 连 续 半 群 , 设 X 是 序列 完备 的 , 令 
(Т,= Dz 

h 


Ах= іт 
heot 


来 定义 T, 的 无 穷 小 生成 元 (infinitesimal generator) А, B| A 是 线 
性 算 子 , 其 定义 域 


ПСА) = (z€ X; lin lim £ 


定理 46.3.4 We 
定义 46.3.5 对 zEX, 定 义 
Ce Т, ER 


二 存在 (在 X 中 )]. 


D,T,zx= lim 


若 右 边 极 限 存在 . 
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ЖЗ 46.3.6 若 zED(4), 则 zED(CDT,), 且 
DT,z=AT,z=T Ах, 120, 
即 算 子 A 同 T, 是 可 交换 的 . 
定理 46.3.7 ШЖ л>0. WAF nT 一 A RAŬ R(n;A) = 
(1а 1— А) € L(X,X), 并 且 成 立 


Rn;A)z = Гете, r€ x. 


换言之 , 正 实数 属于 A 的 预 解 集 p(A). 

定理 46.3.8 设 X 是 局 部 凸 序列 完备 的 线性 拓扑 空间 . 假设 
4 是 其 定义 域 D(A) 在 X 中 稠密 而 值 域 R(A) 在 X 中 的 线性 算 
子 , 并 且 预 解 式 R(n;A)==(nI 一 A)-'EL(X,X) 对 n= 二 1,2,… 存 
在 , 则 A 是 惟一 确定 的 等 度 连续 C, 半 群 的 无 穷 小 生成 元 当 且 仅 
当 算 子 {(I 一 xi1A)-”) 对 zx 一 1,2,… 和 六 一 0,1,… 等 度 连续 . 

推论 46.3.9 Hille-Yoshida 定理 iR X Æ Banach 空间 ， 
则 定理 的 条 件 写 为 :DCA)=X, 预 解 式 (I 一 z:A)-: 存 在 且 满 足 

| =пА)" «С, _ п=1,2,+-.т=1,2,+®, 
其 中 常数 C n,m 无 关 . 特别 对 于 收缩 半 群 的 情况 ,条 件 改 为 : 
D(A)=X,(I 一 n-1A)-! 存 在 且 满 足 : 

| d= A 7 | <1, n=1,2,. 

定理 46. 3. 10 Showalter 定理 ”线性 算 子 一 A:D(A) 一 H 
是 Hilbert 空间 及 上 的 收缩 算 子 半 群 的 生成 元 , 当 且 仅 当 D(A) 
Æ Н Ф.А 是 增殖 的 (accretive) , 即 Re(C'Az.z)#220,z€ D(A) 
及 AI 十 A ЖА 是 满 射 . 

定理 46.3.11 i% H 3 Hilbert 空间 ,D(A) 在 五 中 稠 ,一 A 
是 收缩 算 子 半 群 的 生成 元 , 则 对 任意 a EDA), f G) € 
С!([0,со), Н) ,Cauchy 问题 


И 


u(0)=u 
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存在 着 惟一 的 解 . 
例 46.3.12 考察 抛物 型 方程 混合 问题 


> 2 (ayw ZE) Èo 六 Fou = Fa), 


CEF 
u lanto = 0, 
lu | = w(x), 
(46.7) 
其 中 ,xE QCR", 并 设 系数 矩阵 (a;; Сх)) &—®С ИЖ), В. 
设 aj(x)EC(D), b..c€ C(Q). Ж HELO), 
D(A)= (u|u€ Hi (0) Au € L’ (n) }, 
并 且 


(Аи,®)? 1.05 2 = + 225, Sv + cuv )dz 
= a(u,v). 
易 知 РАЈЕ H 中 稠 ,A 增殖 ,以 及 AT 十 A 是 满 射 (对 某 个 A) ,从 
而 按照 定理 46. 3.8 Я-А E H 上 某 收 缩 算 子 半 群 的 生成 元 ,再 
用 定理 46. 3. 11 知 存在 惟一 的 
u(x,t) EC ([0,оо),Н) 


满足 方程 (46.7). 
46.4 不 动 点 定理 


定义 46.4.1 设 如 ER" ,fx) 是 定义 在 包含 x, WARR D 
上 的 函数 ,如 果 


2 [f(x)— fixo) | 
Ulas sp аа, 1: 


有 限 ,其 中 0<a<1, 则 称 f fE x, 点 具有 指数 a 的 Hölder 连续 性 
(Holder continuity) [f Jaz, 称 为 Holder 系数 . Ж a=1,W fer f H 
911. 


Lipschitz 连续 . 如 果 
(= вар KETADI, 0<а<1 

有 限 , 则 称 了 在 D 内 具有 指数 a 的 Holder 连续 性 . 

定义 46.4.2 Hölder 空间 СС) (CM ХЖ ССО) 
(C*(0)) 的 子 空间 ,其 中 的 函数 的 阶 导 数 在 Q 内 具有 a 阶 的 
Holder 连续 性 . 

公式 46.4.3 Halder 空间 的 模 

Сиа = | D'u |sa=supsup | D'u |. k=0,1,2,"; 

[ulina =[D'u Jaa = зар Du Jaia; (46. 8) 


аса =| о =| u hron = 2>1[ul.oas 


| u || cem = 11а lu lsat Culian. 

定理 46.4.4 ”Schauder( 绍 德尔 ) 不 动 点 定理 (Schauder fixed 
point theorem) 设 S 是 Banach 空间 В 中 的 紧 凸 集 ,T:S->5 为 
连续 映射 . 则 了 有 一 不 动 点 , 即 存在 z€ S (ë Tr = +. 

推论 46.4.5 设 S 为 Banach 空间 B 中 的 闭 凸 集 ,T 是 S 到 
自身 的 连续 映射 , 若 TS 是 预 紧 的 (precompact) , 则 工具 有 一 
动 点 . 

定理 46.4.6 Leray-Schauder 定理 (Leray-Schauder theo- 
гет) 设 T 是 Banach 空间 B 到 自身 的 紧 映 射 , 并 且 存 在 常数 
М>оҝ 

| z || <M, 

其 中 zxEB 且 满足 z=cTzr, o€[0,1]. 则 工具 有 一 不 动 点 . 

我 们 考察 精 圆 型 方程 


Qu = Doc. u,Du)D;u +b(x,u,Du), — (46.9) 


Hp RRE a” б> ,p)) 对 (zz,p) € QX Rx R" IEE. HE 
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a,b E C'(Q x Rx R”). 
EAEC АЙТ 
и= То 
为 下 述 线性 Dirichlet 问题 的 С° СО) Е 


Уа? (х,о, ГРо)руши +b(x,v, Du) =0, x€ Q, 
iaai (46. 10) 


„= 


УЖ и=оТи 等 价 于 


Pi 


ү = J,a” (x,u,Du)D,ju +o b(x.u,Du) =0, x€ Q, 


u| =op. 
(46. 11) 
定理 46.4.7 É Q ER" 中 的 有 界 区 域 , 并 设 Q 在 9 HEM 
ИЯТ, а, ЄС (QXR XR"*)(0<a<1). 设 206ECpE 
С (Q). 如 果 对 某 个 8>0 存在 常数 M( 与 及 o 无 关 ) 使 得 问题 
(46. 11) 的 每 个 C 0<а<1) Ж® 
|l u || em <M. 
那么 问题 (46. 10) 在 СО) FAR. 
定理 46. 4.8 Leray-Schauder 不 动 点 定理 (Leray-Schauder 
fixed point theorem) 设 B 为 Banach 空间 ,T 是 BXx[0,1] 到 B 
的 紧 映射 ,满足 Т(х,0)=0,ухтЄ В. 假设 存在 常数 М0, RE 
1 zls<M， 
其 中 (zt,o)€ BX[0,1], 满 足 z==T(z,0). 则 映射 Tx 二 T(z,1) 具 
有 一 不 动 点 . 


46.5 ШУВТ 


EN 46.5.1 设 fe Cç (R "), н Fourier 变换 知 
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f(x) = Í. eb Fag, 


Ж (03828 f(x) 的 Fourier YH, x€ R", (x, =x * =r + 
r&r En d6= (2r) "4 车 以 具有 C”(Q) 函 数 为 系数 的 
偏 微分 算 子 P(x,D) = 》)a.(x)D" 作用 于 f(x) 上 ,得 


“< 


PODS) = | оро рете у. 
; 


这 里 p(x,6) 是 将 p(x,D) 中 微分 算 子 D RRE Š БАВА 
数 , 它 是 zx 的 C” 复 值 函数 ,是 5 的 多 项 式 , 称 为 偏 微分 算 子 的 象征 
(symbol of partial differential operators). Ж Ф D = (р, } = 


[эс |ч= у=. 


і д2; 

定义 4652 ЖО E R" 中 的 开 集 ,m AKA W Ж 
p(x,6)EC™(QXR"), 且 对 任意 的 重 指标 a,8 以 及 紧 集 KCQ, 成 立 
| DED; p(x,8) | <C,.. AH IEI, VxEK, ER”, 
则 称 z(x,5) 属 于 函数 类 S"(2) , 即 S"(2) 是 具有 上 述 性 质 的 函数 
全 体 所 组 成 的 集 . 

定义 46.5.3 对 plx,6)ES”"(0), 可 以 作 一 个 算 子 PCx,D): 

Cr MC” 0), 


Px,D)u = Ë pape? Z (Da, 
E 


Hp u 是 w(x)ECF(Q) 的 Fourier 变换 , 称 算 子 P(x,D) 为 拟 微 
分 算 子 (pseudo differential operator) (或 称 PS(m) 类 伪 微 分 算 
子 ), 并 称 p(x,6) 为 P(x,D) 的 象征 . 

ЖН 46.5.4 由 定义 46.5.3 给 出 的 拟 微 分 算 子 P(x,D) 是 
CY (Q) 一 C~(Q) 的 线性 连续 映射 ,而 且 它 可 以 扩张 为 6 (Q)— 
9 “(0) 的 线性 连续 映射 . 

定义 46.5.5 函数 类 57, (0<ро,0<1) h LAF HE B R 3⁄ 
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p(x,) 全 体 组 成 :p(x,6)EC”~(QXR"), 且 对 任意 的 紧 集 KCQ 
以 及 任意 的 重 指标 a,B, 成 立 
| DED; p (x,8) |С, G 1-+ 10", 
其 中 xEK,E6ER". 由 S%s 按 P(x,D) 的 式 子 产生 的 算 子 也 称 为 拟 
微分 算 子 . 
定义 46.5.6 函数 a(x,y,6) 满 足 条 件 
(1) а(х,у, EC” (AXNXR"); 
(2) 对 于 任 一 重 指标 ap R OX Q 中 紧 集 K ,成 立 
|1D8.,D8a(Cxz,y ,61 和 Ceoe(1 十 1 人 ?5 ， 
其 中 (x,y)EK, m 为 任 一 实数 , 称 这 样 的 函数 a(x,y,§) 为 振幅 
(amplitude). 
定义 46.5.7 ”对 于 给 定 的 振幅 a(x,y,5) 可 以 定义 CY (Q) E 
的 算 子 A 为 


Au = | "| е0 а(х, у, )и(у)ауаё, 
xio, 


这 里 的 积分 仍 按 累 次 积分 理解 ,也 称 A 为 拟 微分 算 子 . 
定义 46.5.8 算 子 4 的 转 置 А 由 下 式 给 出 : 
(Au,v)=(u,'Av), Vu,o€ C? (Q). 
表达 式 为 


оо = f | taye — Ew dyag. 
sa, 


定理 46.5.9 由 定义 46.5.7 给 出 的 算 子 A 与 由 定义 
46. 5.8 定义 的 算 子 А 都 是 CF (Q) 一 C”(Q) 的 线性 连续 映射 , 且 
可 以 扩张 为 e(n) 一 9 “(n) 的 线性 连续 映射 

定义 46. 5. 10 Я а(х. у. ё), ЕХО, x Q, 上 的 广义 
函数 K,E9’(0.X0,) 为 


(К, обу) = | | | eyeaCryy,E)zwCxryy)dxdyde， 
20,20, 


其 中 ш(х,у) € С (0, x 0,) , 称 Ko 为 算 子 4 的 分 布 核 
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(distribution kernel of operator А). 并 且 有 
Au=¿(K,,,u(y)). 
定理 46.5. 11 上 述 算 子 A KK ENAX KHARI 
С” 函数 . 
例 46.5.12 偏 微分 算 子 
P(x,D) = | Í, eb рх, &)и(у)ауйё, 


+ 


振幅 为 p(x,6), 核 为 P(x,D)6(x 一 y). 当 P(x,D) = >a, (х) 


时 , 它 的 核 为 
> а„(х)&° (х — у). 
"< 


34 P(x,D)=T 人 恒 等 算 子 时 ,a(x,y,E) 一 1, 核 为 SCx 一 ?), 这 个 核 
在 对 角 线 外 恒 为 零 , 自 然 是 C” 函数 . 

定义 46.5.13 使 广义 函数 T HC 函数 的 最 大 开 集 的 余 集 
ЖУ 工 的 奇 支 集 (singular support) , 记 为 sing supp T. 

由 奇 支 集 与 支 集 的 定义 可 见 , 对 任何 广义 函数 T. 

sing suppT C suppT. 
定理 46.5.14 若 拟 微分 算 子 A 由 定义 46.5. 7 给 出 , 则 
sing supp Au C sing supp и, Yu€EE (0), 

称 这 时 的 算 子 A 为 拟 局 部 算 子 . 

定义 46.5.15 如 果 上 5 为 2; х0, 中 的 子 集 ,满足 :对 任 一 紧 
Ж KCQ,{(x,y)|(x,y) EE xE К}ЯП{(х,у)|(х,у)Є,уЄ K) 
都 是 Q, x Q, 的 紧 集 , 则 称 5 为 恰当 子 集 (proper subset). 

定义 46. 5.16 ”如 果 广 义 函 数 KE 92'(Q, XQ,), 其 支 集 supp К 
为 0: XQ, 的 恰当 子 集 , 则 称 K 为 恰当 支 广义 函数 ， 

如 果 一 个 拟 微分 算 子 A 的 核 K。 为 恰当 支 广义 函数 , 则 称 A 
为 恰当 支 拟 微分 算 子 (properly supported pseudodifferential op- 
erator). 
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定理 46. 5. 17 ЖИТА 是 由 定义 46. 5.7 定义 的 拟 微分 算 
子 , 且 为 恰当 支 的 , 则 它 是 CY (Q)— C; (0) 的 线性 连续 映射 , 且 可 
以 扩张 为 C" (O) 一 C" (O) 的 线性 连续 映射 . 

定义 46.5.18 i p(x, Є 5" (0).т, 单调 下 降 趋 于 一 co， 
аз т, 一品 ,又 有 函数 p(x,6) ЄС" (QXR"), 对 任意 的 &， 
成 立 


p= OPE S", 
则 称 p 有 渐 近 展开 (asymptotic expansion) Sa ‚ 并 记 作 
= 


p~ Ур. 

定理 46.5.19 i p ES” Sri + 一 c, 则 必 存 在 p € S” ,使 
它 以 Ур, 为 其 渐 近 展开 . 

定理 46. 5.20 #рЄ5”,‚,т,{у —co , Xi р(х.) 5 C” (Q> 
及 ") 函 数 ,而 且 对 任意 的 a B.K ,存在 常数 x,C( 依 赖 于 a,B,K) 使 

| DED} р(х, |<Са+[&[*. x€K, ER”, 

此 外 还 设 对 任意 的 紧 集 K ,存在 常数 列 px 4 一 co ,与 常数 C. ,使 
po. – раф |<са+ EID”, x€ k, EER", 

则 有 

px,E)ES， 且 р-— Ур, 

定理 46.5.21 设 A 是 由 46. 5.7 定义 的 恰当 支 拟 微分 算 子 ， 

则 A 可 以 用 定义 46. 5. 3 中 的 式 子 表 出 ,其 中 pl(x,5) 有 渐 近 展开 


р(х. ~ У) aiDya Ce, yD | А 
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定理 46.5.22 ЖА 为 恰当 支 的 拟 微分 算 子 ,象征 为 
04《x,6) , 则 “А 也 是 恰当 支 的 拟 微分 算 子 , 其 象征 有 渐 近 展开 
a, (x6) ~ ўуд1Ра{(х, — &)/а\. 


HITS 


EE 46.5.23 Ж А,В 都 是 恰当 支 拟 微分 算 子 ,其 象征 分 别 
为 mx(x*,5) osx) , 则 它们 的 复合 B。A 也 是 恰当 支 拟 微分 算 子 ， 
且 其 象征 ом (x,5) 有 渐 近 展开 

Oga (x,Š) ~ Dah a(x.) • D: oa(x,€)/al. 


EE 46.5.24 设 AEPS(m) 是 恰当 支 拟 微分 算 子 , 则 对 于 

任意 给 定 的 紧 集 KK ,成立 

Îl Au ,<C I| u || sems УшєЄС (K), 
其 中 

lul? = fett MEID] EE) 1246 
为 五 ' 模 . 

EN 46.5.25 若 AE PS(Cm), 存 在 一 个 与 A 相差 一 个 光 
滑 算 子 的 A ,其 象征 cs (х. РЕ ЕЖ KCQ, 有 常数 C， 
ВК, 

loa, œ 122С,01+ El, xEK, 15128 
成 立 , 则 称 A 为 椭圆 型 拟 微分 算 子 (elliptic pseudodifferential op- 
erator). 

当 A 为 微分 算 子 时 ,上 述 定义 与 椭圆 型 微分 算 子 的 定义 
等 价 . 

定义 46.5.26 若 QE PS(m) 是 恰当 支 拟 微 分 算 子 ,又 存在 
恰当 支 拟 微分 算 子 已 ,使 得 

PQ—I=K,€PS(—c°); 
QP—I=K, € PS(—eo). 
ШЖК PP 为 Q 的 拟 逆 (parametrix). 其 中 PS(— оо) жн 57° = U S” 
产生 的 拟 微分 算 子 类 . 

EE 46.5.27 Ж QE PS(m) 为 人 恰当 支 的 椭圆 型 拟 微分 算 
子 , 则 存在 一 个 恰当 支 的 椭圆 型 拟 微分 算 子 PE PS(—m), CER 
的 拟 逆 . 
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定理 46.5.28 椭圆 算 子 的 内 正则 性 ”车 为 椭圆 型 拟 微分 
AF uE N, Pu=f, WEE vC, E w E f A CRAN u 
在 w 上 也 是 C” 函数 . 
定理 46.5.29 Girding 不 等 式 ” 设 AEPS(m) 是 一 个 恰当 
Жї B ЖЕ ЖЛ Ж f. | S 1 很 大 时 ,Re ол (xi >C” 
(C>0) , 则 对 任意 紧 集 天 以 及 xE Cr (K), 成 立 
(Au >C llu |s—C, | н], 


其 中 s 是 小 于 到 的 任意 实数 ， В ҖЕ ЖН А=А`, АЕ 


(Au,v)=(u,A' v), Vu,o€ С N), 
其 象征 有 渐 近 展开 
av (x) ~ У); ox ED/al. 


46.6 Lewy 反例 


考虑 线性 方程 
2а. (х) Ри = f(x), (46.12) 
ЗТ х Є Е", а, (х) 与 f(x) 都 在 x” 附近 解析 , 且 对 某 一 个 
a, |a| =k, # ao(xo ) 天 0, 由 Cauchy-Kovalevskaya 定理 42. 3. 8 可 


知 方程 (46. 12) 有 无 穷 多 个 解 , 因 为 不 同 的 解析 初 值 可 以 得 到 不 
同 的 解析 解 . 如 果 / 5 a, 不 是 解析 的 ,但 属于 С". ТЕ x° 点 的 
邻 域内 是 否 有 解 存在 呢 ? 长 期 以 来 人 们 认为 这 样 的 解 应 该 是 很 
多 的 ,直到 1957 年 ,Lewy 举 出 了 一 个 简单 的 反例 ,否定 了 这 一 
猜测 . 

在 民 *( 记 为 (z,y,?) 变 量 ) 中 考虑 方程 


ди | .9u К . ди 
Ги эг іду 2107115), f (46.13) 
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其 中 i= V 一 1 ,有 下 面 的 结论 . 

定理 46. 6.1 Lewy 反 例 设 了 是 仅 依赖 于 * 的 实 值 连续 函 
数 , 则 方程 (46. 13) 在 原点 的 某 邻 域内 存在 C HR ulr, у, 
要 条 件 是 SOE 10 是 解析 的 . 
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积分 方程 


47 ”积分 方程 的 一 般 概念 


47.1 基本 概念 与 方程 的 分 类 


定义 47.1.1 未 知 函 数 出 现在 积分 号 下 的 方程 称 为 积分 方 
程 (integral equation). 


例 47.1.2 下 面 的 方程 均 为 积分 方程 
= [Когой 


b 
f(s)= <x(s) -Í K(s,t)r(t)di, 
b 
2(5) = | К (5,0) f(t х(1))аг, 
b 
х($)= | K(s,t,r(t))dt, 


ZX(s)= 1+ wwf жс 
71 47.1.3 下 列 方程 为 较 一 般 形式 的 积分 方程 : 
а(х) (2) -af Fize ge] = у сей 
其 中 ,gp(z) 是 未 知 函 数 ;a(z) ,/(т),Е(т,&,и) ЖЕ ПЁ А.а. 
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是 常数 ,x € [а,Ь]. 

在 (47.1) 中 ,f(x) 称 为 积分 方程 的 自由 项 (free term) ;4 称 为 
积分 方程 的 参数 (parameter). 

ЖХ 47.1.4 若 未 知 函数 在 积分 方程 中 以 线性 形式 出 现 , 则 
这 种 方程 称 为 线性 积分 方程 (linear integral equation) ;否则 , 称 为 
非 线性 积分 方程 (nonlinear integral equation). 

例如 ,在 (47.1) 中 , 若 下 关于 其 变 元 u 为 线性 时 , 则 有 如 下 的 
线性 积分 方程 : 


гь 
а(2)Ф(х) —А| К(х,&)ф(®4ё = f(x), хЄ[а&]. (47.2) 


定义 47.1.5 在 (47.2) 中 ,已 知 函数 K(z,6) 称 为 积分 方程 
的 核 (kernel). 若 核 K(z,8) Е а<х.ё&<5 上 是 连续 的 , 则 称 之 为 
连续 核 (continuous kernel) ; 若 K, 2377 пун, Вр 


[вало Рае оо, 


ДК (x, £) E 3E 5 А Я £ (square integrable kernel), 简称 
L: Ж. 

ЖУ 47.1.6 若 积分 方程 的 自由 项 恒 为 零 , 则 该 方程 称 为 齐 
次 积分 方程 (homogeneous integral equation); 否则 , 称 为 非 齐 次 
积分 方程 (nonhomogeneous integral equation). 

公式 47. 1.7 若 线性 方程 (47.2) 的 核 K(Cz,6) 为 连续 核 或 平 
方 可 积 核 , 则 有 如 下 的 Fredholm 积分 方程 (Fredholm integral 
equations) : 


(1) 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


ЕССЕ fa). (47.3) 
(2) 第 二 类 Fredholm 积分 方程 
gz) 一 Кс. = fo. (47.4) 
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(3) 第 三 类 Fredholm 积分 方程 
a(z)@(z) -af K Dga = f(a). (47.5) 


显然 ,第 一 类 及 第 二 类 Fredholm 积分 方程 是 第 三 类 Fred- 
holm 积分 方程 当 a(x) 分 别 为 0 和 1 时 的 特殊 情形 . 当 在 区 间 [a， 
b] E alx)>0 时 ,第 三 类 Fredholm 方程 可 化 为 第 二 类 Fredholm 
方程 . 本 篇 着 重 介 绍 第 二 类 Fredholm 方程 . 至 于 第 一 类 Fredholm 
积分 方程 ,目前 还 未 建立 起 系统 的 理论 . 

对 于 非 齐 次 Fredholm 积分 方程 ,一 般 要 求 自由 项 f(x) 连 续 
或 至 少 平方 可 积 . 

公式 47.1.8 如果 Fredholm 积分 方程 的 核 K(x,6) 具 有 这 
样 的 性 质 : 当 zs 时 ,K(xz,6) 二 0, 则 有 如 下 的 Volterra( 沃 尔 泰 
拉 ) 积 分 方程 (Volterra integral equations) : 

(1) 第 一 类 Volterra 积分 方程 


[корко fo. (47.6) 

(2) 第 二 类 Volterra 积分 方程 
Pa) AFK Фра = fz). (47.7) 

(3) 第 三 类 Volterra 积分 方程 
а(т)ф(х) Акаа = f(z). (47.8) 


公式 47.1.9 对 于 方程 (47. 2), 当 核 KK(z,6) 满 足 一 些 特殊 
条 件 时 ,还 可 以 得 到 一 些 特殊 的 方程 ; 

(1) 若 核 具有 如 下 形式 : 
H(z,é) 
PST 
其 中 H(z, 外 是 有 界 函 数 , 则 称 方程 (47. 2) 及 其 齐 次 方程 为 弱 奇 
性 的 线性 积分 方程 (linear integral equation with weakly singular 
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К(х,ё)= 


0<a<1, 


kernel). 


(2) 若 核 K(xz, 人 具有 下 述 形 式 
K(z,€) = Saa) b (D, 
=1 


Жр alr) b (8) (j =1 ,nm 在 [av 执 上 平方 可 积 , 称 方程 (47. 2) 
及 其 齐 次 方程 为 退化 核 的 积分 方程 (integral equation with degen- 
erate kernel). 
(3) 若 核 K(z, 台 为 如 下 形式 : 
к‹х,р=А=—®, 
TF 
其 中 A(x, 外 对 x, ЧИТЕ Ika Л 
j: Ate (de 


的 主 值 


AGO 


b 
lim podi NED 


存在 , 则 称 方程 (47. 六 integral equation). 
(4) 若 方程 (47. 2) 中 的 核 K(x, 和 及 区 间 为 下 面 的 形式 : 


ую) = [<a 00004, 


[ге 


Уб) = ф(х) 一 [ке — EPE) dE. 


分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 Wiener-Hopf 方程 (或 卷 积 方程 ). 
(5) 方程 


pa) = [као 


称 为 Hammerstein 方程 . 
(6) 方程 


b 
pa) = [Keepa 
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称 为 Uryson 方程 . 
(7) 方程 
ф(х) =1+х всэ], ыз 本 dé, 


称 为 Chandrasekar - H 方程 . 


47.2 积分 方程 与 微分 方程 的 关系 


47.2.1 微分 方程 初 值 问题 与 积分 方程 的 关系 


考虑 如 下 的 二 阶 常 微分 方程 初 值 问 题 : 
Ф'(х)+А(х)ф (х) +-BG)e(z)=F(z), (47.9) 
ф(а)=ф,› Ф(а)=Ф. (47.9а) 
其 中 Alr), BC), F) [а,Ь] LAERA ALa b] ЕЖ 
连续 导数 . 
对 (47. DRA а 到 工 积分 并 利用 式 (47. 9a) 有 : 


RAC [еве А" Jp EdE 


+| Fedet Alapo. 
再 积分 一 次 ,得 
Pa) = fa) [КС оре, (47.10) 
其 中 
K(z, = (ё—т)[В(ё) 一 A 9] 一 A(9， (47.11) 
уба) = [OF d+ Тас) +e Jaa) +. 


(47. 11а) 
反之 ,从 (47. 10) 式 微分 两 次 , 即 可 得 到 (47. 9) 式 和 (47. 9а) sÇ. 因 
此 , 初 值 问题 (47.9)、(47.9a) 与 第 二 类 Volterra 积分 方程 
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(47. 10) 等 价 . 
47.2.2 微分 方程 边 值 问题 与 积分 方程 的 关系 


考虑 如 下 的 二 阶 常 微分 方程 的 两 点 边 值 问题 : 
еи (47.12) 


Ф(а) =0, ФЬ) =0. (47. 12а) 
在 一 定 条 件 下 , 边 值 问 题 (47. 12) (47. 12a) 可 等 价 于 一 个 第 
二 类 Fredholm 积分 方程 . 
例如 ,微分 方程 的 边 值 问题 : 
Ф (2) +4ф(2)=0, (47.13) 
ф00) = Ф(1) =0. (47. 13а) 
和 如 下 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 等 价 : 
p(z) = A| Ker, De (bq, (47.14) 


其 中 
1-2),  #ё<х, 


к‹є,®= | (47.15) 
х201—&), ёг. 


47.3 ”积分 微分 方程 


定义 47.3.1 若 包含 未 知 函 数 的 导数 的 方程 中 ,未 知 函 数 还 
出 现在 积分 号 下 , 称 这 类 方程 为 积分 微分 方程 (integral differential 
equation). 

例 47.3.2 一 圆 盘 在 地 下 水 爆裂 的 初期 , 它 的 畸变 率 u 满足 
积分 微分 方程 : 

tau +е[, (1 =) ив Dd: vexp( 5 js 
s ° t t 
#J47.3.3 考虑 微分 方程 初 值 问题 
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ЧУ. Q 
— +a у= f cos Qs, t20, 
sè 


dy 
y| = |. =. 
积分 一 次 ,化 为 
ау ‚р Р 
— +w | уб) = —sin N s, 
р [> п 


y limo = 0. 
也 是 一 个 积分 微分 方程 . 


47.4 连续 核 与 工 ; № 


EX 47.4.1 设 K(z,5,H(Cz,5 分 别 是 连续 核 , 则 称 
102,9 = [ Н (х,и) Ku du 


为 核 H УЖК 的 合成 核 (composed kernel). 
ЖХ 47.4.2 KOKERR S 
K' (z,@ = Klr; 


Ki(z,6 = [к= Caru) Ktu Edu. 
称 K' (1,8) JE , Bl K,G) 5Ң ЯНАИ ЈА Citerated 


kernel). 
EX 47.4.3 ж A WEFR L, Ж H, z, 8241: 
天 (zy6 对 于 值 À 的 预 解 核 (resolvent kernel) : 


b 
H.(z,0) — K(z,D = af K(z,u) Hu du 


b 
z af H: (z,u)K(u,ê)du. 


TE A PAH КС, BJ ER. 
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定理 47.4.4 BK, DH L, ⁄, f(z)EL АА + 
Iki <1, 则 积分 方程 


оосо |, K(z,6)9(6)dE 
有 惟一 L, 解 ， 


pa) = f(z) HADAT f,(z), (47.16) 


i=l 


其 中 
лоо | K'ar, feae, n21, 


B 3047. 16) 按 平均 收敛 意义 下 收敛 . 特别 地 , 齐 次 方程 有 惟一 
L: f# PC(z) 一 0. 

定义 47.4.5 级 数 (47. 16) 称 为 Neumann 级 数 (Neumann 
series). 

定义 47.4.6 KDE L, 核 , 则 K, = КС) 
也 是 一 个 工 : 核 , 称 为 K (z ,&€) HH W (сопјиваѓе kernel). 

定义 47.4.7 ”如果 一 工 : 核 满 足 

К(х,\©=К`(х,&=К(®,х), 

则 称 之 为 Hermite 核 (Hermite kernel). 

定义 47.4.8 一 个 实 的 Hermite 核 称 为 对 称 核 (symmetric 


kernel). 


公式 47.4. 9 

(K')'(z,0=K(z,D, (к=к. (47.17) 
QK)' (2,0) =АК" (х,&) (47. 18) 
(K+H)'Gz,=K'(z,Ü+H`'(=w,D, (47.19) 
(КІ) ' (х, =1'К'(х.), (47. 20) 
(Ko, p)=(p,K' p), pyEL;,. (47. 21) 


EX 47.4.10 若 L; 核 K(x, 满足 条 件 
КК”(х,&)=К` 天 (zy6)， 
。928 + 


则 称 K(x.) HEIZ (regular kernel). 称 方程 
с и=0+АК'и 
为 积分 方程 
p=f+ìKp 
ЮЕ, HEP Kok и 表示 积分 算 子 . 
定义 47.4.11 若 积分 方程 


Фа) А | Кайе, аа 


ARTER L, 解 PCz), 则 称 此 函数 为 K(x, 和 的 特征 函数 (eigen 
function) ,4 称 为 特征 值 (eigenvalue). 特征 值 的 倒数 称 为 核 К(=х,8) 
的 固有 值 , 此 时 与 特征 值 对 应 的 函数 称 为 固有 函数 . 
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48 Volterra 积分 方程 


48.1 两 类 Volterra 积分 方程 
48.1.1 第 二 类 Volterra 积分 方程 


Pa) = fe) +) | K DDt, a<r<b, (48.1) 


ЖК f) EL [a,b] E ЖЖ, K a, E) E FE Jy É a< z, 
Sb 上 的 L; 2, B 34 z<& Bf K (z=,ë) =0. 

由 Volterra 核 的 定义 可 知 ,两 个 Volterra Ë; K (rx, £) 和 
Hir, OHER 


102.9 = HeD KG, Әди 
也 是 一 个 Volterra 核 ,特别 地 ,Volterra 核 KK(z,6) 的 各 次 和 迭 核 
К'‹х,® = Ксавие 00,1 
都 是 Volterra 核 ,其 中 n >> 2. 

ЖХ 48.1.1 工 :函数 列 {9,(z)} 称 为 几乎 一 致 收敛 (almost 
uniform convergence) F P(z) ,如 果 存 在 一 非 负 的 工 ; 函数 р(х). 
Ye>0,3NCe)>0, 当 ”过 N 时 ,成 立 

[p= plr) | єр(л). 
L, 函数 的 无 穷 级 数 > PDPA Л.Р ВОК F BB plr), 


如 果 其 部 分 和 序列 几乎 一 一 致 收敛 于 oC). 
L, 核 序 列 {K,(z,$)) 称 为 几乎 一 致 收 傅 于 КО, е), ШЖ 
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在 一 非 负 的 L 6 Р(х, 8). Ye>0, Э М(є)`>0,% nZ №(є) Е, 
成 立 
[К„(х,&—К‹(х,&)|< Р(х, ё). 
定理 48.1.2 8 К(=х.&) X 1„-Уойегга Ж,а< л, <b, 
p) ж L, 函数 ,如 果 


фсе |a de, п 1,2,5, 


则 
kow [eL f т 
Я < — ? ， 
laa) | e ELEL (f а) 
其 中 


П 
т 


һо (| 1ке, де) 
定理 48.1.3 设 К(а, 5) L:-Volterra Ж,а<х, Kb, IJ 


ВЕ 
сео к сов, a;i, 
' sa Н 


如 (z) 同 上 述 定理 48. 1. 3 中 的 记 法 ,而 
һо = [[ K9 edz}. 
定理 48.1.4 É K(z,5238 L,- Volterra 核 , 则 级 数 
K, HAK (1,8) + +A K" (1,8) + 
对 任 一 复数 A 都 几乎 一 致 绝对 收敛 , 且 其 和 Н,(х,&) &К(х,& 00 
预 解 核 . 
定理 48.1.5 iÉ K(z,8) E L,-Volterra 核 , 则 对 于 任 一 工 ; 
函数 f(x) 和 任 一 值 *, 积 分 方程 (48. 1) 有 惟一 的 工 ; Ж 
Фб) = Уба) АЈ Са) 8 }, + (48.2) 
其 中 
б = [ep feae, n = 1,2,-W 
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且 级 数 (48. 2) 几 乎 绝对 一 致 收敛 于 ф(х). 特别 地 , 齐 次 方程 对 每 
一 4 只 有 零 解 . 
例 48.1.6 解 方程 
pz) 一 id =O, a< rë. 
K(z,O = et 184235 
Kma = e GC „бур. 
пі 
预 解 核 
及 (ze = YK (2,8) = еее, 
故 方程 的 解 为 
ф(х) = f(z) taf erwe FdE. 


48.1.2 第 一 类 Volterra 积分 方程 


Jy = ГЃкс.оебае, a<r<b, (48.3) 


其 中 (xz, 有 为 连续 Volterra 核 或 者 L – Volterra Ж. 

我 们 假定 f(x) 和 K(x, 充分 光滑 ,分 3 种 情况 讨论 其 解 的 
FEE: 

(1) 34 К(х,х)зё0, zE[a b] Ж. 

ЖЕ 48.1.7 设 方程 (48. 3) 中 的 核 在 ax, 66 中 连续 , 且 
存在 连续 偏 导数 K(xz,é), 则 该 方程 有 连续 解 的 充 要 条 件 是 : 
SORRI S DEl b] HER, E f(a)==0. 此 时 方程 有 惟 
一 连续 解 . 

(2) 4 К(х,х)==0 的 情形 . 

定理 48. 1.8 设 方程 (48.3) 中 的 核 K(Cz,6) 及 天 (zy6)， 
К", (x, 和 在 a 大 z+, Є 内 连续 , 且 K(x,z) 三 0, 但 К,(х.х)-5=0. 
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хЄ [a,6b], 则 该 方程 有 连续 解 的 充 要 条 件 是 : S), С) С) 
在 [a,6] 内 连续 ,上 且 f(a) 二 f(a)==0. 在 这 些 条 件 下 ,方程 有 且 仅 
有 一 连续 解 ,满足 


Р") = К',(х,л)ф(т) + | K. C beca. 


(3) K(z,z) 在 [a,b] 中 只 有 有 限 个 零点 的 情形 . 设 零点 为 
zi<z<…<xzn 解 方程 (48. 3) 等 价 于 解 方程 组 


f(z) = [K æD pag, аха, 


Л) =f KPO, а LaL t, 
БЯ 


Л 


fa) = |р К(х.®Ф 4, =, < z <b, 
其 中 


YE= ую Ёкарда, 人 


48.2 两 类 弱 奇 性 积分 方程 


定义 48.2.1 考虑 弱 奇 性 核 


_ Е(х,ё) 
Ко 5" 


其 中 F(z, 纹 是 Le, 四]X[a, 刀 上 的 连续 函数 或 有 界 可 测 函 数 ， 
对 于 由 此 核 构成 的 第 二 类 Volterra 方程 


ga) -Af KCr, Op d= fa) a =. 48,5) 
ЩЖ Ж — Ж 55 Е Volterra 积分 方程 (Volterra integral 


equation with weak singularity of second type). 
ща вї. В K(z,6 不 是 平方 可 积 的 . 但 存在 某 一 正 整数 
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0<a<1,a< х,ё<Ь, (48.4) 


mo; 当 n 之 no 时 ,各 次 迭 核 K"(z,6) 不 仅 是 平方 可 积 的 ,而 且 还 是 
有 界 的 ,只 要 ?满足 :(" 一 1) 一 na 二 0. 

定理 48.2.2 Ў Kr. EHA OHER. f(x) 是 [a,b] 上 
ПОЯ Г О, 1С) 1.0 

1—& 
сау" 
其 中 C 是 F(z'5 的 界 , 为 常数 , 则 积分 方程 (48. 5) 有 惟一 的 有 界 
可 测 解 
ф(х) = Ја) ФАР (а) + ФАТУ, Са) Hees (48.6) 

其 中 


= Г[кселов = Гкал (Od, 
并 且 级 数 (48. 6) 绝 对 一 致 收敛. 


定义 48.2.3 对 于 由 核 (48. 4) 构 成 的 第 一 类 Volterra 积分 
方程 


го = {KHAO a<r<b, ав 
也 称 为 第 一 类 弱 奇 性 Volterra 积分 方程 . 
令 
G(u) = Í —fG) ду, 


(u— z)! 


H(u,O = [ — FG da 


e (u — х) * (z — $) 


可 得 一 新 的 第 一 类 Volterra 方程 
G) = [HG pc dé, аиы. (48.8) 
m Hu DElab]X La OIRA Ж ,满足 
|H, 8) | <C = 


sin ла” 
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从 而 方程 (48. 8) 可 解 . 
例 48.2.4 考察 第 一 类 弱 奇 性 方程 


fa- opa = (Q< zb 


的 求解 问题 ,其 中 p> 一 1,，》 之 0. 用 上 述 简 化 方法 ,可 以 求 得 


OO OTAD ум 
*?GO=FQ+DPOQCD  ， 


Hp А—Й8-+#550, k= 二 0,1,2,…,n, 即 为 解 . 
48.3 Abel 方程 


定义 48. 3.1 Abel 积分 方程 (Abel integral equation) 是 指 具 
有 核 


ai 
Ka) = pe 0<8<1 


的 第 一 类 弱 奇 性 Volterra 积分 方程 
| EE 一 fay, а<2<6, 


(z— 
其 中 i 
公式 48.3.2 Abel 积分 方程 的 解 为 
шша = с — /© ag. (48. 9) 
z – 0) 
公式 48.3.3 方程 
[e gp f), —1<а<0, p20 (48.10) 


的 解 为 
рс) = = Bin err [ro faw syra reads], 


其 中 ЛС) у Ж. 
公式 48.3.4 推广 的 Abel 积分 方程 的 解 
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|А (dé = f(z), 0<а<1, а<с<х<ьЬ, 


po 
< [bp(z) —р(®]° 
(48. 11) 
其 中 p(z) 为 连续 可 微 的 已 知 函 数 ,方程 有 惟一 解 
sin(ar) d f* _p' (OfO 
т 4х). [pl(z) — pO] 


ф(х) = 


48.4 卷 积 型 的 积分 方程 


定义 48.4.1 卷 积 型 积分 方程 (integral equation of convolu- 
tion-type) 是 指 由 核 
K(z=,@=k(z=—@£ 
构成 的 Volterra 型 积分 方程 
ga) 一 Акс — p= у). 
及 
[ua брае fco. (48.12) 
对 于 方程 (48. 12) 取 Laplace 变换 (参阅 44. 4 节 ) ,得 
f=k + 9， 
了 
从 而 取 т 再 取 Laplace Я BI] BT Ж ф(х). 


48.4.2 解 积分 方程 
[ш а(х — &)ф(ё&4ё = 1— cos х. 
JR Laplace 变换 ,得 


Вр Ha) a |=] А 


арр +В P рг 


а 


ga) =а+--(8*—Эсоз px. 
例 48.4.3 解 积分 方程 
ф(х) = х taf eo pC de z>0. 


显然 解 不 是 惟一 的 . 可 以 利用 Laplace 变换 求 出 其 主 解 , 即 对 应 于 
Ф ф(х). 


天 (z) 一 e %*, Кр) = 


对 方程 进行 Laplace 变换 
p=p ?十 Ma 一 力 )- 9, 


从 而 
ф(х) =(а—5){[А+а(а—А)х]+Се“-®*, 
其 中 C NOR WS, a ща=А Bl, 


2 
paza. 
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49 Fredholm 积分 方程 


49.1 退化 核 


L, £ K(x, ERARE degenerate kernel) ,如 果 


К(2,8) = У) а00)6 09, ах, €< b, (49.1) 


i=l 


JtriBa,(z),b5 (&)G=1,2,:: ,n) JE L, 函数 . 亦 可 记 作 
К= > aQ) bi. 


ZX 49.1.1 把 K DRRR. 1) 形 式 的 最 小 正 整数 
称 为 退化 核 K(z,5) 的 秩 (rank). 故 退 化 核 亦 称 为 有 限 秩 核 . 
定理 49.1.2 i fE L, 函数 ,K(Cz,6) 为 退化 的 工 ; 核 : 


К(«х,&= У) a(b ®©. 


BSb) =, (а,б) =. 如 果 q(x) 是 积分 方程 
@(z)= ўба) А f К(х,Ә®ф(Ә@4дё (49.2) 
Ë) L, 解 , 则 gj 二 (9,6;)(j==1,…,n) 是 代数 方程 组 
p=f;+A > Ааф,  j=1,=",n (49.3) 
的 解 .反之 , 设 (9 } 是 方程 (19.3) 的 解 , 令 
Ф=/+А > Piai» (49. 4) 


则 ADEF. 2) B) L, f#. 
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定理 49.1.3 设 
K= Ya® b; 
是 一 退化 的 L, 核 , 令 к= (6) 二 ((ai,b;)) 表 示 和 矩阵 , d (A) = 
det(1 一 檬 ) 为 行列 式 ,D; 二 adj(I 一 柜 ) 二 (dj) 为 代数 余子 式 的 转 
置 , 则 使 LA) 天 0 的 任意 * 是 KK 的 正则 值 ,而 且 与 之 相应 的 预 


解 核 


ЖИ: ы. 
H,=4%@ > d, Q) (a,@ b). 


例 49.1.4 解 积分 方程 
Ct f tsin т. sin pede. 


解 fG)=<x,a (z)=1, (®=1, а, (х) = ѕіпх, b, (8) 
sin, kk 
ы = [вея ы = [sin dé 2, 
0 


ka [sin еае 2, ka [зге а z, 
° 


2 


f= |ed= Л = fié sin a= x, 


aw -| К т 


车 d(%) 取 0, 则 由 方程 组 
(1—яА) др А 
Аф +(1-3А)е =т= f- 


解 得 
2 — (п? — 8)лА 
P= зА + Gë NR] 


193965 


P: 


故 积分 方程 的 解 为 


— JrA[2x 一 (于 一 8)A 十 4sinz] 
КО Ty 


=, 2n 
2 ЗА 8A 


49.2 І, 核 的 о -分 解 


定理 49.2.1 RKO, DE L, 核 , 则 对 于 任 给 的 es 之 0, 存 
在 一 退化 的 工 ; 核 K.,(z, 04848 || K-K, || < e. 
EX 49.2.2 HKG, DH Li 核 ,o 为 一 正 数 (可 以 任意 
大 ), 则 可 以 把 KCz,6) 分 解 为 
К‹(х,&=Р(х.,&-+0(х.ё), 


其 中 Ра У асое жив. 11 —1. K юж 


种 分 解 称 为 @- 分 解 (w-decomposition). 
定理 49.2.3 设 K(z, 外 具有 ww- 分 解 
К(х,&=Р(х,&-++0(х,ё&). 

设 G 是 Q@ 对 应 于 4,14| 一 w 的 预 解 核 . 又 ф(х), f(x) H L, Ж 
数 , 令 

z=f+AGf, (@,b)=@, (z,b)=x=, 

(а -АСца, bi) 一 Bi 
# 9 是 方程 

9 一 十 MKp (49.5) 

的 解 , 则 


@ == +) У) gig  j=1,2,--,n. (49. 6) 
i=l 


反之 , 若 {9;) 是 (49. 6) 的 解 ,定义 
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e= f+2)G,f +À У) ф(а,+Аба,), 
i=l 
ДЇ p 049.5) 0 L, Ж.Н ф=(еф.,б,). 


49.3 Fredholm 择 一 性 


定理 49.3.1 HK, DE L, 核 , 且 有 -分 解 


К(х,&©=О(т,®+ > a,(z)5, (9, 


其 中 1Ql < :又 设 G ЖО HAFA, А1 <o 的 预 解 核 , 令 


(f) rh 

Ру = (а Аба, Б). і.) 1,2,5, 

ад) =аек ІАЕ), А=(4,) =афа-АЕ), 
WR |41 <о, В. dA, N КО. H.C, Dh FRAN: 


H,=G,+ > а, (a, +2G,G,)@ КАССА)" bi), 


205, 
HEG)’ H G юни. 

定理 49.3.2 Fredholm 择 一 性 定理 (Fredholm alternative 
theorem) 设 Kc, E: — L, 核 , 则 : 

(1) -AARE E K OKEE, RAE K, E) Ў 
征 值 .特征 值 的 集合 至 多 是 可 数 的 ,而 且 没有 有 限 的 极限 点 ， 
Kex, e KITIR Hi Cr, EFE A t RR. 

(2) WRA 是 KCz,6) 的 正则 值 , 则 2 是 K*(z, 台 的 正则 值 ,而 
且 方 程 

е=/+АК@ф 
和 方程 
и=0+АК ‘и. 
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分 别 对 任意 的 工 : 函数 f 和 wv 有 惟一 的 L, 解 p 和 ,它们 分 别 是 
p= /+АН,/. 
u= + А(Н,)”®. 
(3) MRA EK 8 p 的 特征 值 , 则 АЕК” (z,6) 的 
秩 为 p 的 特征 值 . 
(4) WMR A 是 K(x, 引 的 特征 值 ,f EE— L, 函数 , 则 方程 
ф=/+АКе (49. 7) 
Ж L, 解 的 充 要 条 件 是 ГЕ T ФК Ж 
u=2K “wu 
的 每 一 L 解 ,并 且 方 程 (49.7) 的 一 般 L, 解 ,由 它 的 特 解 加 上 齐 
次 方程 
ф=АКФ 
й #1. 解 给 出 . 
例 49.3.3 考察 方程 


i 
gw- | sin In z。g(6)d6 一 27. 
° 


该 方程 有 解 
2(Cz) 一 CAsin In х+2хт, 


其 中 C= [, Фоа 代入 原 方程 ,得 


с(1+5)=1. 
3422 —2 时 , 原 方程 有 惟一 解 
ga) =z sin In z+27. 
这 时 齐 次 方程 
ez 一 | sin In z 046-0 (49.8) 
只 有 零 解 . 


+ 942 + 


当 4= 一 2 时 , 原 方程 无 解 ; 因为 右 端 项 f(z)=2=x 不 正 交 于 
其 共 思 齐 次 方程 的 解 . 这 时 相应 的 齐 次 方程 (49. 8) 有 无 穷 多 解 
Ф(х)=—2Сзїп ln x. 


49.4 连续 核 的 Fredholm 理论 


B KDM f(z) ЛЕУ а<т, ё<Ь 和 区 间 [a,6b] 上 
的 连续 函数 ,我 们 的 问题 是 要 求 出 方程 


расона | Коо a<r<b (49.9) 


Elab] EHER. 
解 方程 的 基本 思想 是 把 方程 (49. 9) 当 作 有 限 个 变数 的 有 限 线 
性 方程 组 的 极限 . 
设 ”为 任 一 正 整数 Hab] n 等 分 : 
AEL LL Lt <: <=, =b, 
其 中 6 一 所 4 为 各 小 区 间 的 长 度 . 令 Pa) p fS f. 
K(a;sx;i) =k; G, j=1,2, sn), %4 r BË r; 时 ,方程 (49.9) 化 为 
p= f, +А f K (z; pE) dë. (49. 10) 
АЖАЛ ЖЕ п, ERA MHI ERA И ЖЯ RAKE MA me Jr Ж 
(49. 9) 的 解 看 成 是 代数 方程 组 
@ = f, +38, > kipis  ]=1,тэп (49.11) 


的 解 当 n 一 co 时 的 极限 . 
方程 (49. 11) 可 写成 向 量 形式 
Ф-=Е+Ад, КФ. (49. 12) 


当 且 仅 当 系数 行列 式 
d,Q)=det(I—28, К) 50 
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时 ,方程 (49. 12) 有 惟一 解 @。 ， 
将 d,(4) 展 开 为 4 的 多 项 式 
4,Q)=1—2 У) Bi 十 全 У w ч 
j=l УЫ! кў й 
аъ, 
+E OD oile & ы |+е+с—)зеде К. 


(49. 13) 
形式 上 取 (49. 13) 的 极限 , 令 n 一 十 oo, 记 为 


dA =1-А кс, ааг 


№ f f |K(z,z) К(х,8) 
+ K(&,z) КОЕ, 
ШЖ 心 (4) 天 0, 则 方程 (49. 12) 有 惟一 解 


Ф= бу adj(I—àAó,K)F. 
考虑 п» оо, ја 
Рс, =К,9-А | | 
方程 (49. 9) 的 解 应 为 

El * Р,(х,& 

Фо) 一/(z) 二 | fd 
引用 记号 


кг е) 


Vl sUr Un 


аан. (49. 14) 


К(х,&) К(=,и) 


dues, (49.15) 
KG, K@u,|%+ 


К(ш,т) Klu т) … K(wu,v,) 
К(иг mw) К(иг,о) … К(и, ‚®„) 


， (49.16) 


K(u,,u) K(u,,u,) + К(и, ,о,) 
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则 da(A) 可 以 写成 
d(2)= > ал", (49. 17) 
Йфа=1, 


ЖАР ОУ, ИИК УН 
d= [-] к(® š; а аади ди, п>21. 


n! a Ul Uz s**t yU, 


"É" 
核 Di(z,6) 可 写成 
D(x, = У) D,(z,D2", (49.18) 
其 中 D. (z, =K(xz,9), 
— 1)" f 他 b Lys" u, 
D. = EP Tf e fR (EA )easaw, n21. 

Ж 49.4.1 设 K(z, 台 是 一 连续 核 ,又 d, i D, z, ШЕ 
定义 , 则 : 

(1) 级 数 (49. 17) 对 一 切 复 4 ыа, ША 20А) À 的 整 
ЖЖ. 

(2) М ВО (х, E), 049.18) 1 ЯА 均 收敛 , 且 
Di(z,9 为 1 的 整 函数 . 

G) 4 2 属于 复 平面 内 任 一 有 界 区 域 时 ,级 数 (49. 18) 关 于 
(zh) 绝 对 一 致 收敛 ,而 且 对 每 一 给 定 的 A, Рр, (xz, 是 一 个 连 
续 核 . 

定义 49.4.2 函数 4(4) 称 为 核 K (z, €) B Fredholm 行列 式 
(Fredholm determinant). D(x, 外 称 为 核 KCz,6) 的 第 一 阶 Fred- 
holm 子 式 (subdeterminant) 

定理 49.4.3 HKO, DENERA dA) 及 Da, ê) in 
上 , 若 4Q)20,BJ 2 Æ К(х,& BJ EU , ERR H aA 


D: (2,6) 
ао ` 


Н,(х, = 
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Ж 49.4.4 BK DENERA, S ONER RA dA) 
与 D. (z) ü E. 如 果 4 不 是 d(X) 的 零点 , 则 积分 方程 (49.9) 有 惟 
一 连续 解 . 


ф(х) = (=) + 
特别 地 , 齐 次 方程 
pa) =A | КО, 90946 (49.19) 


有 惟一 连续 解 p(z) 一 0. 

ЖШ 49.4.5 设 K(zr,6) 为 连续 核 ,4(4) 是 它 的 Fredholm fT 
列 式 , 设 和 是 d(4) 的 零点 , 则 方程 (49. 19) 存 在 不 恒 为 零 的 连续 
fR p(x), 即 4。 是 K(zr, 台 的 一 个 特征 值 . 


р 
то]. Di(z,6 094 


49.5 L, 核 的 Fredholm 公式 


定义 49.5.1 对 于 L, 核 玉 (z,6) ,如 果 开 (zz) 在 La, 乓 上 可 
测 并 且 可 积 , 则 称 


(К) = f K(z,z)dx 


为 核 K(x, 0) (trace). 

EA 49.5.2 设 K(z,6) 是 [a,b]X[a,o] 上 的 工 ; 核 , 如 果 下 
列 两 个 条 件 之 一 成 立 ， 

(1) KCz,6) 可 以 表示 成 两 个 ZL, AGa, DH 瓦 (z,6) 的 合成 
核 CH(Cz,6) ;或 者 

(2) K(z, 台 是 一 退化 核 ， 
则 r(K) 存 在 . 

定理 49.5.3 设 K(z,6) 和 L(x,6) 是 [a,b6]X[a,6] 上 的 两 个 
L, 核 , 则 有 : 

(1) 如 果 r(K),r(L) 均 存在 , 则 对 任意 的 数 a,B, tCaK 十 BL)》 
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也 存在 , 且 有 
т(аК+ ә=ат(К)-++Х(1); 

(2) 如 果 r(K) 存 在 , 则 r(K' ) 也 存在 , 且 К’) =т(К); 

(3) tr( KL)=r(LK); 

(4) |e(KL)I< К+ ||; 

(5) 342222 时 ,r(K") 总 存在 , 且 有 |rK")|< | K|"; 

(6) 如 果 | K,—K || —0, || L,—L || >0(л—>оо),Д?Щ п->со 
时 ,+r(K,L,)—r( KL). 

ЖХ 49.5.4 L, 核 K(z,5) 称 为 典 则 的 退化 核 , 如 果 它 可 以 
写成 


b b 
Kla, D= У) kie DEE У) ®„е,@е,, 
= = 


жр к= (6 ) 是 一 个 阶 方 阵 ,(@,…,es) 是 一 有 限 的 完备 正 交 基 . 
， 对 于 典 则 的 退化 核 K(x, 售 ,其 迹 r(K) 即 是 矩阵 K 的 代数 迹 


2 
> ki Em 
i=l 
, 
IK) = tr (K) = Dk. (49.20) 
i=1 


定理 49.5.5 ШК 为 退化 的 上 L; 核 ,K= У) aOb MEE 


i=l 
É 
一 典 则 的 退化 核 K, Cr, = У) ki e;@ei, 使 得 : 
А) 
(1) K(xz, 自 二 Ko (xz,6) ,a.e. (几乎 处 处 ); 
(2) z(K')=z(K;)=tr(K')(r=1,2,--). 
定理 49.5.6 设 K(z, 引 是 一 典 则 的 退化 核 , KC, E) = 
Phe tz) e (P , 设 K,(i 二 1,…,p) 是 方 阵 KK= (kj, ) 的 特征 多 


ѓа 


项 式 的 零点 , 则 
+ 947 • 


P 
(К)=и(К)= УУК, n=1,2,... 


Ж 49.5.7 设 K 为 典 则 的 退化 核 ,K= У) ве еа) 


p 
Че (1—4 К)90, Ф adj(I—AK)=A= (0) ,A У) ае е. 


а=! 


Р.=КА NE К ЖГНЕ, Н, = Db. 


定理 49.5.8 # K 为 典 则 的 退化 核 ,又 设 


а0) =4де(1—АК)= У) а,А", 
n=0 


则 4,=1， 
[m n=l 0 0 
о, а оп—2 + 0 0 
саза =: š | 
n! 
Oni 0; 6,3 "дү 1 
On Omi б; Q о 


HP o, =r(K*) (221). 


定理 49.5.9 K= У) kej@e, d(A)=det(I—A K), K 


іл 


有 预 解 核 H= UWD RRS D= У) ра”, D, =K, 


n=0 


K n 0 0 “QC 
K: a 7 一 1 0 Ша W 


_(—1)"| К? в; o 7 一 2 И) 
ат и | 

Ж” о, о. 0,3 а 1 

КЎ" с, On- On—2 А 9 
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定理 49.5.10 @#К‹(х,&&—41` L, Ik, i о„=т(К")(л> 
2) , 当 n>0 Е{,8д,,А„(х,& 391 ХЖ 


&=1, A=K, 
0 я—1 0 0 
о, 0 n—2 
=) о, о, 0 0 0 |， 
On Oni 9-2 … 0 0 0 
K n 0 
1)" Ж? 0 1 = 0 0 
一 D А ра 
п! H H 
К“! g, Omi * 0 QG 0 
则 有 
A, =, KKA, =n KHAK п20, 
r(A,—0,K)=—(n+1)8,;) > п20, 
ja К „21, 
п? 
et n+l 
па, p sH, n>1. 


定理 49.5.11 BK, O E — + L, 核 ,6, 和 A, (z, £) fh 
上 , 令 


60)= У) 6,4", (49. 21) 


п=0 


А (2,9= 2 Alr pA. (49. 22) 


n=0 


则 级 数 (49. 21) 对 一 切 * 收 伍 , 且 6(4) 是 的 整 函 数 ;级 数 (49. 22) 
对 任 一 固定 的 4 几乎 绝对 一 致 收敛 ,其 和 A; (x,) 对 每 一 个 4 是 
L, 核 ; 而 且 对 几乎 所 有 的 (zx, 全 ,A(z, 和 是 4 的 整 函数 . 
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定义 49.5.12 称 由 (49. 21) 给 出 的 SGA) 为 КО, ЙТ 
Fredholm 行列 式 ,或 称 为 K (z,6) 的 Carleman (F # & )-Fred- 
holm 行列 式 . 称 A;(x,6) 为 修改 的 第 一 阶 Fredholm 子 式 , 或 称 为 
Carleman-Fredholm 第 一 阶 子 式 . 

EE 49.5.13 设 Kr DE L 9,004) .Д (х. Е. R 
80) 天 0, 则 1 是 КС. D RENE. MEHRA H a DIRKA 


402.9) 
Н. у. 


如 果 ГС) L, 函数 , 则 积分 方程 (49. 9) 有 惟一 的 工 ; #е(х), H 
下 式 给 出 ， 


t А,(х,& 
фб) = /(х)+А f: Е 


定理 49.5.14 i Klr, EE L, Bpl) E K, DIF AÀ 
的 工 ; 特征 函数 ,f(z) 是 K' (DEFAR L, 特征 函数 ,其 中 
Азр, p(x) 与 FCz) 正 交 , 即 (p, 户 一 0. 

定理 49.5.15 #К(х,& 5 L, I. f (z) 1, 函数 ,4 是 
K(z,6) 的 一 个 特征 值 , 则 方程 (49.9) 有 工 ; 解 的 充 要 条 件 是 f(x) 
正 交 于 K' (zx, 各 对 应 于 特征 值 ;的 一 切 工 , 特征 函数 . 


Р) а. 


49.6 Hermite 核 理论 


我 们 来 考察 一 个 工 ; 核 КО, 2) 8 Hermite 核 的 情形 , 即 
К‹х,Ә\=К`(х,&=К(ё,х). 
实 对 称 核 是 指 实 Hermite 核 . 
定理 49.6.1 BKO, AE ERM L,- Hermite ж, WA : 
(1) 核 KGz,6) 至 少 有 一 特征 值 ; 
(2) Ж K(z, 台 的 每 个 特征 值 均 为 实 的 ; 
(3) K(z, 台 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 彼此 正 交 . 
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定理 49.6.2 设 K.E) E: — E Z B) L,- Hermite Ж, А] 
天 (zy5) 的 特征 值 全 体 的 集合 是 一 有 限 集 或 是 没有 有 限 极限 点 的 
可 数 集 {X,) ,并 且 


DE<IKI:<, 
其 中 重 特征 值 按 重 数 ( 即 秩 ) 出 现在 级 数 中 
定义 49.6.3 核 K(z,6 的 所 有 特征 值 组 成 的 集合 称 为 该 村 


的 谱 (spectrum). 
例 49.6.4 求 下 列 对 称 方程 的 特征 值 与 特征 函数 
Фб) =А 上 Kla, pO dt, 
其 中 ,对 称 核 K(z, 台 为 
201-0, z<, 
6 一 z)， <> 
解 ” 积 分 方程 等 价 于 如 下 的 偏 微 分 方程 边 值 问题 : 
ета 0:1, 


Kao] 


9(0)=9(1)=0. 
解 之 得 
Ce 十 Ce =F, А<0, 
rofe 十 Czz， AM 一 0， 
CisinVAz 十 CzcosVAzr， 4>0. 


由 边 值 条 件 , 当 4 过 0 时 ,Ci = С, =0, В ф(х) =0. 故 4<0 不 是 
Kla E HIRET. 4 А20 时 ,由 边 值 条 件 必 有 C, =0,CsinVX=0. 
因此 要 使 C, 尖 0, 必 须 зїп /А=0, А=л?л°(я=1,2,),Щ И] 
AK Cr, E) 的 谱 是 (4,) = (n'm). 对 应 的 特征 函数 系 是 
{V2 sin(nnz)}. 
定理 49.65 一 给 定 的 标准 正 交 系 (9,} 是 一 非 零 L,- Hermite 
. 951 + 


核 的 特征 函数 标准 系 的 充 要 条 件 是 : 

(1) 每 一 个 ЖК 的 对 应 于 某 个 特征 值 *, 的 特征 函数 ; 

(2) K 的 每 个 L, 特征 函数 o 可 以 表示 成 {9,} 中 的 函数 的 有 
限 线性 组 合 . 

定理 49. 6.6 对称 核 K(z,6 的 最 小 特征 值 ( 按 绝对 值 意 义 ) 
的 绝对 值 的 倒数 等 于 | (Ky, ф) | 在 条 件 (g,9) = 二 1 下 的 极 大 值 . B. 
当 p 是 与 K(z,6 的 最 小 特征 值 4, 相对 应 的 特征 函数 时 ,有 


1 
ТТ [^!(Кә,ф)!= тах |(Кеф,ф)|. 
1 Hel=1 


定理 49.6.7 设 {%,} 和 {9,) 分 别 是 对 称 核 K(z, 台 的 谱 和 对 
应 的 特征 函数 系 , 则 {各 } 和 {pg,(z)}) 必 是 K(z,6) 的 m 次 迭 核 
天 。(z,6) 的 谱 和 对 应 的 特征 函数 系 . 

定理 49. 6.8 设 对 称 核 K(x, 人 适合 条 件 


f: 1KCz,612d8 <C, , 
C, HERZ (A) ,{9,(z) } 为 谱 与 特征 函数 系 . 则 级 数 


收敛 , 且 它 的 和 不 大 于 常数 C. 
定理 49.6.9 设 (%,) 是 对 称 核 K(z,é§) 的 全 体 特征 值 ， 
(ф, 《Zz)) 是 对 应 的 特征 函数 , 则 对 称 核 


K” (2,9 =К(2,9- У) 


k= 


有 特征 值 4 ,4,;s，… 与 特征 函数 VCz),… 相 对 应 . КСЕ, 6) 
的 其 他 特征 值 与 特征 函数 均 不 是 Km (x,6) 的 特征 值 与 特征 函数 . 
定理 49. 6. 10 对称 核 是 退化 核 的 充 要 条 件 是 : 它 仅 有 有 限 
个 特征 值 . 
定理 49.6.11 设 K(zr,é) 为 非 零 的 L-Hermite Ж, (А, 
特征 值 , (Ф, (zx)) 为 特征 函数 系 , 则 
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Ф,(х)ф,(ё) 
А, 


KGz,9= D LRAG, 
n=l * 


其 中 级 数 平均 收敛 于 KO. 

定理 49. 6.12 ”Hilbert-Schmidt( 希 尔 伯 特 - 施 密 特 ) 定 理 
(Hilbert-Schmidt theorem) i& K(x.) HIER L,-Hermite 核 ， 
{4,),{g,(Zz)} 是 其 特征 系 ,p(z) 是 一 LL 函数 ,f 二 Kg, 则 有 : 


D fG)= > (Лтд p= > Е ае 级 数 几乎 绝 


对 一 致 收敛 于 f(x); 
(2) 若 再 假设 核 K 满足 


f IKC, | d= [k С) <C, 


C 正 常数 , 则 (1) 中 的 级 数 绝对 一 致 收敛 于 f(z). 
定理 49.6.13 设 {%,) 为 一 给 定 的 实数 序列 , 1А, А | 


(n=1,2,…), 且 > z<. {9,} 是 一 给 定 的 标准 正 交 系 , 则 存 


在 以 {4,} 为 特征 值 , {9, Cz)} 为 对 应 特征 函数 的 L, - Hermite 核 
K(z,6), 其 中 二 9,,a.e. 并 且 此 核 在 等 价 意 义 下 是 惟一 的 . 
定理 49.6.14 (A), {p (1)} Æ L: - Hermite 核 KCz,6) 
的 特征 系 ,9 是 任 一 工 * ЩЖ. /=К'”ф,р>1,Ж 
у= X) од у) жов кала Ees, ae., 


n=l nl 


其 中 的 级 数 几乎 绝对 一 致 收敛 于 f. 
定义 49.6.15 Ağ Kr, E) a<r, E<b) FRH B- 核 (B-Ker- 
nel) ,如 果 存 在 常数 C, ,C, 使 得 


'b b 
| 1K(z,612d6 < Cl， | IK(z,O|*dz < ©. 


定义 49.6.16 ЖЖ К(х,&)(а<х,&<5Ь)%к Ж C,-# (C,- 
kernel) ,如 果 对 任意 的 zi ,EL[a,6bj, 有 
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lim [ |К‹х,Ә<—К(ху.Ә|°4ё=0, 


; 
lim Í ІК, —K(z.&)|*dz=0. 
£= Ja 


定理 49.6.17 t KC.) J C,-Hermite Ж.а< z, <b, 
р>1 整数 ,{4,),{9, (zr)) 为 特征 系 , 则 


K’ (2,8) = > — ， 2 


级 数 关 于 (zx, 各 绝对 一 致 收敛 . 
定理 49.6.18 Кх, Æ С,- Hermite Ж, ф(х) Е — L: Ñ 
数 ,f 二 Kp, 则 


f(z)= > (Д.Ф Ф.) = вы е g2 9。(z)， 


级 数 是 绝对 一 致 收敛 的 . 
定义 49.6.19 PDH L: ЖЖ. КО.) 


b fb 
(Кер = | | K1, D PE pE dédr>0. 
则 称 K (z, €) H EH (positive kernel); ББ Z , ЖК 28 fh (negative 


kernel). 

定义 49.6.20 Xt L: 函数 pa), Ka, DHE 

(Кф,ф)`>0, 

则 称 核 (a,€) H EZH (positive definite kernel) ;反之 , 称 为 负 
Æ H (negative definite kernel). 

定理 49.6.21 L,-Hermite Ë; K(z,6) 为 正 ( 负 ) 核 的 充 要 条 
件 是 其 所 有 特征 值 均 正 ( 负 ). 

定理 49. 6. 22 ”对 称 正 核 为 正定 核 的 充 要 条 件 是 : 它 的 特征 
函数 系 是 完备 的 . 

定理 49. 6.23 Mercer EH H K(x,6) 为 一 连续 的 且 不 恒 
为 零 的 L,-Hermite 正 核 , 则 级 数 
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эры 


я=1 ^^ 


收敛 ,而 且 有 
K(z,6) 一 > жш 


关于 (z,6) 绝 对 一 致 收敛 于 K(z， 6). 

若 连续 对 称 核 K(x,é§) 不 是 正 核 ,但 除 有 限 个 特征 值 外 ， 
K(z,6) 的 其 余 所 有 特征 值 均 保持 正 号 或 负 号 , 则 Mercer 定理 仍 
成 立 . 

定理 49. 6. 24 Hilbert-Schmidt 定理 (Hilbert-Schmidt theo- 
rem) Ў (А,), (Ф, (х) ЕК КО, НЧЕ, В 


Г 1K(z,e1zde<Ci， С 为 正常 数 ， 
则 下 列 结论 成 立 : 
D 车 4 不 是 K(x,) 的 特征 值 , 则 方程 
p(z)=f(z)+4 | коред 
对 任 给 的 自由 项 f(z) 都 有 惟一 解 p(x) ,并 且 该 解 可 以 表示 为 
g(z)= ба) +à xs Ч. 50 


上 式 右 端 的 级 数 绝对 一 致 收敛 ， 
(2) ЖАКО, ОНЕ Д r АА Аа 
一 Mo+v，* 则 方程 有 解 的 充 要 条 件 为 
(f.e@,)=0, n=m 十 1,**…* ,m+r. 
当 此 条 件 满 足 时 ,方程 有 无 穷 多 个 解 ,由 下 式 给 出 : 
Plz)=/(z) +А з ЧӨ ш > Ре, са) 


p(z). (49. 23) 


+ 5) Сф, Сх), (49. 24) 


д Сат ,m 十 7) 为 任意 常数 . 
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公式 (49. 23), (49. 24) 一 般 称 为 Hilbert-Schmide 公式 (Hil- 
bert - Schmide formula). 


例 49. 6.25 求解 对 称 方程 
р) = а-а) HA f Kla, 9 dé, 
其 中 核 KCz,6) 为 
201-%, z<ë, 
61-2), х>ё, 
Ж 由 例 49.6.4 可 知 , 核 人 (z,5 的 特征 值 为 


А=л??, п=1,2,+е, 


ка| 


特征 函数 为 . 
@,(z)=/2 sin (anz), n=1,2,, 
其 中 每 个 2 的 秩 均 为 1. 经 简单 计算 可 知 


[ fap, T) dz =-# f х(1—х)зїп nnz dr 
0, 7 为 偶数 ， 
а, 为 奇数 . 
于 是 ,由 定理 49. 6.24 有 : 
(1) # Алт (2 一 1,2…), 则 原 方程 有 惟一 解 


1 е sin(2n+1)x=z 
Раа) A 2 арра]: 


(2) 若 4 一 已 到 ,为 正 奇 数 , 则 方程 无 解 . 
(3) 若 4 二 kw* ,为 正 偶数 , 则 原 方 程 有 无 穷 多 个 解 ,可 表 
示 为 
1 зїп(2п+1)лт 
D= gA Уу сартуга Туна] 
+C sin (krr), C 为 任意 常数 . 
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49.7 第 一 类 Fredholm 积分 方程 


本 节 在 实 函 数 的 范围 内 考虑 如 下 的 第 一 类 Fredholm 积分 
方程 : 
[keper аа, (49,25) 


并 设 方程 (49. 25) 中 的 核 Кох, ЗСК, В Ka, DSK E, х). 
事实 上 ,可 将 (49. 25) 化 为 对 称 方程 来 求解 ,改写 为 


[ко ова fo. (49.26) 
方程 (49. 26) 两 边 乘 以 K (y, z), ЖХ у 取 积分 得 
| Kez,ee(eds=FCz)， (49. 27) 
其 中 
K. (1,9 = КОКО. 049, 27а) 
Fe) = | Куз) fody. (49. 27b) 
显然 , 核 K, (1, 是 对 称 核 . 当然 , (49. 25) 和 方程 (49. 27) 一 般 
不 等 价 . 


定理 49.7.1 Schmidt-Picard 定 理 (Schmidt-Picard theorem) 
设 {4,),{9,(z)} 是 实 对 称 核 K(x ,6) 的 特征 系 . 则 (49. 25) 有 解 的 
充 要 条 件 是 下 列 级 数 
У. л е) 
收敛 . (Ф, (х) ) 还 是 完备 的 , 则 (49. 25) 有 如 下 惟一 解 mw (z) 
ф(х) = Si f. Ф„(х). 


上 式 右 端 级 数 平均 收敛 . 若 {g,(z)} 不 是 完备 的 , 且 非 零 函 数 
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Ф, (z),@,(z), ALP (2) ) 中 的 每 一 函数 正 交 , 则 下 列 函数 
Фф (z) + CB (z) С.Ф, (z) 十 … 
也 是 (49. 25) @#. Ж C ,C;,… 是 任意 常数 . 
定理 49.7.2 设 K(z,6) 是 实 对 称 正定 核 , 且 (49. 25) 的 解 存 
在 . 则 由 下 式 
@,(z) = @,,(z=) + X[ f(z) — f, (z) ] 
确定 的 序列 平均 收敛 于 (49. 25) 的 解 .其 中 


а) = [Кар ае, 


plr) 是 任 一 工 ; 函数 ,而 0 < À) < 24, 是 K(z,6) 的 最 小 特 
征 值 . 
例 49.7.3 考察 下 列 方程 


[| sine O90 = e. (49. 28) 
解 ” 可 将 方程 (49. 28) 写成 
Asin х + Всоѕ z = e”, (49. 29) 


其 中 
А= [| sostp(pds， B= f’ sinfga. 


显然 ,无 论 A 5 B 取 什 么 数 , (49. 29) 式 均 不 成 立 , 因此 原 方程 
(49.28) 不 可 解 . 
例 49.7.4 考察 下 列 方程 


『 sin(x + €) @(ë)d£ = 3sin z + 2cos x. (49. 30) 


й 取 下 面 形式 的 解 
(x) = Asin х + Bcos х, (49.31) 
其 中 A,B 为 待定 常数 .将 (49. 31) 代入 (49. 30) 式 , 得 
TBsin х + тАсоз z = 3sin +z + 2cos т, 


2 3 л 
于 是 A = 2,8 3,8-7 
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ф(х) = 二 (2sin = + 3cos х). 


此 外 ,函数 
更 (z) = Cu 十 > Cacos nr + b,sin пг) 


n=2 


与 核 sin(zx + © 正 交 , 即 恒 有 
[частоте = 0, 
这 里 Суза, В, = 2,…) 都 是 任意 实 常数 . 所 以 ,方程 (49. 30) 的 


一 般 解 为 
lr) = ф(х) + P(r), 


因此 ,方程 (49. 30) 有 无 穷 多 个 解 . 
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50 ”积分 方程 组 


50.1 Fredholm 积分 方程 组 


考察 如 下 形式 的 Fredholm 方程 组 : 
| DK dnd = оъ О АТ 
{ее Ды 


(50.1) 
其 中 K; (z,0 和 户 (z)G ,= 1,…,n) 均 是 [a,b6] ЕЙ L, 函数 ; 
而 plr), p (a) 是 未 知 函 数 . 关于 方程 组 (50. 1) 的 理论 与 解 
法 ,与 单个 方程 的 情形 基本 类 似 . 


A 


令 
Ф(х) = (@ (z=),@% (z),---,@,(z)), 
[Kar К„(х.&) + К„(т,ё&) 
кїйє К G 9 а БЯ Кибер | 
K, (z,8) K,(mz,8) +. К„(х.ё) 


则 方程 组 (50. 1) 可 写成 向 量 形式 
Мф = ф(2) -afkap de = f (502) 

Ж 50.1.1 称 方程 组 (50. 1) X Fredholm 积分 方程 组 . 称 
(50. 2) 中 的 矩阵 КО.) 为 Fredholm 方程 组 的 核 . 

定义 50. 1.2 所 谓 积 分 方程 组 (50. 1) 的 一 个 解 (solution)， 
是 指 n 个 函数 g(x),…,g,(x), 把 它们 代入 方程 组 后 就 得 到 一 组 
恒等式 . 
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定义 50.1.3 方程 
гь 
N Y= р) -1f K` (zd WO d= (л), 


称 为 方程 (50. 2) K jkt В 7) ЖЕ (сопјиваѓе vector equation). 其 
中 Pa) 为 未 知 向 量 ,g(x) 为 已 知 向 量 ,而 
К' (2,8) = КЇ(Ё,х). 
这 里 K" 表示 转 置 矩 阵 . 相应 的 共 思 方程 组 为 
PAQ хуу К Yade =, ЕТ 
ХЕМ, М ДЕУ ИЛАШ ф(х), у(х), RE 
(Мф, у) = (@.N` y). (50. 3) 
定理 50.1.4 ”对 于 方程 组 (50. 2) 有 如 下 结论 : 
(1) 对 于 每 个 4 值 , 齐 次 向 量 方程 Np = 0 只 有 有 限 个 线性 无 关 
REIR REDEN 9 = 0 也 有 同样 个 数 的 线性 无 关 解 向 量 . 
(2) 如 果 齐 次 向 量 方程 Ne = 0 只 有 零 解 , 则 向 量 方程 (50. 2) 
对 于 任意 右 端 项 f(x) 都 是 惟一 可 解 的 ;如 果 齐 次 向 量 方程 N 9 = 
0 有 上 p 个 非 零 解 , 则 当 且 仅 当 f(x) 满足 : 
(fap)=0, j=1,,p 
时 ,方程 (50. 2) 才 是 可 解 的 ,这 里 WwW”,…,W”(zx) 是 方程 N w= 
0 的 所 有 线性 无 关 解 . 
(3) 当 p = 0 R}, Bp Nx = 0 只 有 零 解 时 , 则 存在 核 阵 K(z, 
的 预 解 核 矩阵 Н, C.E) ,此 时 方程 (50. 2) 的 解 可 写成 
Pa) = о Ансол 


当 刀 之 0 时 , 当 且 仅 当 (2) 中 的 条 件 满 足 时 ,存在 广义 预 解 核 矩 阵 . 
50.2 Volterra 积分 方程 组 


如 果 Fredholm 积分 方程 组 (50. 1) 中 的 Ki = 1, ,n) 满 
足下 面 的 条 件 : 
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Kii(z,6) =0, %а<хтх<#<5Ь; jl=1,%n, (50.4) 
就 有 如 下 形式 的 Volterra 积分 方程 组 : 
BAD |K Dp Ode = fi), j=l 
1-17 
(50. 5) 
或 写成 向 量 形式 : 
Pa) -afke DeD o, 60.6) 


其 中 P), fr) KEREK, E) 的 定义 同上 节 . 
定理 50.2.1 设 K(z,&) E: L, Volterra 核 矩 阵 , 则 对 任 一 L, 
向 量 函数 f(x) 和 任 一 值 ,向 量 方程 (50. 6) 有 惟一 的 L f 
@(z) = /(х) БАЈ, (а) БАЈ (z) +, 
其 中 


ою = Кеса н 102,65 
K”"(z,6 是 迭 核 , 按 方 阵 的 乘积 处 理 . 特别 地 , 齐 次 方程 

PD =A KEDD a<r<b, 
对 每 一 和 值 只 有 零 向 量 解 wp(z) = 0. 


50.3 一 类 Fredholm 型 积分 方程 


考察 积分 方程 
Іф = ф(х) + касова | к.с POLG 
= убо), (50.7) 


Ж г ROF HE ЖБ ЖЇН ШШ Ж.К (х,&,К,(х,&),/(т) 
都 是 下 上 的 点 z 与 的 已 知 函数 , 假 设 它们 有 界 可 积 . 
由 于 在 方程 (50. 7) 中 既 出 现 p(x) 于 积分 号 下 ,又 有 9Cz) 出 
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现在 积分 号 下 , 因此 不 能 照 平常 的 Fredholm 方程 去 做 : 我 们 令 
ф' (z) = ФО), HRG. D НВА 


pa) 二 | K Dede | Kad Fp (Ode = f(z), 


9° (х) +Í Ricz Spe de+ | KES Fp Ode = F). 


(50. 8) 
如 果 方 程 组 (50. 8) 的 解 P(z),9”(z) 满足 
g'(x) = pa), 
则 就 得 到 方程 (50. 7) ЮЖ. 

定理 50.3.1 Fredholm 定理 ”对 于 方程 (50.7) Ж. 

(1) 齐 次 积分 方程 Lp = 0( 在 狭义 下 ) 的 线性 无 关 解 的 个 数 是 
Ж.Н Ж T ЖЖ КУЛЖ 1.” ф = 0 的 线性 无 关 解 的 个 数 ， 
记 之 为 p. 

《2) 如 果 齐 次 积分 方程 Lp = 0 只 有 零 解 , 则 方程 (50. 7) 对 任 
意 的 右 端 项 f(x) 总 是 惟一 可 解 的 . 

(3) 如 果 齐 次 方程 Lo = 0 有 非 零 解 , 则 非 齐 次 方程 (50. 7) 当 
且 仅 当 右 端 函数 f) 满足 

Re(CF, 2) 一 0， j=1lre,p 
时 才 有 解 ,这 里 Y, p” (z) ЕНН Ж L ф = 0 的 所 有 
线性 无 关 解 . 
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51 Cauchy 奇异 积分 方程 


51.1 Cauchy 型 积分 


定义 51.1.1 ФО 定义 于 简单 光滑 曲线 工 上 . 若 对 工 

HERRA tot EA 

| pti) — plt) | <А |tt |, 0<2<1, 
这 里 A,4 都 是 确定 的 常数 , 则 我 们 称 фо) 在 L 上 满足 Holder 条 件 
(Holder condition); 称 А 为 H6lder 常数 (Ho6lder constant);A4 为 
Holder 指数 (H6lder index) jT g) Є HA). 

在 本 章 中 所 涉及 的 曲线 均 为 复 平面 上 的 简单 光滑 曲线 . 因而 ， 
今后 简单 光滑 曲线 工 就 简称 为 曲线 工 , 其 方程 为 

z = z(t) = z(t) + iy(t), a< t< 8. 

性 质 S1. 1. 2 对 曲线 L 上 满足 Hölder 条 件 的 函数 ,有 

D EH Є НКА), А] Ф) Е; 

(2) Же) Є НОА), | gG) |E HA); 

(3) E g(2) ,Wi 均 属于 HQ), 则 gG) + 900) ,ф(г) (OD, 
P/PO (在 此 40) Z 0) 均 属于 НКА); 

(4) 若 曲 线 工 包含 在 一 有 界 区 域内 ,p(t) € HA), MIHE 
0<g<à2,# pt) € НО). 

Ж Х 51.1.3 HO) 是 一 个 在 不 含 曲线 工 的 任何 有 界 区 域 
内 都 解析 的 函数 , 且 当 = = z+ 十 iy AL 的 任 一 确定 的 侧 趋 于 L 上 的 
任何 点 + 时 ,B(x) 的 极限 值 即 边界 值 存在 ,而 在 曲线 端点 附近 满足 
条 件 
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|@(z)|< B| z=—C |, 0<а<1, 
B 为 正常 数 .其 中 C 是 相应 的 端点 . 则 称 函 数 B(z) 是 以 工 ВК 
(间断 ) 曲线 的 分 区 解析 函数 (sectionally analytic function). 
如 果 当 | = | 充分 大 时 ,分 区 解析 函数 @(z) 有 如 下 展 式 : 
Ф(2) = azt ape +, а, 天 0， 
则 称 D) 在 无 穷 远 点 有 有 限 阶 (上 阶 ). 
定义 51.1.4 BO 为 定义 在 曲线 二 上 的 复 函 数 ,下 列 积分 


Фс) = 去 | as =EL， GLD 
称 为 以 pa) уу 的 Cauchy 型 积分 (Cauchy type 


integral). 

Cauchy 型 积分 给 出 了 以 工 为 跳跃 曲线 的 分 区 解析 函数 . 4 L. 
包含 在 有 界 区 域内 时 ,@(oo) = 0. 

定义 51.1.5 设 1 为 曲线 L 上 任 一 异 于 端点 a,hB 的 点 ,以 1 为 
中 心 ,充分 小 的 es > 0 为 半径 作 圆 C, £ L +” ЖП”. LRR 


t't ще он. А 


aif фо) 
?ті) отсе 
有 极限 , 则 此 极限 称 为 
Фо) = | PD € L (51.2) 


2л). т tdr’ 


的 Cauchy # 55 = Їй (Cauchy principal value) 或 Cauchy 奇异 积分 


(Cauchy singular integral) ; 
定理 51.1.6 #000) Є НСА), 1] (51.2) 的 Cauchy 积 分 主 值 
存在 , 且 
Ф) ра О Ë + I LD ear, 


t—a 2riJ z 一 上 
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其 中 mn 二 < 《理解 为 多 值 函数 In 二 在 沿 剪 开 的 平面 上 解析 ， 


且 在 无 穷 远 点 为 零 的 单 值 分 支 幕 工 左 侧 (相对 于 曲线 的 正 向 而 言 ) 
在 上 点 所 取 的 值 . 
定理 51.1.7 Coxouxuñ-Plemelj( EERE- 3 g) 定理 
设 在 曲线 L Бе) € HOQ)G € 工 ), 但 不 是 工 的 端点 . 则 Cauchy 
型 积分 (51. 1) 的 左右 边界 值 D G) 和 @ (0) 均 存 在 ,并 且 有 
Ф" (1) – Ф (t) = glt), 


Ф (0) +Ф (D = 1] 00) ar, 


mje T—t 

定理 51. 1.8 Plemeli-[[Ipusanos( 普 莱 姆 利 - 普 里 瓦 洛 夫 ) E 
理 ” 设 在 曲线 L 上 q(t) € HA), Cauchy 型 积分 (51. D 的 左 、 
右边 界 值 @ GO Ф (0) 除 曲线 工 的 端点 的 任意 小 邻 域外 ,满足 
Hölder 条 件 HO), АЖА < 1, у= А; ЩА = 168, v= 1—6, € 
为 任意 小 正 数 . 

定理 51.1.9 Poincaré-Bertrand 定理 (Poincaré-Bertrand 
theorem) е(т,т) 定义 在 LXL 上 ,并 对 两 个 变量 满足 Holder 
条 件 

| pin) — ptt) [SAL] n —t l +| z — z А). 
# t € L IBA E L 的 端点 , 则 有 


Í af PEM an == rga) + f anf at ie 


LT—t] т—т L (t— t)r — т) 


51.2 Cauchy 奇异 积分 方程 和 奇异 算 子 


定义 51.2.1 RAG), fH AKO, T) 分 别 在 曲线 工 和 工 X 
L 上 满足 Holder 条 件 ,下列 方 程 
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Ке = ADP) + трк ка, Коо = уо. r€ L, 


(51.3) 
称 为 Cauchy 奇异 积分 方程 (singular integral equation with 
Cauchy kernel) ;而 K 称 为 其 相应 的 奇异 算 子 (singular operator) , 
这 里 pa) 是 未 知 函 数 . 
(51. 3) 式 亦 可 写 为 


Ке = Аф) + оГ 20а | keD dr 


= f(t), z€ L, (51.4) 
其 中 
Ва) 一 天 (tt)， 


1 — K(t,t) 
Fet ` 


由 于 天 (z,z) 满足 Hölder 条 件 ,所 以 和 kat) 至 多 为 一 弱 奇 性 核 . 
定义 51.2.2 方程 


Кор = AGO + Pars fO, r€ L, GLD 


称 为 Cauchy 奇异 积分 方程 (51.4) 的 特征 方程 (characteristic 
equation); 而 К° 称 为 算 子 天 的 特征 算 子 (characteristic 
operator) ;A(t) ,B(z) 称 为 特征 算 子 的 系数 (coefficients). 
定义 51.2.3 在 (51.4) 中 , 若 系 数 4(D,B(z) 在 L 上 满足 条 件 
AA B) EO, tEL, 
则 算 子 K 称 为 正规 型 算 子 (singular operator of normal type). 
今后 所 讨论 的 奇异 算 子 均 假定 为 正规 型 算 子 . 
EX 51.2.4 ” 设 曲 线 工 是 闭 的 ,定义 整数 


A(t) – Ваи) 
ХЮ = l» OESO) К 


其 中 ,[ бте ИТ. 正 向 (对 于 闭 曲线 工 ,规定 其 正 向 为 沿 工 运 
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(2,7) = 


5,1, 所 围 的 区 域 始终 在 L 的 左 侧 ) 绕 曲 线 一 周 时 ,括号 中 的 函 
数 的 增 量 . x(K) 称 为 Cauchy 奇异 积分 算 子 K 的 指标 (index of 
the singular operator К). 
性 质 ”奇异 算 子 K 有 以 下 基本 性 质 : 
А, A <1, 
(1) # çG € HA), Wj Кф € HO), = 
1—є, А = 1. 
(2) EK, K: 为 两 个 奇异 算 子 , 则 乘积 天: = К.К. 也 是 一 奇 
异 算 子 .但 一 般 不 成 立 К.К» = K;K.. 
(3) (K, K, )K, = К,(К,К,). 
(4) x(K) = yx(K°). 
(5) x(K,K.) = y(K,) + x(K.). 
ЖХ 51.2.5 方程 
К(т,0) 


, 1 
К' = А(1) 400) „|, Da pdr= g(t), tEL, 


(51.6) 
称 为 方程 (51.3) 的 相连 方程 (associated singular integral 
equation); 而 奇异 算 子 K' ЖК 的 相连 算 子 (associated singular 
operator). 
相连 算 子 K 与 K' 之 间 有 如 下 关系 : 
(1) К) =— К). 
(2) (K,K,)' = К.К. 


(3) 对 任何 2,92 € НО) ,有 | окей = | pk ‘gar. 
定义 51.2.6 下列 在 Cauchy 主 值 意义 下 存在 的 积分 
去 | cot goas, 0<s<2r, (51.7) 


0 


称 为 Hilbert 奇异 积分 (Hilbert singular integral ) ;而 cot = 称 


为 Hilbert 核 (Hilbert kernel). 
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定义 51.2.7 ”下列 方程 


2x A ж 
А(5)Ф(5) + Bof cot < Sp(o)do + | kls,o) pl(o)do 
2х Јо 2 ° 
= f(s), 0<5<2лх, (51.8) 


称 为 Hilbert 奇异 积分 方程 (singular integral equation with 
Hilbert kernel). 

Cauchy 核 与 Hilbert 核 之 间 存 在 简单 关系 . 1 É RA ЖЖ 
曲率 的 简单 光滑 闭 曲 线 ,其 参数 方程 为 

t= t(s) = z(s) + iy(s), 0 < s < 2x. 
不 失 一 般 性 , 设 s 为 弧 长 参数 . 设 r 是 L 上 任 一 点 , 则 有 一 参数 值 o， 
使 t= 1(o), 于 是 有 
dr 1 0 一 


z = 5900" Sdo + Pl(s,0)do, (51.9) 
Ж Р(5,0) 为 其 变量 的 连续 函数 . 由 此 关系 可 把 Hilbert 奇异 方 
程 转化 为 Cauchy 积分 方程 来 研究 . 
51.3 Cauchy 奇异 积分 方程 的 解法 一 一 化 归 为 
Riemann 边 值 问题 的 解法 


定义 51.3.1 寻求 以 闭 曲线 工 为 跳跃 曲线 , 左 侧 和 右 侧 边界 
值 满足 条 件 
Ф (1) = GWP 0) +g), t€ L (51.10) 
的 分 区 解析 函数 的 问题 称 为 Riemann 边 值 问 题 (Riemann 
boundary value problem) ;这 里 G(i ga) EE L LÆ Hilder 
条 件 的 已 知 函 数 ,并 且 在 工 上 处 处 有 G(z) Z 0. 


定义 51.3.2 整数 x 二 下 i[in GO]. 称 为 Riemann 边 值 问 


题 (51. 10) 的 指数 (index of the Riemann boundary problem). 
先 考虑 齐 次 Riemann 边 值 问题 , 即 (51. 10) 中 дш) = 0G € L) 
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的 情形 . 设 闭 曲线 工分 复 平面 为 工 的 内 部 区 域 D- 和 外 部 区 域 D -. 
ЖУ 51.3.3 分 区 解析 函数 
a z€ Dt, 
X(z) = ЕУ _ (51.11) 
z ze, z€ D-, 
其 中 


1f In G()) 
2ті), т—2 


称 为 齐 次 Кіетапп 边 值 问题 的 典 则 解 (fundamental solution). 

当 X 宇 0 时 ,X(z) 是 齐 次 Riemann 边 值 问 题 的 一 个 特 解 , 它 在 
无 穷 远 点 有 X 阶 零点 .这 时 , 齐 次 Riemann 边 值 问题 的 一 般 解 为 

Blz) = Х(:)Р(=), (51. 12) 

其 中 P(z) 是 = 的 任意 多 项 式 , 它 的 次 数 由 分 区 解析 函数 BC(z) 在 
无 穷 远 处 的 阶 决定 . 

齐 次 Riemann 边 值 问 题 在 无 穷 远 点 处 等 于 零 的 解 对 于 
Cauchy 奇异 积分 方程 的 求解 具有 特别 意义 . 对 此 ,有 如 下 结论 . 

ЖЮ 51.3.4 WR x< MFK Rieman 边 值 问题 不 存在 
在 无 穷 远 处 为 零 的 解 ;如 果 x > 0, 则 该 问题 在 无 穷 远 处 为 零 的 一 
般 解 为 


T(z) = dr, 


@(z) = XCz)P。,(z)， (51.13) 
其 中 P, (z) 是 z 的 x 一 1 次 多 项 式 . 
下 面 讨论 非 齐 次 Riemann 边 值 问题 (51. 10) ,一 般 解 为 


_ X(z) gur. 
z) = і) СС у + ХОРО), (51. 14) 


其 中 X(Cz) 如 (51.11),P(z) ИН 
对 于 非 齐 次 问题 (51. 10) 在 无 穷 远 处 为 零 的 解 , 有 如 下 结论 . 
定理 51.3.5 Жу 0, 1051.10) 在 无 穷 远 处 为 零 的 一 般 
解 为 
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Хо) 
一 | ERE XOP). (51.15) 


2ri JL Xt (r)Xr— z) 


当 Xx 二 0 时 ,规定 Р, (2) 三 0; 若 x 过 0, 则 存在 在 无 穷 远 处 为 零 
的 解 的 充 要 条 件 是 ко) 满足 


| ED гат=0, п= 0,1,1. 


Øz) = 


L Х (т) 
当 此 条 件 满 足 时 ,(51. 10) 有 惟一 解 
_ X) g(Ddr 
P) = ai [= (005) 691.102 


特征 方程 (51. 5) 可 以 化 为 Riemann 边 值 问题 来 求解 . 设 曲线 
工 是 闭 的 ,并 且 (51.5) 有 和 解 p(t) € HA). 考虑 如 下 的 Cauchy 型 
积分 : 


Фи) = z 0) ае, ZEL, 


л. r— z 
则 由 定理 51. 1. 6 ,求解 (51. 5) 和 求 下 列 Riemann 边 值 问题 
я Ас) — BO) > ПО) R 
Ф D = OBO? O +A ТБ? t€ L (51.17) 
在 无 穷 远 处 为 零 的 解 是 等 价 的 . 


显然 ,方程 (51. 5) 的 指数 与 Riemann 问题 (51. 17) 的 指数 是 
相同 的 . 由 定理 51. 3. 5, 当 Xx 宇 0 时 , 边 值 问题 (51. 17) 在 无 穷 远 处 
为 零 的 一 般 解 为 


бе |, A TB cc ы >. 
К (51.18) 
由 此 ,可 求 得 (51. 5) 的 解 
pa) = Ф с)—Ф (0) 
woro- овор рашт 
+ Bo Dz) НД ОВ (51.19) 


ek 


其 中 


А0) = Ач) 


AG) — В) ° 
z0) = БМА — B) + 


[ „у A(T) — B(z) 
‹А(ю — B0) 
о} Lf Ln[r АВО], |. 
) 


2ri./ ri 


ва) 
А?) — B: (O ` 


B. (t) = 


34 x= 0 i}. P, (2) = 0. 
当 X 二 0 时 ,由 定理 51. 3. 5 知 方程 (51. 5) 有 解 的 充 要 条 件 为 


fG)r de _ f frd 
| no БОТО |, 2 Же 


当 此 条 件 满 足 时 , 方程 (51.5) 有 惟一 解 , 它 可 在 (51.19) + 
РЧ) = 0 而 得 到 . 

对 于 齐 次 方程 ,有 以 下 结论 : 

(1) ШЖ у> 0, 则 齐 次 方程 K"p = 0 恰 有 X 个 线性 无 关 的 解 


Вк) y 
AO- В?) ` 


nyl. 


@ (t) k= 0,1... 1. 


(51. 20) 
(2) ДЖ ХО. K'g 二 0 没有 非 零 解 .对 于 相连 方程 K"'yY = 
0, 有 结论 : 
如 果 x 二 0, 则 K°' = 0 RA |x| 个 线性 无 关 解 


ó (t) 


Ú 
k=O Xl (51.21 
© MRSM K y= 0 没有 非 零 解 .利用 特征 方程 (51. 5) 
的 解 , 可 有 如 下 的 Cauchy 反 演 公 式 (Cauchy inversion formula): 


1/ Dar = уч). (51.22) 

NJL TT—£ 

во = |, Ear (51.23) 
= ут = 
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51.4 Cauchy 奇异 积分 方程 的 解法 一 一 正则 化 
方法 


定义 51.4.1 若 对 奇异 算 子 K,, 存在 奇异 算 子 Ki, 使 得 
KiKsg = 0 RH Fredholm 方程 , 则 称 K, 为 K, 的 正则 化 算 子 
(regularizer). 

定理 51.4.2 К, К, 的 正则 化 算 子 的 充 要 条 件 是 它们 的 特 
征 算 子 的 系数 A;(1),B;(2)() = 1,2) 满足 

ADB HADBA =0, “€L. 

对 于 已 知 的 奇异 算 子 K: ,可 根据 上 述 条 件 来 具体 求 出 正则 化 
算 子 Ki. 显然 ,可 以 直接 验证 , 算 子 K*"" MK” 都 是 算 子 K 的 正则 
化 算 子 .此 外 , 若 Ki 是 天: 的 正则 化 算 子 , 则 K, 也 是 K, 的 正则 化 
算 子 . 互 为 正则 化 算 子 的 两 个 奇异 算 子 的 指数 绝对 值 相等 而 符号 
相反 . 

设 奇异 算 子 民 是 奇异 算 子 K 的 一 个 正则 化 算 子 , 将 民 作 用 于 
式 (51.4) 两 端 ,就 得 到 一 个 第 二 类 Fredholm 积分 方程 : 

ККф = Ёр, teL (51.24) 

显然 , 式 (51. 4) 的 任 一 解 均 是 (51. 24) 的 解 , 但 反 过 来 不 一 定 
成 立 . 但 如 果 我 们 找 出 (51. 24) 的 所 有 解 , 则 (51. 4) 的 所 有 解 也 可 
找到 . 对 于 这 两 个 方程 的 关系 ,有 Bekya( 维 库 阿 ) 等 价 性 定理 . 

定理 51.4.3 Векуа 定理 ”Cauchy 奇异 积分 方程 (51. 4) {Н 
存在 一 个 在 一 定 意义 下 与 其 等 价 的 第 二 类 Fredholm 积分 方程 . 

这 种 用 正则 化 算 子 把 奇异 积分 方程 化 为 Fredholm 积分 方程 
求解 的 方法 , 称 为 正则 化 方法 (regularizing technique). 一 般 常用 
K” WK” 来 求解 . 

й 考虑 方程 (51.5) PAG) =a,B(O =0 均 为 常数 的 情形 . 
方程 转化 为 
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афо) +Ë Ef a= fo, tEL, (51.25) 
这 里 工 为 闭 曲线 . 
И Кр афо) — а 全 dr 作用 到 (51. 25) 两 端 ,得 到 


аар + 2 tf, Par] 


b dr ,bf çG) 
|, === асо) + ‚|, кагар dn] 


т. 
(т 
= ар) – sj LDar, 
应 用 定理 51.1. 8, 得 
(at =p) = af(D 二 far, 
因此 ,方程 (51. 25) 的 解 为 


а b f 
gD = 70) — | dr. 


L t—t 


51.5 Cauchy 奇异 积分 方程 的 基本 定理 


定理 51.5.1 Noether(E. 诺 特 ) 定理 
(1) Cauchy 奇异 积分 方程 (51. 3) 的 齐 次 方程 


Ke = АО) 0) +L L „коо 


ажи хи. 
(2) 方程 (51. 3) 有 解 的 充 要 条 件 是 
КОО =0, j=1,2,-.,ËE0 


Kh $ G) 为 相连 齐 次 方程 K'y = 0 的 解 . 
(3) 设 X 是 奇异 算 子 K 的 指数 , 又 A, 分别 为 齐 次 方程 
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2219004 = 0, t€ L 


Ke = 0 与 相连 齐 次 方程 K'Y = 0 的 线性 无 关 解 的 个 数 , 则 k — 
к = yx. 
Ж 51.5.2 (1) 对 于 Cauchy 奇异 积分 方程 组 
Улоо +4 D Kyla) (rdr 


z 一 上 

= f, (t), k=1,2,- n. t € L. (51.26) 
34 det[A(2) + В(2) ) 50, де А(2) — В) 520,2 € Lht , Noether 
定理 仍 成 立 .方程 (51. 26) 的 指标 为 


х= zi {ln[det(A — B)] — In[det(A + B)]},, 


其 中 A(1) ,KGz,7) 分 别 是 矩阵 A), (К, (т), W ВО) = 
Кат). 

(2) 对 第 二 类 Fredholm 方程 而 言 , 复 平面 上 任 一 点 或 者 为 
它 的 特征 值 ,或 者 为 它 的 正则 值 ,并 且 复 平面 上 任何 有 限 点 都 不 是 
它 的 特征 值 的 极限 点 . 对 奇异 算 子 K ARATE. 曲线 Ас) 十 
ABG) = 0 ë A(z) —AB (2) = 0 上 的 点 都 是 K 的 谱 点 ,并 且 它 的 每 
一 有 限 点 4 就 是 谱 点 的 极限 点 . 
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52 Wiener-Hopf 积分 方程 


52.1 函数 的 因子 分 解 


引入 函数 空间 12(— со, + co) 的 两 个 子 空间 L ML 如 下 : 
Li= (g€ 大 ( 一 co, 十 co):F(p) = 0,520}. (52.1) 
其 中 F 为 函数 p 的 Fourier 变换 


йт 
Е(ф) = +f **ф(х)ах. (52.2) 
Jar: 
空间 12(— со, +оо) 为 子 空间 Li 5 L: 的 直 和 , 即 
І? (— оо, +оо) = LRL. (52. 3) 


对 任 给 的 函数 PE 120 со, оо), 3 АМ Ф. (х) 和 
p- (=) 如 下 : 


p: (z) = Hezi н], (52. 4) 
ДФ H(p) H oh Hilbert 变换 
17 go 
нф = ST Bay, (52. 5) 


性 质 ”对 Hilbert 变换 ,下 述 关系 成 立 : 
(1) H(H(@)) =— $; 
(2) H(p) =— H(@); 
(3) F(H(@)) = і sgnsF(@). 
因此 ,关于 e. (z) 有 下 述 关 系 
0. s> 0, 
Е(ф.) =o. +26 (52.6) 
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Еф, s>0, 
Еф) =)? М (52. 7) 
0, 5<0, 


故 gp. € 于 .这 样 ,对 任 一 函数 YE 二 (一 c, 十 co), 可 把 9 惟一 地 
分 解 为 
P = Ф.+@-. (52. 8) 
例 52.1.1 求解 积分 方程 


gz) 一 af #074 = = f(a), 


其 中 flr) Є L’ (一 co, + eo). 
解 ”由 (52.4) 及 (52.8), 可 把 原 方程 写成 
p+ p-+i Alp p-) = fat f- 
或 
A +i Dg f= (1—5 A)p-+ f- 
利用 (52. 3) 得 
(1+1А)ф.— f.= 0, 
GQ—ibe— f = 0. 
щл iB, ЕГО 


z _ f+AH(D 
p= i P 


定理 52.1.2 Rgp) € Li. FERRA a(z)(z = z+ iy), 
Щ y> онт. Ҳу 0 BE Sk а(х) (г) € 15; Ж Жаб) fE 
上 半 平 面 (y 2 0), = = £+im 处 有 一 n 阶 极点 , 则 对 适当 的 
常数 ai ,az ，…， a, 有 


а(х)ф(\х) 一 È зв Е == € L. 
xf L 也 有 类 似 的 结论 . 


Cauchy 型 积分 
аә) = = [7 #04. (52.9) 
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定义 了 一 个 以 实 轴 (y = 0) ВК R hI A K ЖЕ ВТ РЕЖ ох) ,并 
且 其 左右 边界 值 (曲线 正 向 沿 zx 轴 正方 向 ) 可 由 (52.7) 给 出 
ШТ: 


+ (+4 (z) =iH(9), 
Еа дыр (52. 10) 
q' (z) —q (z) = glr). 
此 外 ,对 于 9 (z) Ууд (z) 有 
0, >o, 
РС (z)) = I (52.11) 
Е(Ф), 5<0, 
一 F(p)， 0, 
ЕС (z)) = у>. (52.12) 
0, s<o. 


A qt (x) € L:. А 

下 面 给 出 函数 的 另 一 种 因子 分 解 . 

ЖЮ 52.1.3 Ü p (z) 满足 

Jim p(z) = 1, lim ln p(z) = 0, lim In р(х) = 0, 
В. In р(х) € 12(— оо, +ee). ДИЕ ARAR q(z) 3 y 0 
时 为 解析 的 ,并 使 得 
р(х) = q (х)/4 (z), (52.13) 

eh д (z) = limq(z) 分 别 为 q(z) 在 у = 0 上 的 左 、 右 边界 值 . 


证 明 在 (52.9) 中 取 ф(х) = 一 Inp(z), 则 可 定义 gr (z) 和 
q (z) 如 下 : 
—In р(х) = Inq'—Inq', 
—i H(Inp) = In +n q”, 
In q(z) = =Í zhp д, 
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(52. 14) 


由 关于 In р(х) 的 假设 , (52. 14) 定义 了 这 样 一 个 分 区 解析 函数 
ln q(z) ,其 边界 值 为 
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q (z) = exp 4 i~ iHUn ружа р). (52.15) 
从 而 (52. 13) 得 证 . 
例 52.1.4 ЖЕЙ 
_ z: +a 
ра) = т 


的 形 如 (52. 13) 的 因子 分 解 . 
解 ”显然 所 给 的 函数 рО) 满足 定理 52.1.3 的 条 件 , 由 性 
质 有 


, Кеа > 0 


Е(Н‹(їп р)) = і sgn sF (ln р). 


而 
Fin р) = edz 
ys = seua, 
故 得 


F(H On p)) = і ут (е! е )/s. 
上 式 两 端 取 Fourier 逆 变 换 得 


五 (ln p) = 2(arctan £ — arctan +), 


于 是 由 (52. 15) 得 


+ ы 22 06 Ор. = z-i 
ф (z) = zl Напр) } 215, 
q (z) = VCaJexp{ 一 二 HClnp)} = 1-0, 


52.2 Wiener-Hopf 方法 


本 节 讨 论 下 列 Wiener-Hopf 方程 
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ez) 一 | K(z 一 y)9(y)dy = Рб). fCz) Є 12[0,9о) 
(52.16) 
的 求解 问题 . 
定义 52.2.1 Efn =- [n 0- VAF 002 , 称 为 
方程 (52.16) 的 指数 (index of the Wiener-Hopf integral 
equation). ЖЕ! (K) RR K H Fourier йл, С 1 表示 
自 变量 zx 从 一 ce ЖЕЙ] + со 时 ,括号 中 的 函数 的 增 量 , 
我 们 分 3 种 情况 , 即 n = 0,n 二 0,n 过 0 来 讨论 . B G phe n = 
0 的 情形 . Ç 
p(z) = fGa)=0, <0 (52.17) 
бй Г KGzr 一 y)2(y)dy， r<0, 
0, х2 0, 
则 可 以 把 方程 (52. 16) 扩充 到 (一 co, + co) 上 为 


ga) - [ка еду = f(z) + glx). (52.19) 
RK) € L2(— оо, + so), # BE pg 都 属于 工 :( 一 co， 
十 co). 此 外 还 假定 | | KC) | dz < ос, RIX (52. 19) 两 端 到 


Fourier 变换 并 利用 卷 积 公式 得 
Е` (9) 一 V2rF'(K)F (p) = F' (f) + F' (д), 
或 写成 


(52.18) 


pl)F’ Сф) - Е‘ (f) = F` (g), (52.20) 
其 中 bs) = 1— VaxF* (KR),F*(*)= ЕС). 
H (52.17) 和 (52.18)〉 知 ,F* (9),F*(f) 均 属于 L, m 
F' (g) € LÈ. 所 以 (52. 20) 可 写成 
PFE (ф) — F: (f) = Е; (g). (52.21) 
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利用 关于 K 的 假定 和 Riemann-Lebesgue 定理 得 


lim F* (K) = 0, 
所 以 ,我 们 可 以 定义 ln p(s) 使 得 下 式 成 立 : 
lim р(5) = 1, lim In p(s) = 0, lim ln p(s) = 2nīi. 


(52. 22) 
但 已 设 n = 0, 故 由 定理 52. 1. 3 得 
p(s) = ф (s)/q' (s), (52. 23) 
ЖФ д (s) 由 (52. 15) 给 出 .将 (52. 23) 代入 (52. 21) 得 
q F: (Фф) —q* F: (f) = Ф F: (д). 
对 于 已 知 函 数 of F' (f) 进行 52.1 节 中 的 分 解 , 上 述 方程 可 化 成 
q F: (Фф — (qt F: (р) = (Е (Р). Бф F: (д). 
由 定理 52. 1. 2, 上 式 左 右 两 端 均 为 零 ， 
q F: (ф) —(q* F: (р)) = 0. 
(q' F: (f)).+- Fi (g) = 0, 
Bl F: (д) = (4 Е (Р) /gqg. 但 因 F: (9) = F (@), F: (р = 
F* (了 /) ,最 后 得 到 
(д Е" z 
= — 
这 一 解 是 方程 (52. 16) 在 n = 0 时 的 惟一 解 . 
例 52.2.2 求解 方程 


9(7)— [е op(y)dy = f(x). 
° 


(52. 24) 


2А 
С?т (1+ 9) 


代入 前 面 的 式 子 ,p(s) = е за? = 1 — 22, Щ Ке (а) > 0, Bl! 


解 K(xz 一 y) = Ае”, Е' (К) = 


А 4[ 诗 ' 一 “) 时 ,由 例 52.1.4 得 
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p(s) = q` (CS)/9 (5), 


其 中 
q (s) = (s—ia)/(s—i, 
q (s) = (s+ i)/(s+ ia). 
后 , 求 得 方程 的 解 为 
А 5 
Ф 2х) = fGa) + ev f(y)dy 
ЛЕ) 
ЛОТА 1) as e/a, 
(ydy, >0. 
ET Кы а 


下 面 我 们 来 考虑 指数 n < 0 时 方程 (52. 16) 的 情形 . 
(1) 考虑 齐 次 Wiener-Hopf 积分 方程 


р(х) —[ ke- Wo dy = 0. (52. 25) 
А 


此 时 (52. 21) 变 为 
pF: (@) = F: (g). 
由 于 (52. 22) Җ n < 0, 故 不 能 直接 应 用 定理 52. 1. 3. 
引入 函数 
t(s) = (+—1)/(5-+Е1). (52. 26) 
容易 证 明 т^(5)р(5) 满足 定理 52. 1. 3 的 条 件 , 故 可 以 把 它 分 解 成 
9 (s)/g*(s) 的 形式 . 从 而 得 到 
q (s)F` (p) = r'(s)qt* (s)F; (g). (52.27) 
34 n < 0 Bf,r'(s) 在 上 半 平 面 有 一 个 | n | 阶 极点 . 但 由 定 
理 52.1.2, 可 适当 选取 常数 a ,az Qi ,使 下 式 
ini [nl 


T ФЕ: р — Dr) HF: (0) — >> у 


кп ОЙ Сау 


的 右 端 属于 二 ,并且 左 端 属于 L. 从 而 可 得 到 


.` а, 
кыра ы FOS GD? 
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ч а 
е) е] (52. 28) 


显然 , 当 n 二 0 时 , 齐 次 方程 (52. 25) 有 | п | 个 线性 无 关 的 解 ， 
(2) 非 齐 次 方程 的 情形 
在 (52. 20) PWR r (s) HH т'(з)р(5) 分 解 成 g- (5)/ q: (S) 
的 形式 . 则 (52. 20) 成 为 
q (Е (g) — r'(s)q* (FE (f) = r'(s)q* (s)F: (g). 
(52.29) 
EARNAN” — слу 0006 (ОЕ ОО 分 解 成 两 
项 之 和 ,得 
ы 
g СӘЕТ (@) —(т'(\{' (ЮЕ? (0)-— > — 
n| 
= EO OF MO OF (2) У туг 
适当 选取 常数 w(& = 1,2,…, | n 1), 可 使 上 式 左 端 属于 L2 , 右 端 
属于 L. 018 


p= F — [to VF: -+ x zayl! 


(52. 30) 
因此 , 当 n < 0 时 , 非 齐 次 方程 有 解 , 但 不 惟一 . 

我 们 再 来 考虑 之 0 的 情形 : 

(1) 齐 次 方程 的 情形 , 当 n 二 0 BR," (s) 在 上 半 平 面 内 解析 ， 
因而 (52. 27) 左 端 属于 L: , 右 端 属于 Li. 从 而 得 F' (Фф) = 0, Вр 
9 = 0. 即 齐 次 方程 (52. 25) 当 > 0 时 只 有 零 解 . 

(2) 非 齐 次 方程 的 情形 ,(52. 16) 有 解 的 充 要 条 件 是 其 自由 项 
f(z) 与 (52. 16) HEF KHE 


wD |, KG Dply)dy = 0 (52. 31) 
Ñ 
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的 每 一 解 WKz)E 12[0,со) 相 正 交 . 此 时 非 齐 次 方程 有 惟一 解 


gaz) = F| prO OF СРЈ. |. (52. 32) 


52.3 Wiener-Hopf 积分 方程 的 基本 定理 


设 Wiener-Hopf 方程 (52. 16) 的 核 K(z — у) 满足 下 列 条 件 : 
p(s) = 1— VarF* (К) #0, 一 co < s< оо, 

则 有 如 下 的 基本 定理 . 

定理 52.3.1 Noether 定理 

(1) 齐 次 方程 (52. 25) 和 与 之 相应 的 共 堪 齐 次 方程 (52. 31) 
在 L*[0,co) 中 只 有 有 限 个 线性 无 关 的 解 . 

(2) 非 齐 次 方程 (52. 16) Æ 1210.0) 中 有 解 的 充 要 条 件 是 自 
由 项 f(x) 满足 

[ложа жб. peed ado] 

EP AG = 1.2.…, | n D EE (52.31) 的 所 有 线性 无 关 解 . 当 
(52.16) лові, ЕЖ f(x) € 12[0,со) 都 可 解 . 

(3) RL 分 别 表 示 齐 次 方程 (52. 25) 和 (52. 31) Æ 12[0,со) 
中 线性 无 关 解 的 个 数 , 则 /一 ”一 并 

注 52.3.2 (1) 关于 Міепег-Норї 方程 的 Noether 理论 同样 
适用 于 Wiener-Hopf 方程 组 . 

(2) 曲线 和 = /@тЕ(К (х))(– оо < х <+ оо) 上 的 任何 一 


这 和 Fredholm 方程 是 不 同 的 . 
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53 ” 非 线性 积分 方程 
53.1 Fredholm 型 非 线 性 积分 方程 


考虑 下 列 Fredholm 型 非 线性 积分 方程 
ga) = жю + F[z,yvg(y)]dy， (53.1) 


其 中 是 参数 ,p(x) 是 变量 x E [a ,b] 的 未 知 函 数 . 
定理 53.1.1 fx) 是 [a.6] 上 的 实 连续 函数 ,F(x,y,wu) 是 
х,у € [a,b] fi u € [p,qj 的 连续 函数 ,关于 满足 Lipschitz 条 件 : 
| Е(х,у,и,)— Е(х,у,и;) |< k | u — u: |, 
其 中 p,q K k > 0 均 为 常数 . 此 时 存在 常数 m ,ma K M > 0,48 
ту < f(z) < m; , K | ЁЕ(т,у,и) |< М.Ж p < m < m. < 
gq. 则 当 参 数 A 适合 条 件 


ГД 9 — т 1 
А I< min GD: MG 二 ao р] 


时 ,方程 (53.1) 有 惟一 连续 解 , 这 个 解 可 用 逐次 逼近 法 求 出 : 
ф(х) = f(z), 


@, (=) = fa) +2| F Lzy pa 09209, n2> 1, 
并 且 函 数列 {9, (с) ) 绝对 一 致 收敛 到 方程 (53. 1) ЮЖ. 


53.2 Volterra 型 非 线 性 积分 方程 


考虑 如 下 Volterra 型 非 线 性 积分 方程 : 
ф(х) = еэ + A| Fizy goas (53.2) 
+ 985. 


定理 53.2.1 设 f(x) 是 定义 在 [a,5b] 上 的 已 知 实 连续 函数 ， 
F(z,y,u) Ж х,у € [ab] flu € [p,qj 的 连续 函数 , 且 关 于 满 
Е Lipschitz 条件. 这 里 p,q 为 常数 , 则 存在 常数 mi ,ms 及 M0， 
@ m < f(z) < m, | F(z,y,u) |< М.Ж p< т < m, < 
q. АЧА 满足 条 件 


Là I< minl 5 тр. q =] 


M(b—a) Ма) 


时 ,方程 (53.2) 有 惟一 连续 解 . 可 由 如 下 迭代 得 到 
Фб) = fG), 
pala) = f АЈ Еау ОО). n>, 


Н.{ф„(х)} 绝对 一 致 收敛 到 (53. 2) 的 解 . 
例 53.2.2 求解 积分 方程 


pa) = Аа + [pF }ду. 


解 ”逼近 法 可 求 出 
ф(х) = 0, 
ф(х) = А, 


@ (z) =k +Ë, 


1 3 1 
@ (z) = а + з (Ar) +040) 十 了 15) , 


另外 ,也 可 用 初等 方法 求 出 其 精确 解 为 
ф(х) = їап(Ат). 
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53.3 Hammerstein 型 非 线 性 积分 方程 


在 非 线 性 积分 方程 中 , 研究 较 多 的 是 下 列 的 Hammerstein( 哈 
默 斯 坦 ) 型 积分 方程 (integral equation of the Hammerstein type) 


1 
glr) -| KCz,y)FLy,p(y)]dy， хЄ [0,1], (53.3) 
° 


EH K(z,y),F(y,u) 为 已 知 函数 . 
定理 53.3.1 PKO, y) 是 连续 实 对 称 正 核 ,F(x,u) 连续 
并 满足 如 下 条 件 : 


(1) 存在 p 守 2, а(х) 20, alz) € | 
0, 使 得 


1 
> q 
| Е(х,и) |< а(х) +b | и |. 
(2) 存在 0 二 7 二 2, blr) E L, (zÀ) € 2, О<а<л, 
使 得 
[Fed < b Ho | и Г + сл), 


其 中 是 积分 算 子 Ko = [i Kygo 的 最 小 特征 值 . 则 方 


程 (53. 3) Æ L° 中 至 少 有 一 解 . 

定理 53.3.2 Bk, y) 为 连续 实 对 称 正 核 ,F(z,u) 连 
续 , 并 且 存 在 0 二 7 过 1, blr) E L”, c(a) € PR 0<a <À (А, 
同上 ), 使 

| F(x,u) |<а | и |+ b(=z) | и | + c(z). 

则 (53. 3) 在 L° 中 至 少 有 一 解 . 

定理 53.3.3 ”如 果 对 任何 固定 的 zxE [0,1],Е(х,и) Жий 
非 减 函数 , 则 (53. 3) 至 多 有 一 解 . 

Ж 53.3.4 ША 为 实数 ,如 果 对 任意 给 定 的 es> 之 0, 都 存在 实数 
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à 及 函数 9, 满 足 积分 方程 (53. 3) E4 [А-А |<є,0< Ф| < е. 
lol 表示 在 所 属 空间 的 模 . 则 称 A, 是 方程 (53. 3) H A (bifurcation 
point). 

ЖЕЙ 53.3.5 设 核 K(z,y) 为 实 对称 连 续 核 ,X%。 是 KCz,y) 
的 线性 算 子 Ке = [колуу 的 特征 值 . 又 设 (53. 3) 中 的 


Е(х,и) 满足 F(z,0) = 0,F(z,u) 关于 uk WERTH 3 为 


奇数 ), 且 
дЕ(х,0) _ 1 F(x, 0 = a t: = 25 'Е(х,0) =0 
ди те ди? диб! I 
对 任 给 的 > € (0.1). EGO 20, 
1 F(z,0) 
gw) = р, х Є [0,1], 
则 有 如 下 结论 : 


(1) 车 是 K 的 奇数 重 特征 值 ,g(x) 二 0,x E [0,1], 则 和 是 
(53.3) WRA, BFE £> 0,6 志 0, 使 得 对 任 给 XE€ (ho ,十 6)， 
都 存在 Фф. O< | e | < е, 


1 
(ж) = af Kla, y) Fly pi (y)dy. (53.4) 
i 


(2) ЖА 是 & 的 奇数 重 特征 值 ,g(z) > 0,х € [0,1]. NJ A, E 
(53.3) 的 歧 点 ,并 且 存在 > 0,6 > 0, 使 得 对 任 给 和 € (А —8, 
4,) ,都 存在 多 ,0< || e || < є, Е (53.4). 

(3) # À 是 K 的 偶数 重 特征 值 ,g(x) > 0,z € [0,1], А 是 
(53.3) 的 歧 点 ,并 且 存 在 > 0,8> 0, 使 得 对 任 给 AE G(X 一 6,%)U 
Ao sdo 十 9) ,都 存在 多 ,0 到 | ‹ф | < є, #053. 4). 

定理 53.3.6 #053.3) 中 的 核 K(z.y) 为 实 对 称 连续 正 核 ， 
F(z,u) 关于 连续 ,F(z,0) =0,Е,(х,и) 关于 w 连 续 , 存 在 a(x) € 
Leo ( 力 之 2), 及 常数 0 之 0, 使 得 
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| F(z) [< а(х) +b | u |°, 
则 线性 积分 算 子 
By = Гао.) 
А 


的 每 一 特征 值 都 是 (53. 3) 的 歧 点 . 


° 989 • 


附录 
中 文 一 外 文 名 词 索引 


А 


АІС 准则 / Akaike information criterion 37. 3. 1 
阿 贝 尔 变换 / Abel transform 44.5.3 

阿 贝 尔 第 二 定理 / Abel second theorem 18.3.9 

阿 贝尔 第 一 定理 / Abel first theorem 18.3.2 

阿 贝尔 积分 方程 / Abel integral equation 48.3.1 
БИА ЖЖЖ: / Abel test 4.1.43 4.2.2 10.2.7 
阿波 罗 尼 奥 斯 贺 / Apollonius circle 20.3.3 

阿 基 米 德 有 序 域 / Archimedes ordered field 1.7.7 
埃 尔 米 特 方程 / Hermite equation 24.4.4 
埃 尔 米 特 核 / Hermite kernel 47.4.7 

埃 米 尔 特 矩 阵 / Hermite matrix 28.3.1 

爱 丁 顿 张 量 / Eddington tensor 6.2.5 

爱 因 斯 坦 求 和 约定 / Einstein summation convention 6.1.7 
Ë / saddle point 25.2 


白 噪 声 / white noise 35.6.1 
伯 努 利 不 等 式 / Bernoulli inequality 1.1.2 
伴随 系统 / associated system 33.3 
包 络 / envelope 22.3.1 
保 角 映射 / comformal mapping 20. 2. 11 
保守 场 / conservative field 13.2.4 
ЕЯ Е / Bertrand test 4. 1. 30 
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贝 蹇 尔 不 等 式 / Bessel inequality 4.4.9 
贝 塞 尔 方程 / Bessel equation 24.4.4 

本 性 奇 点 / essential singularity 18.1 18.6.7 
本 征 函数 / eigenfunction 24.9 43.2.1 

本 征 值 / eigenvalue 43.2.1 

本 征 值 问题 / eigen value problem 24.9 

比较 原理 / comparison theorem 45. 2.6 

闭 包 / closure 7.1.20 

闭 集 / closed set 7.1.20 

闭 区 间 / closed interval 1.2.1 

闭 域 / closed region 15.8.9 

边界 / boundary 7.1.13 

边界 条 件 / boundary condition 41.2 

边 值 问题 / boundary value problem 21.2.2 41.3.3 
变量 可 分 离 方程 / separable equation 22.1.1 
遍历 性 / ergodic property 35. 11.6 

标 积 / scalar product 14.2.2 

标量 场 scalar field 13.1 

标量 三 重 积 / scalar triple product 6.2.2 
标准 型 / canonical form 41.4.4 

波 尔 查 诺 -~ 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 / Bolzano-Weierstrass theorem 15. 4. 12 
不 变性 原理 / principle of іпуагіапсе 32. 3. 12 
不 等 式 / inequality 1.1.2 

不 定 积分 / indefinite integral 3.1.1 17.3.4 
不 稳定 结 点 / unstable node 25.2 


С, 半 群 / Co-simigroup 46.3.1 
Co 收缩 半 群 / С, contraction semigroup 46.3.1 
采样 定理 / sampling theorem 35.11.5 
参数 变易 法 / variation of parameters 24.3 
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参数 方程 / parametric equation 15.8.1 

叉 积 / cross product 6.2.1 

常 微分 方程 / ordinary differential equation 21.1.1 
常 正 / positive semidefinite 25.4.1 

超 曲面 / hypersurface 7.2.8 

持续 激励 信号 / persistence of excitation 35. 11.1 
初始 条 件 / initial condition 41.2.1 

初 值 问题 / initial value problem 21.2.2 41.3.2 
传递 函数 阵 / transient function matrix 33.2.3 33.4 
纯 虚 数 / риге imaginary numbers 15.2.4 


D 


达 布 和 / Darboux sum 3.2.2 
达 布 微分 中 值 定 理 / Darboux mean value theorem for derivatives 2.2.2 
ЗЕЙД КЕЖЕ}: / D'Alembert ratio test 4.1. 18 
达 朗 贝尔 公式 / D'Alembert formula 43.1 
代数 重度 / algebraic multiplicity 28.1.1 
带 形 域 / strip-like region 16.5.2 
戴 德 金 方 法 / Dedekind method 1.1.1 
单 侧 曲面 / nonorientable surface 12. 8.1 
单纯 矩阵 / simple matrix 28.1.4 
单调 性 定理 / theorem of monotonicity 45.2.9 
单 复 变 函 数 / function of a complex variable 15.1 
单 极点 / simple pole 18.6.7 
单 连通 区 域 / simply connected domain 11.4.10 13.2.8 
单位 正 交 基 / unitary orthogonal basis 6.1.6 
单 叶 的 / single sheet 16.5.3 
单 值 性 定理 / monodromy theorem 18.5.6 
导数 / derivative 2.1.1 9.1.1 9.2.2 
典范 形 / canonical form 33.7.1 
德 ， 莫 弗 公 式 / De Moivre formula 15.3.6 
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等 比 数列 / geometric sequence of numbers 1.2.12 
等 差 数列 / arithmetic sequence of number 1.2.12 
等 度 连 续 С, 半 群 / equicontinuous C, semigroup 46.3.2 
等 倾 线 / isocline 26.1 
等 势 面 / equipotential surface 13.1.1 
等 值 面 / level surface 13.1.1 
等 值 线 / level curve 7.2.10 
狄 利 克 雷 问题 / Dirichlet problem 43.4.6 
狄 利 克 雷 - 约 当 判 剑 法 / Dirichlet-Jordan test 4.4.15 
狄 尼 定理 / Dini theorem 4.4.16 
POE ЖЖ / Dini test 4.2.2 
递 推 辅助 变量 法 / recursive instrumental variable 36.9 
递 推广 义 最 小 二 乘法 / recursive generalized least squares 36. 11. 3 
递 推 极 大 似 然 法 / recursive maximum likelihood 36.12 
递 推算 法 / recursive algorithm 36.2 
递 推 增 广 最 小 二 乘法 / recursive extended least squares 36.10 
递 推 最 小 二 乘法 / recursive least squares 36.3 
递增 o -代数 序列 / increasing sequence of o-algeba 32. 4.1 
典范 形 / canonical form 33.7.1 
典 则 解 / fundamental solution 51.3.3 
点 积 / dot product 6.1.6 
Ж / iterated kernel 47.4.2 
定 积分 / definite integral 3.2.1 
定 积分 估 值 定理 / estimation theorem for definite integral 3. 2. 11 
定义 域 / domain 1.2.1 
独立 同 分 布 的 随机 序列 / independent and identically distributed sequen 
35.5.1 
度量 空间 / metric space 14.5.4 
度量 张 量 / metric tensor 14.5.4 
对 称 / symmetry 15.3. 10 
对 称 核 / symmetric kernel 47.4.8 
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对 称 原理 / reflection principle 18.5.8 

对 称 张 量 / symmetric tensor 6.1.8 14.2.12 

对 偶 空 间 / dual space 14.2.2 

对 偶 性 / duality 33.6.8 

多 连通 域 / multiply connected domain 11. 4. 10 

多 重 时 间 尺 度 法 / multiple timescales method 26.2.1 


E 
二 次 曲面 / quadratic surface 7.5.2 
F 


发 散 / divergence 15.6.3 
БРА / inverse function 1.2.3 9.3.1 
范 数 / norm 4.4.1 6.1.9 7.1.2 
范 数 的 相 容 / compatibility of the norms 27.3.7 
方程 的 阶 / order of partial differential equation 41.1.2 
方向 导数 / directional derivative 8.4.1 9.2.16 
仿 射 变换 / affine transformation 13.6.1 
裴 波 那 契 数列 / Fibonacci sequence of numbers 1. 2. 14 
费 马 微 分 中 值 定理 / Fermat mean value theorem for derivatives 2.2.1 
费 希 尔 信息 阵 / Fisher information matrix 32. 3.5 
非 线 性 积分 方程 / nonlinear integral equation 47.1.4 
分 部 积分 法 / integration by parts 3.1.2 3.2.21 
分 界线 / separatrix 26.1 
分 区 解析 函数 / sectional analytic function 51.1.3 
分 支点 / branch point 16.6.1 
弗 雷 德 堆 姆 积分 方程 / Fredholm integral equation 47.1.7 
弗 雷 德 堆 姆 行列 式 / Fredholm determinant 49.4.2 
弗 雷 德 霍 姆 择 一 性 定理 / Fredholm alternative theorem 49.3.2 
辐 角 / argument 15.1 15.2.6 
辐 角 原理 / principle of the argument 19.3.5 
+ 994 s 


复 平面 / complex plane 15.1 15.2.4 

复 球面 / complex sphere 15.5.3 

复 势 / complex potential 20. 7. 16 

复数 / complex numbers 15.1 

复数 列 / sequence of complex numbers 15.6.1 
傅 里 叶 - 贝 塞 尔 变换 / Fourier-Bessel transform 44. 5.1 
健 里 时 变换 / Fourier transform 44.1.1 

傅 里 叶 级 数 / Fourier series 4.4.3 

傅 里 叶 逆 变换 / inversion of Fourier transform 44.1.2 
傅 里 时 系数 / Fourier coefficients 4.4.3 

赋 范 张 量 空 间 / normed tensor space 14.5.2 

覆盖 / cover 7.1.42 16.2.8 


G 


КТА / inequality of Girding 46.2.9 
高 斯 定理 / Gauss theorem 13.3.5 

高 斯 判 化 法 / Gauss test 4.1. 32 

格林 公式 / Green formula 12.5.2 45.1.3 

格林 函数 / Green function 13.8.12 24.8.2 45.1.1 
共 因 调和 函数 / harmonic conjugates 16.4.7 
ЗЕ М / complex conjugates 15.2.3 

3898 / conjugate kernel 47.4.6 

ЗБ) R / conjugate vector equation 50.1.3 
孤立 奇 点 / isolated singularity 18.6.6 

固定 窗 / fixed data window 36.5.2 

拐点 / inflection point 2.3.14 

光滑 函数 / smooth function 9.1.6 

光滑 曲面 / smooth surface 8.9.1 

光滑 曲线 / smooth curve 8.8.1 

广义 函数 / distribution 44.2.1 

广义 函数 的 卷 积 / convolution of distribution 44. 2. 16 
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广义 积分 / improper integral 5.1 
广义 最 小 二 乘法 / generalized least squares 36. 11. 1 
轨 线 / trajectory 25.1.5 


H 


哈密 顿 - 凯 莱 定理 / Hamilton-Cayley theorem 14.4.16 31.2.3 
哈密 顿 算 子 / Hamilton operator 8.4.3 13.5.1 20.7.12 
哈 那 克 定理 / Harnack theorem 44.2.8 
豪 斯 答 尔 德 变换 / Householder transformation 36. 2. 14 
海 涅 - 波 莱 尔 定理 / Heine-Borel theorem 16.2.9 
海 涅 定理 / Heine theorem 1.3.45 
黑 塞 矩阵 / Hessian matrix 30. 4.2 
ЖЕО / Helmholtz equation 41.1.7 
ЖЕЕ ЖЛ ШИШ / Helmholtz decomposition 13. 8. 16 
函数 的 连续 性 / continuity of a function 1.4.2 7.3.10 7.4.6 
函数 的 支 集 / support of functions 44.2.2 
函数 项 级 数 / series with functions terms 4.2.1 
哈 默 尔 斯 坦 型 积分 方程 / integral equation of the Hammerstein type 53.3 
合成 核 / composed kernel 47.4.1 
赫 尔 德 连续 性 / Hölder continuity 46.4.1 
赫 尔 德 不 等 式 / Holder ineqality 1.1.2 
赫 尔 德 条 件 / Hölder condition 51.1.1 
赫 尔 维 欧 定理 / Hurwitz theorem 25.3.2 
互 谱 密 度 / cross spectral density 35.8.1 
互 协 方差 函数 / cross covariance function 35. 1. 4 
划分 / partition 1.1.1 3.2.1 11.2.1 12.7.1 
ЖШ / circulation 13.4.1 20.7.3 
缓 增 函 数 / slowly increasing function 44. 2.5 
回路 积分 / contour integral 17. 2.1 
混合 问题 / mixed problem 41.3.4 
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Ж / trace 49.5.1 

积分 的 变量 置换 法 / integration by substitution 3.1.2 
积分 方程 / integral equation 47.1.1 

积分 路 径 / path of integration 17. 2.1 

积分 曲线 / integral curve 21.2.1 

积分 微分 方程 / integral differential equation 47.3.1 
积分 中 值 定 理 / mean value theorems for integral 3.2.12 
Ж / basis 6.1.4 

基本 函数 空间 / basic functions space 44.2.1 
基本 解 / fundamental solution 44. 2. 20 

基 向 量 / base vector 6.1.4 

吉 布 斯 现象 / Gibbs phenomenon 4.4.36 

极 分 解 / polar decomposition 14. 4. 24 

极限 环 / limit circle 25.6.2 

极 值 原理 / extremum principle 45. 2. 4 

几何 重度 / geometric multiplicity 28.1.2 

几乎 必然 收敛 / convergence almost surely 32. 2. 4 
几乎 一 致 收敛 / almost uniform convergence 48.1.1 
加 权 阵 / weight matrix 32. 3. 10 

间断 点 / discontinuous point 1.4.5 

简单 闭路 径 / simple closed path 15.8.7 

渐 近 稳定 / asymptotically stable 39.6.4 
渐 近 稳定 的 / asymtotic stable 25.1.2 

渐 近 序列 / asymptotic sequence 26.2 

渐 近 展开 / asymptotic expansion 46. 5. 18 

渐 近 正 态 性 / asymptotic normality 32. 3. 15 

渐 伸 线 / involute 2.3.22 

交 比 / cross ratio 20.3.6 

阶 / order 18.4.7 21.1.2 
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解析 分 支 / analytic branch 16.6.2 

解析 函数 / analytic function 16.4.1 

解析 开拓 / analytic continuation 18.1 18.5.1 

静止 点 / stationary point 25.1.7 

Ж / moment 14. 4.15 

ЖЖ / rectangular data window 36. 5. 5 

和 矩阵 不 等 式 / matrix inequality 28. 4 

矩阵 的 测度 / matrix measure 27.4.1 

矩阵 的 迹 / trace of a matrix 27.3 

矩阵 多 项 式 / matrix polynomial 31. 2.1 

矩阵 范 数 / norm of a matrix 27.3.1 

矩阵 函数 / matrix function 31.3.1 

矩阵 函数 的 标准 形 / normal form of a matrix function 31.4 
和 抢 阵 级 数 的 收敛 / convergence of matrix series 29.2.6 
MERERI / matrix inversion emma 31.5.1 

聚 点 / accumulation point 1.3.8 7.1.14 14.5.7 

聚 点 原理 / accumulation principle 7. 1. 40 

卷 积 / convolution of functions 44.1.3 44.2.16 

卷 积 型 积分 方程 / integral equation of convolution-type 48. 4. 1 
绝对 收敛 / absolute convergence 15. 7.6 

均 方 收敛 / convergence in quatratic mean 32. 2. 3 


K 


卡尔 曼 滤波 / Kalman fitering 38.3.1 
卡尔 曼 增益 阵 / Kalman fitering gain matrix 38.3.1 
开 集 / open set 7. 1. 18 
开 区 间 / open interval 1.2.1 
康 托 尔 定理 / Cantor theorem 1.4.14 
康 托 尔 方法 / Cantor method 1.1.1 
柯 西 -阿达 玛 定理 / Cauchy-Hadamard theorem 4.3.5 
柯 西 反 演 公式 / Cauchy inversion formula 51. 3. 15 
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F] Pš f ЖЖ / Cauchy root test 4.1.21 

柯 西 积 分 公式 / Cauchy formula 17.4 

柯 西 积分 判 敏 法 / Cauchy integral test 4.1.24 

柯 西 积分 主 值 / Cauchy principal value 51.1.5 

柯 西 级 数 定理 / Cauchy theorem for series 4.1.50 

柯 西 - 黎 曼 方程 组 / Cauchy-Riemann equations 16.3.7 
柯 西 - 黎 昌 条 件 / Cauchy-Riemann condition 42.3.2 

柯 西 列 / Cauchy sequence 7.1.35 

柯 西 收敛 准则 / Cauchy criterion 1.3.43 4.1.10 5.2.4 
柯 西 奇异 积分 / Cauchy singular integral 51.1.5 

柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 / Cauchy-Schwarz inequality 1.1.2 
柯 西 型 积分 / integrals of the Cauchy type 17.4.3 51.1.4 
柯 西 序列 / Cauchy sequence 29.1.3 29.2.4 

柯 西 主 值 / Cauchy principal value 5.1.13 5.2.13 

可 观测 性 / observability 33. 6.3 

可 控 性 / controllability 33.6 

可 列 的 / enumerable 15.6.1 

可 求 长 的 连续 曲线 / rectifiable continuous curve 15. 8.3 
可 去 奇 点 / removable singularity 18.6.7 

可 微 / differentiable 2.1.1 2.1.8 9.1.1 9.2.2 
克 莱 罗 方程 / Clairaut equation 22.1.4 

яК BE / Cramer matrix 30.6.3 
克拉 默 - 拉 奥 不 等 式 / Cramer-Rao inequality 32.3.5 
克拉 默 行列 式 / Cramer determinant 30.6.3 
克利 斯 托 费 尔 符号 / Christoffel symbol 13. 6. 12 

克 罗 内 克 符 号 / Kronecker delta 6.1.6 

克 罗 内 克 引 理 / Kronecker lemma 31.5.5 

空心 邻 域 / deleted neighborhood 1.2.1 7.1.10 

库 尔 贝 克 信 息 量 / Kulback-Leibler information measure 32.3.18 


L 


AAH ЖО} / Raabe test 4.1.28 
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拉 格 朗 日 乘 数 / Lagrange multiplier 8.10.12 
拉 格 朗 日 定理 / Lagrange theorem 2.2.5 
拉 格 朗 日 - 西 尔 维 斯 特 内 插 多 项 式 / Lagrange-Sylvester interpolation polyno- 
mial 31.4 
拉克 斯 - 梅 格 莱 姆 定理 / Lax-Milgram theorem 46.2.3 
拉 普 拉 斯 变换 / Laplace transform 24.3.4 44.3.2 
拉 普 拉 斯 算 子 / Laplace operator 13.3.4 13.5.1 
莱 布 尼 茨 公式 / Leibniz formula 2.1.13 
朗 斯 基 行 列 式 / Wronski determinant 24. 1 
勒 雷 - 绍 德尔 不 动 点 定理 / Leray-Schauder fixed point theorem 46.4.8 
勒 雷 - 绍 德尔 定理 / Leray-Schauder theorem 46.4.6 
勒 让 德 多 项 式 / Legendre polynomial 2.2.4 4.4.2 
勒 让 德 方程 / Legendre equation 24.4.4 
离散 系统 / discrete-time systems 34.3 
黎 曼 边 值 问题 / Riemann boundary value problem 51.3.1 
黎 曼 函数 / Riemann function 1.2.2 
黎 曼 积分 / Riemann integral 3.2.1 
黎 曼 - 克 里 斯 托 费 尔 张 量 / Riemann-Christoffel tensor 14. 6. 21 
黎 曼 面 / Riemann surface 16.6.3 
黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 / Riemann-Stieltjes integral 3. 2. 18 
利 普 希 欧 定理 / Lipschitz theorem 4.4.17 
李 纳 定理 / Lienard theorem 25.6.5 
李 雅 普 诺 夫 稳定 性 定理 / Liapunov stability theorem 25.4.5 
里 奇 恒等式 / Ricci identity 14. 6. 22 
里 奇 引 理 / Ricci lemma 14. 6.12 
里 奇 张 量 / Ricci tensor 14.6.23 
连续 核 / continuous kernel 47.1.5 
连续 线性 时 不 变 系统 / continuous invariant system 33. 2. 2 
联合 平稳 / jointly stationary 35.1.4 
联络 系数 / coefficient of connection 14. 6. 9 
链 式 法 则 / chain rule 2.1.10 8.3.1 9.2.12 
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$J ЖЖ / sequential compact set 7.1.39 
邻 域 / neighborhood 1.2.1 7.1.10 
MZ / stream function 20.7.3 

留 数 / residue 19.1 19.2.1 

路 径 段 / path segment 15.8.4 

罗 尔 定理 / Rolle theorem 2.2.3 

洛 朗 级 数 / Laurent series 18.6.2 
洛 必 达 法 则 / L'Hospital rule 1.3.59 


M 


AM 序列 / М sequence 35. 12. 8 

麦克 劳 林 公式 / Maclaurin formula 8. 6. 2 
麦克 劳 林 级 数 / Maclaurin series 4.3.4 

脉冲 传递 函数 / implus transfer function 34.7 
脉冲 响应 矩阵 / implus response matrix 33.3 
梅林 变换 / Mellin transform 44.5.4 

密切 面 / osculating plane 9.1.9 

密切 圆 / oseulating circle 2.3.21 

吞 级 数 的 恒 等 定 理 / identity theorem of power series 18.3.8 
闵可夫 斯 基 不 等 式 / Minkowski inequality 1.1.2 
模 / modulus 15.2.5 

模型 检验 / model test 37.1 

默 赛 定理 / Mercer theorem 49. 6. 23 


N 


内 点 / interior point 7.1.11 
内 积 / inmer product 6:1.16 30.6.12 

内 积 空间 / inner product space 6.1.6 

WW / parametrix 46. 5. 26 

拟 平稳 过 程 / pseudo-stationary process 35. 1. 2 
拟 微分 算 子 / pseudo differential operator 46. 5. 3 
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拟 线性 偏 微分 方程 / quasilinear partial differential equation 41.1.4 
X M 序列 / inverse M sequence 35. 12. 2 

道 变 分 量 / contravariant component 6.1.4 

逆 变 基 向 量 / contravariant basis vector 6.1.10 

WAF / inverse operator 24.3 

牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 / Newton-Leibniz formula 3. 2. 16 

ЖН Ж / torsion 9.1.9 

诺 伊 曼 问 题 / Neumann problem 13. 8.11 43. 4.5 


о 


奥 斯 特 罗 格 拉 芯 基 方 法 / Ostrogradsky method 3.1 
欧 拉 常数 / Euler constant 1.3.2 

欧 拉 代 换 / Euler substitution 3.1 

欧 拉 数 / Euler number 4.3.23 

欧 氏 范 数 / Euclidean norm 7.1.2 

偶 函 数 / even function 1.2.5 


了 


帕 塞 瓦尔 等 式 / Parseval equality 4.4.10 
判别 式 / discriminant 41. 4. 3 
庞 加 莱 - 贝 特 朗 定理 / Poincaré-Bertrand theorem 51. 1.9 
皮卡 定理 / Picard theorem 18. 6. 12 
偏 导数 / partial derivative 8.1.1 
偏 微分 方程 / partial differential equation 21.1.1 41.1.1 
频率 响应 函数 / frequency response function 35.8 
频谱 / frequency spectrum 35.2 
平方 可 积 核 / square integrable kernel 47.1.5 
平衡 点 / equilibrium point 25.1.7 
平衡 状态 / equilibrium state 34. 6. 1 
平均 值 公式 / mean value formula 45. 2.3 
平稳 随机 过 程 / stationary stochastic process 35. 1. 1 
。 1002 • 


泊 松 方程 / Poisson equation 41.1.7 

泊 松 积分 公式 / Possison integral formula 43.4.2 
谱 / spectrum 49.6.3 

谱 分 解 / spectrum decomposition 14. 4.25 28.2.3 
谱 函 数 / spectral function 35.3.1 

谱 密度 / spectral density 35.3.1 


Q 


奇 点 / singular point 5.2.1 8.8.2 8.9.2 
奇 点 可 去 性 定理 / movability of singular point 45. 2. 12 
奇 函数 / odd function 1.2.5 
奇 解 / singular solution 22.3.2 
奇异 积分 方程 / singular integral equation 47.1.9 
奇异 算 子 / singular operator 51. 2.7 
奇 支 集 / singular support 46. 5. 13 
齐 次 方程 / homogeneous equation 22.1.1 
齐 次 函数 / homogeneous 8.3.5 
齐 次 化 原理 / homogenization principle 43.1.1 
齐 次 积分 方程 / homogeneous integral equation 47.1.6 
齐 次 线性 微分 方程 / homogeneous linear differential equation 24.1. 
歧 点 /bifurcation point 53.3.4 
起 点 / initial point 15.8.1 
恰当 支 拟 微分 算 子 / properly supported pseudodifferential operator 
46. 5. 16 
恰当 子 集 / proper subset 46. 5. 15 
强大 数 定律 / a strong law of large numbers 32. 2.7 
强 级 数 / dominated series 4.2.2 
强 解 / strong solution 46.2.2 
强 一 致 性 / strong consistency 36. 2.3 
切 平面 / tangent plane 8.2.6 8.9 
切 向 量 / tangent vector 9.1.7 
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球 极 投影 / stereographic projection 15.5 

球 坐标 / spherical coordinates 13.6.3 

区 间 套 / nest of intervals 1.1.5 

曲率 / curvature 2.3.19 9.1.9 

曲线 坐标 系 / curvilinear coordinate system 13. 6. 1 
全 纯 的 / holomorphic 18.4.3 

全 微分 / total differential 2.1.8 

全 微分 方程 / exact equation 22.1.1 

权 函 数 模型 / weight function model 34.7 


R 


弱 大 数 定律 / a weak law of large numbers 32.2.6 

弱 奇 性 的 线性 积分 方程 / linear integral equation with weakly singular kernel 
47.1.8 

ЗХ / weak convergence 44.2.12 

弱 一 致 性 / weak consistency 36. 2. 2 


S 


三 重 积分 / triple integral 11.2.4 
散 度 /.divergence 13.3.2 
绍 德 尔 不 动 点 定理 / Schauder fixed point theorem 46.4.4 
+ / entropy 32.3.16 
上 界 / upper bound 1.1.8 
上 确 界 / supremum 1.1.9 
上 限 / upper limit 17.2.1 
摄 动 法 / perturbation method 26.2 
斯 托 尔 兹 定理 / Stolz theorem 1.3.23 
施 密 特 -皮卡 定理 / Schmidt-Picard theorem 49.7.1 
施 瓦 艾 不 等 式 / Schwarz inequality 27.2.2 
实 部 / real part 15.2.1 
实数 / real number 1.1.1 
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实 正规 阵 / real normal matrix 28.3.2 

势 函 数 / potential function 13. 2. 4 

适应 / adapted 32.4.2 

收敛 / convergence 15.6.3 15.7.2 

收敛 半径 / radius of convergence 18.3.3 

输入 输出 模型 / input-output model 33. 2.3 

数列 / sequence of numbers 1. 2. 11 

数值 迭代 法 / numerical iteration 39. 5 

双 侧 曲面 / orientable surface 12. 8. 1 

双重 级 数 / double series 18.4.4 

斯 特 林 公式 / Stirling formula 4.3.23 

施 图 姆 - 刘 维 尔 方程 / Sturm-Liouville equation 24.9 

施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 / Sturm-Liouville’s problem 43.2.3 
斯 托 克 斯 定理 / Stokes theorem 13.4.4 14.6.19 

松弛 算法 / relaxation method 36. 11.1 

素数 / prime number 1.2.15 

速 降 函 数 空间 / space of rapidly decreasing functions 44.2.4 


т 


泰勒 公式 / Taylor formula 2.2.13 8.6.1 9.2.19 
泰勒 级 数 / Taylor series 4.3.19 8.6.4 
特 解 / particular solution 21. 2.1 
特征 方程 / characteristic equation 24.2.1 34.4.1 51.2.2 
特征 根 / characteristic roots 24.2 
特征 算 子 / characteristic operator 51.2.2 
特征 线 / characteristic curve 41.4.2 
梯度 / gradient 8.4.4 13.2.1 
ЖИНИ / conditional convergence 15.7.6 
调和 函数 / harmonic function 13.8.3 45.2.1 
调和 函数 的 解析 性 定理 / analyticity theorem of harmonic function 45.2.7 
调和 级 数 / harmonic series 15.7.7 
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通 解 / general solution 21.2.1 

通 量 / flux 13.3.1 

Е / convex set 7.1.32 

退化 核 / degenerate kernel 49.1 

退化 核 的 积分 方程 / integral equation with degenerate kernel 47.1.9 
特 普 利 茨 级 数 定 理 / Toeplitz theorem for Fourier series 4.4.25 

特 普 利 茨 引 理 / Toeplitz lemma 31.5.4 

椭圆 积分 / elliptic integral 3.1.2 


w 


活 利 斯 公式 / Wallis formula 4.1.74 
外 点 / exterior point 7.1.12 
外 积 / exterior product 14.3.13 
完备 正 交 系 / complete orthogonal system 4.4.5 
完全 解析 函数 / complete analytic function 18.5.4 
魏 尔 斯 特 拉 斯 - М 判别 法 / Weierstrass M-test 18.2.2 4.2.2 
魏 尔 斯 特 拉 斯 双重 级 数 定理 / Weierstrass double-series 18. 4. 4 
魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 / Weierstrass theorem 4. 4. 28 
微分 算 子 / differential operator 13.7.2 14.6.15 14.6.17 24.3.3 
ЖЩ / differential quotient 16. 3. 1 
维 库 阿 定理 / Bekya theorem 51. 4. 3 
维 纳 - 霍 普 夫 积分 方程 / Wiener-Hopf integral equation 52 
维 纳 - 辛 钦 公式 / Wiener-Khintchine formula 35.3.1 
维 数 / dimension 6.1.4 
伪 随 机 二 进 制 序列 / pseudo random binary sequence 35. 12. 2 
伪 随 机 序列 / pseudo random sequence 35. 12. 1 
稳定 的 / stable 25.1.1 
稳定 的 退化 结 点 / stable degenerate node 25.2 
稳定 焦点 / stable spiral 25.2 
沃 尔 泰 拉 积 分 方程 / Volterra integral equation 47.1.7 
无 理 数 / irrational number 1.1.1 
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无 偏 估计 / unbiased estimator 32.3.1 
无 穷 级 数 / infinite series 4.1.1 
无 穷 小 量 / infinitesimal 1. 3. 50 
无 源 场 / field without sources 13.3.7 


X 


希 尔 伯 特 - 施 密 特 定理 / Hilbert-Schmidt theorem 49. 6. 24 
希 尔 伯 特 变换 / Hilbert transform 44.5.2 
系统 辨识 / system identification 36.1 
JR / singular point 5.2.1 
下 界 / lower bound 1.1.9 
下 确 界 / infimum 1.1.9 
下 限 / lower limit 17.2.1 
显 式 / explicit 21.1.1 
线性 变换 / linear transform 9.2.1 
线性 差分 方程 / linear differential equation 34.3.1 
线性 定常 系统 / linear stationary system 33.2.2 
线性 时 不 变 系统 / linear time invariant system 33.2.2 
线性 微分 算 子 / linear differential operator 24.1 
线性 无 关 的 / linear independent 6.1.3 24.1 
线性 相关 的 / linear dependent 6.1.3 24.1.4 
线性 积分 方程 / linear integral equation 47.1.4 
相 空 间 / phase space 25.1.5 
相 联 的 / associated 51.2.15 
相 平 面 / phase plane 25.1.5 
相 平 面 图 / phase diagram 26.1 
向 后 单位 延迟 算 子 / back shift operator 34.2.1 
向 量 / vector 6.1.1 
向 量 的 逆 变 分 量 / contravariant component of a vector 6.1.4 
向 量 的 协 变 分 量 / covariant component of a vector 6.1.10 
向 量 端 图 / hodograph 9.1.5 
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向 量 范 数 / norm oi а vector 27.2.1 

向 量 函 数 / vector valued function 7.4.1 9.2.1 

向 量 序列 / vector sequence 29.1 

向 前 单位 延迟 算 子 / foreward shift operator 34.2.1 
象 点 / image point 15.9.3 

协 变 基 向 量 / covariant basis vector 6.1.4 

形 心 / centroid 3.3.12 

旋 度 / curl 13.4.2 


WER / dummy index 6.1.7 
雅 可 比 矩阵 / Jacobi matrix 9.2.8 
雅 可 比 行列 式 / Jacobi determinant 9.2.8 
Ж# ЩЖ / meromorphic function 15.5 18.7.3 
沿路 径 上 正则 / regularity along а path 16.4.3 
Ë / martingle 32.4.4 
一 一 对 应 / one - to - опе correspondence 15.5 
一 致 估计 序列 / consistent sequence of estimators 32.3.8 
一 致 连续 / uniform continuity 1.4.13 7.3.16 16.2.11 
一 致 收敛 / uniform convergence 4.2.5 10.2.1 
一 致 稳定 的 / uniformly stable 34.6.3 
一 致 最 小 均 方 误差 估计 / uniform minimum mean deviation estimator 
32.3.2 
依 分 布 收敛 / convergence іп law 32.2.1 
依 概率 收敛 / convergence in probability 32.2.2 
ЖЖ / implicit function 9.4.1 
隐 式 / implicit 21.1.1 
映射 / mapping 7.2.1 
有 理 数 / rational number 1.1.1 
有 势 场 / potential field 13.2.4 
ARA / finite covering 1.1.11 
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有 向 连续 曲线 / oriented continuous curve 15.8.1 
有 效 无 偏 估计 / efficient unbiased estimator 32.3.6 
诱导 范 数 / induced norm 27.3.4 

预报 函数 / predictor 40.3.2 

预报 误差 方法 / predictor error method 38.1.5 
预报 误差 估计 / prediction error estimate 38.1 
预报 误差 模型 / prediction error model 38.1 

预 解 核 / resolvent kernel 47.4.3 

预 紧 的 / precompact 46.4.5 

域 / region 15.8.8 

原 函 数 / primitive 3.1.1 

原 象 / inverse image 15.9.3 

约 当 测度 / Jordan measure 11.1.2 

约 当 定理 / Jordan theorem 15.8.12 

约 当 弧 / Jordan arc 15.8.2 

约 当 可 测 集 / Jordan measurable set 11.1.2 


z 


Z 变换 / Z-transformation 34.2 

增 广 卡尔 曼 滤 波 / extended Kalman fitering 38. 4 
增 广 模型 / extended model 38.5.2 

增殖 的 / accretive 46. 3. 10 

ЖЛ ЕХ / Jensen inequality 32. 3. 20 

张 量 的 迹 / trace of tensor 14. 4. 13 

张 量 的 分 量 / components of а tensor 14.2.6 
张 量 函 数 / tensor function 14.5.1 

张 量 空间 / tensor space 14.2.7 

折射 定律 / reflactive law 2.3.10 

整 超越 函数 / entire transcendental function 18. 7. 2 
整 函数 / entire function 18.1 18.7.1 
整 有 理 函 数 / entire rational function 18. 7. 2 
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正定 核 / positive definite kernel 49.6.20 
正规 核 / regular kernel 47. 4. 10 
正规 型 算 子 / singular operator of normal type 51.2.3 
正规 阵 / normal matrix 28.3.2 
正 核 / positive kernel 49. 6. 19 
ЈЕ Ж / system of orthonormal functions 4.4.1 
正则 变换 / regular transformation 11.4.1 
正则 点 / regular point 16.4.2 
正则 函数 / regular function 30. 6.10 
正则 化 方法 / regularizing technique 51.4.3 
正则 化 算 子 / regularizer 51.4.1 
正则 解析 的 / regular analytic 16.4.1 
正则 奇 点 / regular singular point 24.4.3 
ИЙСЕК) / rectangular(Cartesian)coordinates 7.5 
值 域 / domain of values 15.9.1 
指标 / index 6.1.7 
指数 窗 / exponential data window 36. 5.1 
指数 函数 / exponential function 1.2.9 16.5.1 
指数 阶 函 数 / function of exponential order 44.3.1 
Ж / rank 49.1.2 
置换 符号 / permutation symbol 6.2.4 
中 心 极限 定理 / а central limit theorem 32.2.8 
重点 / multiple point 15.8.2 
重 积分 / multiple integral 11.2.2 
主 不 变量 / principal invariants 14.4. 15 
主 方向 / principal direction 14. 4.15 
驻 点 / stationary point 8.10.3 
柱 坐标 / cylindrical coordinates 7.5.2 11.4.15 13.6.2 
转换 系数 / coefficient of transformation 6.1.12 
转 置 张 量 / transposed tensor 14. 4. 1 
状态 空间 模型 / state space model 33.2.2 34.8 
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状态 转移 阵 / state transition matrix 33. 3 

子 列 / subsequence 1.3.3 

ВАСА ЗЕЕ ВО) / selfadjoint 24.9 

自 变量 / independent variable 1.2.1 

自然 标 架 / intrinsic frame 2.3.2 

自 适应 辨识 / adaptive identification 38. 5. 1 

自 适应 预报 / adaptive prediction 40.6.1 

自 相关 函数 / auto- correlation function 35. 1. 3 

自 协 方差 函数 / auto- covariance function 35.1.1 
自由 项 / free term 47.1.3 

自由 指标 / free index 6.1.7 

自治 方程 组 / autonomous system 25. 1. 6 

最 大 模 原 理 / principle of the maximum modulus 17.5.2 
最 大 似 然 估 计 / maximum likelihood estimator 32. 3. 11 
最 佳 均 方 通 近 / best approach of mean-square 4.4.9 
最 小 二 乘 估计 / least square estimator 32. 3. 10 

最 小 方差 预报 / least mean square prediction 40.2.1 


坐标 变换 / transformation of coordinates 13.6.1 14.2.13 14.5.2 
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外 文 一 中 文 名 词 索引 


А 


a central limit theorem / PORRE 32.2.8 

а strong law of large numbers / 强大 数 定律 32.2.7 

а weak law of large numbers / 弱 大 数 定律 ”32.2.6 

Abel first theorem / 阿 贝尔 第 一 定理 18.3.2 

Abel integral equation / 阿 贝尔 积分 方程 48.3.1 

Abel second theorem / 阿 贝尔 第 二 定理 18.3.9 

Abel test / 阿 贝尔 判 敛 法 4.1.43 4.2.12 10.2.7 

Abel transform / 阿 贝尔 变换 44.5.3 

absolute convergence / #& 90 15.7.6 

accretive / 增殖 的 ”46. 3. 10 

accumulation point / ÆA 1.3.8 7.1.14 14.5.7 

accumulation principle / RAJE 7.1.40 

adapted / 适应 32.4.2 

adaptive system identification / 自 适应 辨识 38.5.1 

adaptive prediction / 自 适 应 预报 40.6.1 节 

affine transformation / 仿 射 变换 13.6.1 

Akaike Information Criterion/AIC 准则 37.3.1 

algebraic multiplicity / 代数 重度 28.1.1 

almost uniform convergence / 几乎 一 致 收 傅 48.1.1 

analytic branch / 解析 分 支 。16. 6.2 

analytic continuation / 解析 开拓 18.1 18.5.1 

analytic function / 解析 函数 16. 4. 1 

analyticity theorem of harmonic function / 调和 函数 的 解析 性 定理 45.2.7 
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Apollonius circle / 阿波 罗 尼 奥 斯 贺 ”20. 3.3 
Archimedes ordered field / 阿 基 米 德 有 序 域 1.1.2 
argument / 辐 角 15.1 15.2.6 
arithmetic sequence of number / 等 差 数列 1. 2.12 
associated / 相连 的 ”51.2.5 
associated system / 伴随 系统 33.3 
asymptotic expansion / 渐 近 展开 46.5. 18 
asymptotic normality / 渐 近 正 态 性 32. 3. 15 
asymptotic sequence / 渐 近 序列 26.2 
asymptotically stable / 渐 近 稳定 ”39.6.4 

` asymtotic stable / 渐 近 稳定 的 “25. 1. 2 
auto-correlation function / 自 相关 函数 ”35.1.3 
auto-covariance function / 自 协 方差 函数 35.1.1 
autonomous system / 自治 方程 组 25.1.6 


B 


back shift operator / 向 后 单位 延迟 算 子 34.2.1 

base vector / 基 向 量 6.1.4 

basic functions space / 基本 函数 空间 44.2.1 

Баѕіѕ / Ж 6.1.4 

Векуа theorem / 维 库 阿 定理 51.4.3 

Bernoulli inequality / 伯 努 利 不 等 式 1.1.2 

Bertrand test / 贝 特 朗 判 敛 法 4.1.30 

Besse! equation / 贝 塞 尔 方程 24.4.4 

Bessel inequality / 贝 塞 尔 不 等 式 4.4.9 

best approach of mean-square / 最 佳 均 方 通 近 4.4.9 
bifurcation point / Ж 53. 3. 4 

Bolzano-Weierstrass theorem / 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定 
boundary / 边界 7.1.13 

boundary condition of 151 class/ 第 一 类 边界 条 件 42.2.2 
boundary value problem / 边 值 问 题 21.2.2 41.3.3 


15. 4.12 
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branch point / 分 支点 16.6.1 
C 


C, contraction semigroup / C, 收缩 半 群 46.3.1 
C,-simigroup / С, 半 群 46.3.1 
canonical form / 标准 型 41.4.4 
Cantor method / 康 托 尔 方法 1.1.1 
Cantor theorem / 康 托 尔 定理 1.4.14 
Cauchy criterion / HP KAEN 1.3.43 4.1.10 5.2.4 
Cauchy formula / ЮА 17.4 
Саисћу-Надатага theorem / 柯 西 - 阿 达 玛 定理 4.3.5 
Cauchy inversion formula / 柯 西 反 演 公式 51.3.5 
Cauchy integral test / 柯 西 积 分 判 伍 法 “4.1.24 
Cauchy principal value / 柯 西 积分 主 值 51.1.5 
Cauchy principal value / 柯 西 主 值 5.1.13 5.2.13 
Cauchy root test / 柯 西 根 式 判 敛 法 4.1.21 
Cauchy sequence / 柯 西 序列 29.1.3 29.2.4 
Cauchy sequence / 柯 西 列 7.1.35 
Cauchy singular integral / 柯 西 奇异 积分 51.1.5 
Cauchy theorem for series / 柯 西 级 数 定理 4.1.50 
Cauchy-Riemann condition / 柯 西 - 歼 曼 条 件 42.3.2 
Cauchy-Riemann equations / 柯 西 - 黎 曼 方程 组 16.3.7 
Cauchy-Schwarz inequality / 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 1.1.2 
Cayley-Hamilton theorem / 凯 莱 -哈密 顿 定理 31.2.2 
centroid / 形 心 3.3.12 
chain гше / 链 式 法 则 2.1.10 8.3.1 9.2.12 
characteristic curve / 特征 线 41.4.2 
characteristic equation / 特征 方程 24.2.1 34.4.1 51.2.2 
characteristic operator / 特征 算 子 51.2.2 
characteristic roots / 特征 根 24.2 
Christoffel symbol / 克利 斯 托 费 尔 符号 13. 6. 12 
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circulation / 环 量 13.4.1 20.7.3 
Clairaut equation / 克 莱 罗 方程 22.1.6 
closed interval / 闭 区 间 1.2.1 
closed region / 闭 域 15.8.9 
closed set / 闭 集 7. 1. 20 
closure / Й 7.1. 20 
coefficient of connection / 联络 系数 14. 6.9 
coefficient of transformation / 转换 系数 6.1.12 
comformal mapping / 保 角 映 射 20. 2.1 
comparison theorem / 比较 原理 45.2.6 
cornpatibility of the norms / 范 数 的 相 容 27.3.7 
complete analytic function / 完全 解析 函数 18.5.4 
complete orthogonal system / 完备 正 交 系 4.4.5 
complex conjugates / Ж 0 15.2.3 
complex number / 复数 15.1 
complex plane / 复 平 面 15.1 15.2.4 
complex potential / ЖЖ 20.7.16 
complex sphere / 复 球面 15. 5.3 
components of a tensor / 张 量 的 分 量 14.2.6 
composed kernel / 合成 核 47.4.1 
conditional convergence / ЖЕ Ж 15.7.6 
conjugate kernel / 446% 47.4.6 
conjugate vector equation / #£ 7 Ж 772 50.1.3 
conservative field / 保守 场 13.2.4 
consistent sequence of estimators / 一 致 估计 序列 32. 3. 8 
continuity / 连续 1.4.2 7.3.10 7.4.6 
continuous kernel / 连续 核 47.1.5 
contour integral / 回路 积分 17. 2.1 
contravariant basis vector / ЛЖ) Ж 6.1.10 
contravariant component / ЖЖ 6.1.4 
controllability / 可 控 性 33. 6 
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canonical form / 典范 形 33.7.1 

convergence / 收敛 ”15.6.3 15.7.2 

convergence almost surely / 几乎 必然 收敛 ”32.2.4 
convergence іп law / 依 分 布 收敛 32.2.1 

convergence in probability / 依 概 率 收敛 ”32. 2.2 
convergence in quatratic mean / 均 方 收敛 32. 2.3 
convergence of matrix series / Ж Е HIKA 29. 2.6 
convex set / AI 7.1.32 

convolution of distribution / 广义 函数 的 卷 积 44. 2.16 
convolution of functions / 卷 积 44.1.3 44. 2. 16 
covariant basis vector / 协 变 基 向 量 6.1.4 

covariant component of a vector / 向 量 的 协 变 分 量 ”6.1. 10 
cover / ЖЖ 7.1.42 16.2.8 

Cramer dterminant / 克拉 默 行列 式 30.6.3 

Cramer matrix / 克拉 默 矩 阵 30.6.3 

Cramer-Rao inequality / 克拉 默 - 拉 奥 不 等 式 32.3.5 
cross covariance function / 互 协 方差 函数 35. 1.4 
cross product / 叉 积 6.2.1 

cross ratio / 交 比 20. 3.6 

cross spectral density / 互 谱 密度 35.8.1 

curl / 旋 度 13.4.2 

curvature / 曲率 2.3.19 9.1.9 

curvilinear coordinate system / 曲线 坐标 系 13.6.1 
cylindrical coordinates / 柱 坐 标 7.5.2 11.4.15 13.6.2 


D 


D: Alembert formula / 达 朗 贝尔 公式 43.1.4 
D' Alembert ratio test / 达 朗 贝尔 比率 法 4.1.18 
Darboux mean value theorem for derivatives / 达 布 微分 中 值 定理 2.2.2 
Darboux sum / 达 布 和 3. 2.2 
De Moivre formula / 棣 莫 弗 公式 15.3.6 
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Dedekind method / 戴 德 金 方法 1.1.1 

definite integral / 定 积分 3.2.1 

degenerate kernel / 退化 核 49.1 

deleted neighborhood / 空心 邻 域 1.2.1 7.1.10 
derivative / 导数 2.1.1 9.1.1 9.2.2 
differentiable / 可 微 2.1.1 2.1.6 9.1.1 9.2.2 
differential operator / 微分 算 子 13.7.2 14.6.15 14.6.17 24.3.3 
differential quotient / 微 商 16.3.1 

dimension / 维 数 6.1.4 

Dini test / Ж/Е] К 4.2.2 

Dini theorem / 狄 尼 定理 4.4.16 

directional derivative / 方向 导数 8.4.1 9.2.16 
Dirichlet-Jordan test / ЖЖ Ж-А] К 4. 4. 15 
Dirichlet problem / 狄 利克 雷 问题 43.4.6 
discontinuous point / 间断 点 1.4.5 

discrete-time systems / 离散 系统 34.3 
discriminant / 判别 式 41.4.3 

distribution / 广义 函数 44.2.1 

divergence / 发 散 15.6.3 

divergence / Ж Ж 13.3.2 

domain / 定义 域 1.2.1 

domain of values / 值 域 15.9.1 

dominated series / 强 级 数 4.2.2 

dot product / 点 积 6.1.6 

duality / 对 侦 性 33.6.8 

dual space / 对 偶 空 间 14.2.2 

dummy index / 哑 标 6.1.7 


Е 


Eddington tensor / 埃 丁 顿 张 量 6.2.5 
efficient unbiased estimator / 有 效 无 偏 估计 32.3.6 
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eigen value problem / 本 征 值 问题 24.9 
eigenfunction / Ж{ R 24.9 43.2.1 
eigenvalue / 本 征 值 43.2.1 24.9 
Einstein summation convention / 爱 因 斯 坦 求 和 约定 6.1.7 
elliptic integral / 椭 贺 积分 3.1.2 
entire function / ЖЕ 18.1 18.7.1 
entire rational function / 整 有 理 函 数 18.7.2 
entire transcendental function / 整 超越 函数 18.7.2 
entropy / # 32.3.16 
enumerable / 可 列 的 15. 6. 1 
equicontinuous C, semigroup / 等 度 连续 C, 半 群 46.3.2 
equilibrium point / 平衡 点 25.1.7 
equilibrium state / 平衡 状态 34.6.1 
equipotential surface / 等 势 面 13.1.1 
ergodic property / 遍历 性 35.11. 6 
essential singularity / 本 性 奇 点 18.1 18.6.7 
estimation theorem for definite integral / 定 积分 估 值 定理 3. 2.11 
Euclidean norm / 欧 氏 范 数 7.1.2 
Euler constant / 欧 拉 常数 1.3.2 
Euler number / 欧 拉 数 4.3.23 
Euler substitution / 欧 拉 代 换 3.1 
even function / 偶 函 数 1.2.5 
envelope / 包 络 22.3.1 
exact equation / 全 微分 方程 22.1.1 
explicit / Җ 21.1.1 
exponential data window / #7 36. 5.1 
exponential function / 指数 函数 1. 2.9 1.2.3 16.5.1 
extended Kalman fitering / 增 广 卡尔 曼 滤波 38.4 
extended model / 增 广 模型 38.5.2 
exterior point / 外 点 7.1.12 
exterior product / 外 积 14.3.13 
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ехїтетит principle / 极 值 原 理 45.2.4 
Е 


Fermat mean value theorem for derivatives / 费 马 微分 中 值 定理 2.2.1 
Fibonacci sequence of numbers / 裴 波 那 契 数列 1.2.14 
field without sources / 无 源 场 13.3.7 

finite covering / 0 0 1.1.11 

Fisher information matrix / 费 希 尔 信息 阵 32.3.5 

fixed data window / 固定 窗 36.5.2 

Пих / ЖЖ 13.3.1 

foreward shift operator / 向 前 单位 延迟 算 子 34. 2.1 
Fourier coefficients / 傅 里 叶 系数 4.4.3 

Fourier series / 傅 里 叶 级 数 4.4.3 

Fourier transform / ($ mM Æ% 44.1.1 

Fourier-Bessel transform / 健 里 时 - 贝 塞 尔 变换 44.5.1 
Fredholm alternative theorem / 弗 雷 德 霍 姆 择 一 性 定理 49.3.2 
Fredholm determinant / 弗 雷 德 霍 姆 行列 式 49. 4. 23 
Fredholm integral equation / $ E WEBRIDE 47.1.7 
free index / 自由 指标 6.1.7 

free term / 自由 项 47.1.3 

{frequency response function / 频率 响应 函数 35. 8 
frequency spectrum / 频谱 35.2 

function of a complex variable / 单 复 变 函数 15.1 
function of exponential order / 指数 阶 函 数 44.3.1 
fundamental solution / 典 则 解 51.3.3 

{fundamental solution / 基本 解 44. 2. 20 


G 


Gauss test / MM AZK 4.3.32 
Gauss theorem / 高 斯 定理 13.3.5 
genealized least squares / 广义 最 小 二 乘法 36.11.1 
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general solution / Ж 21.2.1 

geometric sequence of numbers / 等 比 数列 1.2.12 
geometric multiplicity / 几何 重度 28.1.2 

Gibbs phenomenon / 吉 布 斯 现象 4.4.6 

gradient / 梯度 8.4.4 13.2.1 

Green formula / 格林 公式 12.5.2 45.1.3 

Green function / 格林 函数 13.8.12 24.8.2 45.1.1 


H 


Hamilton operator / 哈密 顿 算 子 8.4.3 13.5.1 20.7.12 
Hamilton-Cayley theorem / 哈密 顿 - 饥 莱 定理 14.4.16 31.2.3 
harmonic conjugates function / Ж Ж 16.4.7 
harmonic function / 调和 函数 13.8.3 45.2.1 
harmonic series / 调和 级 数 15.7.7 
Harnack theorem / 哈 纳 克 定理 45.2.8 
Heine theorem / 海 涅 定理 1. 3. 42 
Heine-Borel theorem / 海 涅 - 波 莱 尔 定理 16.2.9 
Helmholtz decomposition / 辫 姆 霍 兹 分 解法 13.8.16 
Helmholtz equation / ZEAE 41.1.7 
Hermite kernel / 埃 尔 米 特 核 47.4.7 
Hermite matrix / 埃 尔 米 特 矩 阵 28.3.1 
Hermite equation / 埃 尔 米 特 方程 24.4.4 
Hessian matrix / 黑 塞 矩 阵 8.5.8 30.4.2 
Hilbert transform / 希 尔 伯 特 变换 44.5.2 
Hilbert-Schmidt theorem / 希 尔 伯 特 - 施 密 特定 理 49. 6. 24 
hodograph / 向 量 端 图 9.1.5 
Holder condition / 赫 尔 德 条 件 51.1.1 
Hölder continuity / 赫 尔 德 连续 性 ”46. 4. 1 
Hölder ineqality / ARERR 1.1.2 
holomorphic / 全 纯 的 18.4.3 
homogeneous function / 齐 次 函数 8. 3. 5 
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homogeneous equation / 齐 次 方程 22.1.1 

homogeneous integral equation / 齐 次 积分 方程 47.1.6 
homogeneous linear differential equation / 齐 次 线性 微分 方程 24.1 
homogenization principle / 齐 次 化 原理 43.1.1 

Householder transformation / 豪 斯 元 尔 德 变换 36. 2.4 

Hurwitz theorem / КЖЕ Ж 25.3.2 

hypersurface / 超 曲面 7. 2. 8 


1 


identity theorem of power series / ЖН ЕШ 18.3.8 
image point / 象 点 15.9.3 
implicit / 隐 式 21.1.1 
implicit function / Ж 9. 4.1 
implus response matrix / 脉冲 响应 矩阵 33. 3 
implus transfer function / 脉冲 传递 函数 34.7 
improper integral / 广义 积分 5.1 
increasing sequence of o-algebra / 递增 c- 代 数 序列 32. 4.1 
indefinite integral / 不 定 积分 3.1.1 17.3.4 
independent and identically distributed sequen/ 独立 同 分 布 的 随机 序列 
35. 5. 1 
independent variable / 自 变 量 1.2.1 
index / 指标 6.1.7 
induced norm / 诱导 范 数 27.3.4 
inequality / 不 等 式 1.1.2 
inequality of Girding / 戈 尔 丁 不 等 式 46.2.9 
infimum / 下 确 界 1.1.9 
infinite series / 无 穷 级 数 4.1.1 
infinitesimal / 无 穷 小 量 1. 3. 50 
inflection point / 拐点 2.3.14 
initial condition / 初始 条 件 41.2.1 
initial point / 起 点 15.8.1 
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initial value problem / 初 值 问题 21.2.2 41.3.2 

inner product / 内 积 6.1.16 30.6.12 

inner product space / 内 积 空间 6.1.6 

input-output model / 输入 输出 模型 33.2.3 

integral curve / 积分 曲线 21.2.1 

integral differential equation / 积分 微分 方程 47.3.1 

integral equation / 积分 方程 47.1.1 

integral equation of convolution-type / 卷 积 型 积分 方程 48. 4.1 
integral equation of the Hammerstein type / 哈 默 斯 坦 型 积分 方程 53.3 
integral equation with degenerate kernel / 退化 核 的 积分 方程 47.1.9 
integrals of the Cauchy type / 柯 西 型 积分 17.4.3 51.1.4 
integration by parts / 分 部 积分 法 3.1.2 3.2.21 

integration by substitution / 积分 的 变量 置换 法 3.1.2 

interior point / 内 点 7.1.11 

intrinsic frame / 自然 标 架 9.1.9 

inverse function / ЖЮ 1.2.3 9.3.1 

inverse image / Æ 15.9.3 

inverse M sequence / 逆 М ВЕ] 35. 12.8 

inverse operator / 逆 算 子 24.3 

inversion of Fourier transform / (8 8 75% 44.1.2 
involute / 渐 伸 线 2. 3. 22 

irrational number / ҖЯ# 1.1.2 

isocline / 等 倾 线 26.1 

isolated singularity / 孤立 奇 点 18.6.6 

iterated kernel / Ж 47.4.2 
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Jacobi determinant / 雅 可 比 行列 式 9.2.8 
Jacobi matrix / 雅 可 比 矩 阵 9. 2. 8 
Jensen inequality / AKER 32.3. 20 
jointly stationary / 联合 平稳 35.1.4 
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Jordan arc / #4 15.8.2 

Jordan measurable set / 约 当 可 测 集 11.1.2 
Jordan measure / 约 当 测度 11.1.2 

Jordan theorem / 约 当 定 理 15.8.12 


K 


Kalman fitering / 卡尔 曼 滤 波 38.3.1 

Kalman fitering gain matrix / 卡尔 曼 增益 阵 38. 3.8 

Kronecker delta / 克 罗 内 克 符 号 6.1.6 

Kronecker lemma / 克 罗 内 克 引 理 31.5.5 

Kulback-Leibler information measure / 库 尔 贝 克 信息 量 32.3.8 


L 


Lagrange multiplier / 拉 格 朗 日 乘 数 8. 10. 12 
Lagrange theorem / 拉 格 朗 日 定理 2.2.5 
Lagrange-Sylvester interpolation polynomial / 拉 格 朗 日 - 西 尔 维 斯 特 

内 插 多 项 式 31.4 
Laplace operator / 拉 普 拉 斯 算 子 13.3.4 13.5.1 
Laplace transform / HERRER 24.3.4 44.3.2 
Laurent series / 洛 朗 级 数 18.6.2 
Lax-Milgram theorem / 拉克 斯 - 梅 格 莱 姆 定理 46.2.3 
least mean square prediction / 最 小 方差 预报 40.2.1 
least square estimator / 最 小 二 乘 估计 32. 3. 10 
Legendre equation / 勒 让 德 方程 24.4.4 
Legendre polynomial / 勒 让 德 多 项 式 2.2.4 4.4.2 
Leibniz formula / 莱 布 尼 茨 公式 2.1.13 
Leray-Schauder fixed point theorem / 勒 雷 - 绍 德尔 不 动 点 定理 46.4.8 
Leray-Schauder theorem / 勒 雷 - 绍 德尔 定理 46.4.6 
level curve / 等 值 线 7.2.10 
level surface / 等 值 面 13.1.1 
L'Hospital rule / 洛 必 达 法 则 1.3.59 
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Liapunov stability theorem / 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 定理 25.4.5 

Lienard theorem / 李 纳 定理 25.6.5 

limit circle / 极限 环 25.6.2 

linear integral equation / 线性 积分 方程 47.1.4 

linear dependent / 线性 相关 的 6.1.3 24.1 

linear differential equation / 线性 差分 方程 34. 3.1 

linear differential operator / 线性 微分 算 子 24.1 

linear independent / 线性 无 关 的 6.1.3 24.1 

linear integral equation with weakly singular kernel / 弱 奇 性 的 线性 
积分 方程 47.1.8 

linear stationary system / 线性 定常 系统 33.2.2 

linear time invariant system / 线性 时 不 变 系 统 33.2.2 

linear transform / 线性 变换 9. 2.1 
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